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P R E F A C E. 

JLíA Geométrie est relalíve a Pétendue: Tetendue ou Tespace^ abs- 
tractíoQ faite des corps qui s^y trouvent ^ est infíai et homogéne, ses 
parties ne soat s^par^es par aucuae límite ; mais on peut les coDce* 
voir grandes ou petites ^ figurées de facón ou d'autre ; la diíHculté 
est de s'en faire des iddes si distincles ^ que Tob puissé assigner les 
rapports qu'eües ont^ soic entr'elles^ soit avecle tout dont ellés font 
partie. 

Celles quí ont a Pespace lé rapport le plus simple sont sans doute 
ses nioities ; cependant ^ comme il peut étre partag¿ en deux ¿gale« ' 
ment , d^uoe infinité de manieres ; encoré faut-il en choisir une , quí 
mette entr'elles el luí un rapport ássignable. La^ seulé quí se presenté 
est celle , quí faít ees moitiés d'une paríte telle ^ que la limite quí 
les separe^ ne dévíe nulle part ni vers Tune ni vers Tautre. C'est 
celte limite que fappelle Plan ou Surface-plane ; et c'est en par- 
tant de Fidée que je viens d'en donner, que je defínis la Lignc- 
droite , celle quí partage le plan en deux ¿galement, sans devier nulle 
part vers Tune ou Fautre de ses moities. De ees définitions du plan et 
de la ligne droite , passant a celle de \Angle , je di» que c^est la 
portion de plan , grande ou petite^ qui est contenue entre deux lignes 
droítes quí se coupent^ et quí sont terminees a leur point de section, 

Ces trois definítíons suffisent á former celles des lijgnes courbes , 
des surfaces courbes , des solides^ et en general de tous les objets que 
présente la Geométrie. Puis done que ces objets tiennent leur existence 
de leurs définitions ; celles-ci doívent étre claires^ complettes et pre- 
cises: claires, afin que leur objet se montre de prime-abord; completteá, 
afín que cet objet soit determiné j precises, a£[n qu'il n'offre ríen de 
Buperflu. 

La définitíoQ que j'ai donnée du plan ^ réunít ces trois conditions : 
son objet se montre \ décóuvert , on le reconnoít partout oü íl prend 
une forme sensible, comme. a la surface d'un lac parfaitement calme ^ 
a ccUe d'uA marbre poli ^ k ceUe d'üft nirok i elle est 6omplette j 
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exclusive de toute indetermlaation dans son objel ; elle est precise , 
on n'en retrancheroít rien^ sans mutiler son objet. J'en dis autant de 
ma definition de la lígae droite : elle met son objet sous les yeux; 
elle le determine en tous ses points; elleexqlut toute superfluite. L#c 
lecleur jugera si ma defínition de Fangle léanit ou ne reunit pas ees 
conditions. 

II n'en est pas de méme des deñoitions que Fon donnoít avant moi ^ 
du plan ^ de la ligue droite , et des angles. Euclide commencant par 
|a ligue droite dit^ que c'est celle qui repose egalement entre ses 
points. D^autresladefinissent^ celle qui est determinee par deux porntsf 
d'autres encoré^ celle qui est la plus courte entre deux points. Maís 
la définilion d'Euclide peche en ce qu'elle ne dit pas^ quel doit étre 
Fariangement des points d'une ligne, pour qu^elle puisse reposer en- 
tv^eux ¿galement» La defioition qui determine la lígne droite par deux 
points , la caractérise par une de ses proprietes , mais laisse a deviner, 
comment deux points suflS:Sent a la determiner; d^ailleurs^ cette defí- 
nition ne presente aucune image de la ligne droite^ et ce deTaut luí 
est coramun avec celle, que la ligne droite est la plus courte entre deux 
points. Lesgéométres qui s^arrétcnt a celle-ci, en tirent comme coa- 
sequence immédiate^ que d^un poínt a un autre, dn ne peut tírer 
qu'une lígne droite ; mais que répondroient - ils a quelqu'un qui 
leur diroit : vous concevez comme moi , qu'íl y a une infinite de 
lignes a tirer d*un point a un autre ; qu'^entre ees lignes , ti y en a 
ide longueurs differentes; que celles de longucur plus pelíte^ comme 
celias de longueur plusgrande^ sont en nombre inGni; pourquoi redui- 
Sez-vous les plus petites a une seule ; est-ií ímpossíble ^ qu'entre plu- 
sieurs quantites de méme nature^ celles du plus petil module soient ea 
nombre quelconque ? 

• 

' Par rapport a Tangle, les dé'fínítíons qui ont precede la míenne^ 
se réduisent a deux : l'angle, dít Euclide, est Tinclinaison de deux 
droites qui ae coupent suV un plau : Tangle, dísent d^autres geoméires , 
est Fécart plus ou moins grand de deux droites tirees du méme poinL 
Ainsi Euclide defínissÉiñt Mangle par rinclinaison, qui, toutaussi bien 
que Tangle ^ demanderoit sa defipition , ne fait que substituer un« 
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denomínation a une aatre. La définitíon qui rapporte Vangle a Fecart 
de dcux droites^ne fait non plus que substituer au mot d'angle le 
mot d'écaFt^ qui aurolt d^autaDt plus besoin d'étre definí, que deux 
dioitcs^ assujetlies k un point commun, pouvant s'écarter l'une de 
l'autre d^une infinité de manieres , oo ne sait a laquelle il faut rap* 
porter I'angle. Au contraire, la definitlan qui fait de Fangle, la portion 
de surface plañe, contenue entre deux drolles, qui se eoupent suc 
cetle surface, et qui y sont terminées a leur point de sectton , n'ad- 
mettant aucun ternie qni n^ail ete prealablement definid presente a 
l'esprit son objet, sans aucune índéterminatíon. De plus, elle met 
en evidence > que la grandeur de Fangle d¿pend de la quantilé de sur- 
face plañe contenue entre ses jambes* D'ou il suít , de conséquence 
en conséquence , que lorsque sur un plan deux ligues droítes font 
avec une troisíéme des angles íntdrieurs incgaux a deux droits , ees 
deux ligues se rencontrenl; proposition si importante, que sans elle 
on ne fait que de vains eff[>Fts pour prouyer que les trois angles d'un 
triangle sont eganx a deux droits. Aussi £udide Femploie-t-il a cet 
efiet , comme axiome : c^est le uom qa'il lui donne. 

Je passe aux definítíons du plan , qui avoíenC cours aranl celle qxxé 
jTen ai donne'^e: selon Euclide, le plan est la surface qui repose ega*- 
lement entre ses ligues droítes : selon dTautres ge'bmétres , le plan est 
une surface sur laquelle, prenant deux points a volonté, et tírant de 
Futt a Pautre une ligue droite , elle est toute cutiere dans cette sur- 
face : selon d*autres encoré , le plan est une surface ^ laquelle une ligue 

* ■ » • 

droite est applicable en tout sensf. Ainsi cesgéométres s'accordant a 
definir le plan par la Kgne droite, que tous ont mal défínie^^ le Tice 
de sa définition passe a celle qu'ils en dérivenU 

j • . . ! ■ ' ' I 

Quaut aoj.JPo^rz/, £ucl¿dele définít , ce qui nV , poínjt de parties. 
La deñnitioq. qu'oaen donne comniQneixxent en fait la limite des ligues^ 

Ici se presente une oBservatíon r c^est que tous les gíTomkres qüí 
ín'ont precddé, comméticent par d¿í?nir le point , país les Kgnes , en- 
suite les surfaces ,' et enfía Tes solides; qu^ainsf ilsrenvérsent Pordre 
¿^ lei^4el^Qo;^riu9 «es idees r car les poiiUsetáot les* limiCe» des 
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lignes j les ligaes^ les limites des surfaces^ et les surfaces les Um i tes 
des solides; par ^une premiére abstraction, de Tidée des solides^ oq 
passe a Fidee des surfaces ; par une seconde abstraction ^ de Tidee des 
surfaces 9 oa passe a Tidee des lignes; et par une troisiéme, de Tídeé 
des ligues , ou arrive enfiu a celle des points. 

Pajouteral que les trois premiers objets de l'attention des geométres^ 
le plan, la ligne droíte, et les angles^ sont comme les eiémens de tous 
ceux qu'iis prennent easuite en consíd^ration ; quMl n'est aucun de 
ceux^ci, qui ne se forme de ceux-lk , a Faíde s'ií le faut du biouve-* 
luent; que par consequent , si les déíinitions des premiers sont obs* 
cures , celles des seconds le sont aussí ; el partant , que Fobscurité de 
toutes ees defínitions , ternit IVclat de toutes les consequences qu^oa 
tire de ees defínitions mémes» 

Maisi j^entends un censeur qui s^^rie. • • • Qu'Importent vos dlemens 
et TOS defítiiiions, la Geométrie a &it assez de progrés sans ^ux et 
sans elles; nous sommes satisfaits de ceux que luiont fait faire Euclide 
et ses successeurs ! • , , • On seroit satisfait a moins. . . • Mais si ea 
recounoissant les services^jue ees geoméires ont rendus a la science^ 
on faisoit disparoítreleurs negligences, leurs manquemens, leurs erreurs, 
ne seroient-ils pas les premiers a y applaudir ? 

Un feune homme a qui Fon a vanté la Géom¿trie, comme n'admet* 
tant que des principes évidens , et d^s consequences rigoureuses de 
ees principes, ne s'attend pas a ce qu'on fixe d'abord son attentioa 
sur des defínitions qui n'offirent a son esprit qu'une idee confuse de 
leur objet, et que, bientót aprés, on lui donne pour axiome ce qui 
ne lui paroít pas evident. Dans sa surprise , est-ce a son manque de 
conception , a Fimperitie de son maílre, a la GeométVie méme, qu'il 
imputera la confusión de ses ideeS? Mais la réjiutation ' dé son maítre 
est irop bien etablie ; celle de la Gíometrie encare mieux ; c'est done 
sa conception qui est en défaut ; la Geométrie passe sa portee ; il 
prend le partí de suivre d'autres eludes ; celle qu'il abandonne , est 
pourtant celle qui pouvoit le mieux développer ses facultes. 

Ce ful eq par lie pour r^concilier avec la Geométrie les esprits 
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quí se laissent trop aise'meut rebutef par les obstácles > que je publíai 
€Q 1778^ des Elémens qui ea applanissoient Pentree; mais je suis 
loin de peoser qu'iis missent l'iatdneur de la science ^ dans Fétat oü 
it devrojt étre : ils ne sont exempts, ni d'érreurs , ni d'omissions^ ni 
d'autres imperfections. C'est pourquoi je me d^ermine a en fairte une 
¿dition plus corréete 9 plus intelligible> et plus complelte que la pre- 
miére y mais je ue la fais pas preceder , comme elle , par des Elémens 
d'Arithmetique et d'Algébre ; je suppose au lecteur la connoissance 
des raisons et proportions , et des equations des deux premiers degres. 
S^il y joint ceile des permutations , des combinaisons , et du déve- 
loppement d'un binóme ¿leve a une puissance d'exposant entier; il 
pourra lire les articles que j'introduis sous le nom de Digressions 9 
parce que ce sont moins des proposítions dé Ge'ométrie^ que des 
reponses á des questions qui tiennent a la Géométrie. 

Paurois désir¿ faire uñe seconde édition denout Fouvrage dont je 
víens de parler, mais ni le tems ni mes fórces ne me l'ont permis. Cet 
ouvrage contient des proposilions de Trigonomctrie^ tant plañe que 
spherique, que quelques personnes m^ont attribuees^ parce que M. 
Euler, qui en est I'inventeur ^ n^ les a mises au jour qu'aprés moi ; 
mais je les tiens de lui , je les ai recaeiilies de ses lecons , avec plu- 
sieurs condisciples. M. Euler faisoit paroítre dans les JVJemoires de 
plus d'une Academie ^ dans les recueils de divers jouraaux ^ et dans 
ses propres recueils d'opuscules^ un grand nombre de th¿orémes et 
de probiémes ^ les uns supérieurs ^ les autres inferieurs aux proposi- 
lions dont il s'agit; pouyois-je imaginer^ qu'il ne les eút pas publiées, 
lorsque vingt-cinq ans aprés en avoir eu connoissance ^ je les insérai 
dans le Développement nouveau, etc. ? Je croyois alors Finventeur 
si bien connu ^ que je n'avois nul besoin de le nommer ; je me trom- 
pois : c'est pourquoi je saisis celte occasion^ non pas de rendre k Cesat 
ce qui est a César ^ parce que je ne me suis pas approprie ce que 
m'attribue une erreur que je n'ai pu prevenir n'ayant pu la prévoir; 
mais je saisis cette occasion de redresser cette erreur. 

Je ne terminerai point celte preface sans lemoigner publiquement 
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a Messieúrs 1f s Profésseurs PeBchier et Schauh ma Fecoonbissaiice 
des soins abligeatis'qu'iis ont apportes a la correction de<:et ouvrage 
et des excellentes remarques qu'ils m'ont fait parirenir duránt le cours 
de £0Q impressioQ : fea ai profíté le plus souveoL 
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i5, derniire ügne^ diffSrente de M , Vises: différente de MN 
34, ligne lo^ obliques, lises, paralleles 



38, 

66, 
8o, 

101, 



17, figure 47, liset: fis. 46. 

Dans la figure 79 la letlrc M manque. 
3o , s'éléí^e p(tr cela méme dupoint C, lises : .a^élkvepar cela mime du poini B 
3i f et ceux de ses cótéa AB ^ AD^ líses : el ceux de sea cótés AB, AE 
a4, faisant tourner auiour du point A , Uses : faieani tourner autour du 

point B 
19, les droiteeAO, CD, lisez: AO, CO 



18, efe : 1 



lises: de 1 



iSa, 
i55, 
i58, 
i58, 
i58, 

166, 
173, 
175, 

i9»> 
192, 
208, 



25a, 

255, 

270, 

Í171, 

277 > 
280, 

291 > 
2961 
297, 



4 4 

18, mais CD diag éCABCDy lisez: maie CB diagonale (TABCD, 
22 , sefoieni étre , lises : aauroienú étre. 
10, égal á SQBj lisez : ¿gal a SBQ 

22, lea inclinaiaona SQB , ZPA, lises: lea inclinaíaona ZBQ, SAP 
25, SQB égal á uh aecond angle ZPA /^l\»ei : ei un aecondangle ZBQ 

égal á un aecond angle SAP 
dernifere, ABD: EFG, lisez : ABD : EFH. 

1 , AH. lisez : EH. 
derni^re , milieu A3f, lisez : milieu PM* 
18, xH — 90, lisez: xH=i^o^ 

10, en remoniant SPA , SPB , SPC, lisez: PSA^ PSB , PSC 

1 , SOFq, lisez : SOF=^.^ 

210, 3G, y<C9**> lisez: í<C90*- 

20, on a oublié la leltre fti dans la figure 221* 

29, ipanquent au cercle du milieu les lettres L. M, N* 

2, GHIKLM, lisez: GHIKLN 
1 , du Iriangle SRB , lisez : du triangle SRL 

35, ab, bdy dO, lisez : ab , bd, dN. 
4, en remonlant le cercle ABC, Ibez ; le cercle ABD 

36 , ABFQFE, lisez : ABPQFE 

1 1 , abc-def, lisez : ahc , def. 
28, iriangulaircs BADC , BAfC^ lisez: BAT>C, BAFD 

méme ligne, et debaaea ADC, AFC, lisez: et de bases ADCy AFD , 
ligne 29 , BADC élant la méme que DABC^BEFD , lises : DABK 
= DABC—BEFD 
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Z^u plan , de la ligne droiCe , de Vangle en general et dea 

angles íníérieurs- et exiéneurs des polygones^ 
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L n'esi pas facDe de passer des íde'és q\u viennent immedíatement des sens 
aux idees absirailcs de la Geometrie. Cela s'esl pourtaní fait de loulc ancienneie' j 
mais on ignore* par qiii el de* quellé maulére; Si THistoire nous l'avoit appñs, 
coas saurioDS comméut les ide'cs scientifíques se formerent des idees comrounes y 
etles unes nous feroíent concevoir les autres. C'est done un service á rendre a 
la Gi'ometrie', que desuppliéer par une fiction au fait histoñque dont les traces 
»e sont eHace'es. 

Jadis un chasscur ,^ ayant tue dans la plaine un daim d^un coup de fleche , 
voulut savoir á quellc diótanceil avoit atteint sa proie; et á cct cíTet, posant 
successivement son are sur ceite distaínce', il trouva dans le nombre de fois 
qu'li pul Fy poser, la longueur qu'il avoit inleniion de niesurer. Puis r¿flc- 
chissant a cettc circonstance , que* lorsqu'il posoit son are sur le terrain , il 
fesoii une singullcrc aueniion k ne* le poser que selon certaine direcüon y 
exclusive' de ioute autre; celle direciion , dil-11 , qu'on nonime Hgne droile , 
et dont )'ai une idee si-claire, si l'on me demandoit en quoi elle consiste et ce 
qui la distingue de tome auire, comment répondrois-je? Dirois-je que c'esl la 
direction que suil une fleche au sortir de l'aix y ou celle que prehd un fil 
charge''d\m plomb, quand il' est retenu par son autre extre'mité ; ou mieux 
encoré, celle d'un rayón de lumiére qui penetre dans un lieu obscura Mais 
áucune de ees images ne mettroit sous les yeux les propriétes par lesquelles la 
lígne droite se distingue de toute autre; il en faudroit une qui l^s fít au moíus 
entrevolr j on tárcheroit ensuite de s'en faire des idees distinctes. Or celte 
image á desirer, ne seroit-elle pas celle* que presente une lígne tracée au cor- 
deau sur une plaine? Abstraciion faite des bornes déla plaíue y ceite ligne ne 

1^ 
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la pariageroit-elle pas en deux parües egales , sans se porter vers Tune plus que 
^ers Taulre ? Ces idees jie se rapprocheroient-elles pas encoré plns des idees 
absiraites el iulellecluelles, si Ton subslitiioil á Ja plaine la suiface d'uo Jac 
parfaitemenl calme , et á la llgne tirée au eordeau sttr ceile plaine , le VrM 
«ublil que rimagiuaüon trace de droit lü sur la surface de ce lac? Parrappoit 
cnsniíe á celie surface , qu'on qualifieroit de plañe , ne diviseroil-elle pas Fes- 
pace en deux parties egales, sans se porter vers Fuñe plus que vers Fautre, et 
Be seroit-ec point en cela que consisteroit son caracl^re disitnclif ? 

Cest aiusi que le cliasseiir dé^^loppe , et les rapports de la ligue droite á la 
surfa.ce plane jou au plan, et ceuxdu plan á Fespaoe. Mais apris étre remonte' a 
Fespace , comme á Fobjet duquel dérivejit ses nolions de plan et <ie íigoé 
droite , il ne peut remojiter de Fespace á quelqne autre ol>jet duquel ü derive- 
C'est pourquoi il le considere en lui-méme , afín que s'eu faisant une i^lee frfas 
complete et plus distincte; les idees de plan el de ligne droite , qu'il en a fail 
dependre^ devíejauent aussi plus completes el plus distinctes. 

Explicatíons et d^finiüons fondameniales. 

t'unlvers de'ploie a nos yeux un espace immense. C'est dans son immcnsité 
que les corps existent en repos ou en mouvement, et -sont sujeis á ^vers chan- 
gemciis , soit daos leur forme exterieure , soit dans Parrangement de leurs 
parties interieures, tandis que Fespace, invariíible daaas tous ses points , demeure 
dans un ¿tcrjiel repos. L'ide'e que nous nous en formons est done , qull est 
infini ou sans bornes; homogene ou partout semblable a l^íi-méme. II est sans 
bornes : á quelque distance que Firaaglnationles transportát, elles se trouveroient 
dans son ctendue, et en scroient de toute part environne'es. II est partout sem- 
blable á lui-ménie : la place qu'un coips y occupc en certain lieu, ne jdiOere 
pas de celle qu'U occuperoil en tout autre lieu. Enfin Fespace est autour d*un 
corps place' quelque part dans son immensite^ ce qu'il est autour de ce corps 
place aiitre part dans son immensite'-méme^ 

Conformement á cette idee de Fespace , on peut le concevoir divise' en deux 
egalement par une limite qui , dans sa totalite' , comme dans Fuñe quelconque . 
de ses parties, se rapport.e á la moilie de Fespace qu'elle laisse d'un cótií, 
comme á la moilie de Fespace qu'elle laisse de Fautre cote'. C'est cette limite, 
Contii;ium.ent indiflerente aux deux parts qu'elle fail de Fespace , que le chasseur 
cjualifie de Plan ou de Surface plañe. J'observe ensuiíe qu.c, comme Fespace 
est infini et bomogéiie , il en est de méme du plan ; qu'il est infini , puisqu'U 
divise ^n deux également Fespace qui est infini 3 qu'il est liomogeue, puisqu'il 
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est continumenl indiHerenl aux deux parts qu'il fait de* Pespace , qiii est 
homogéne. 

Le^chassenr continué et dit : Fe plan etant infini et Komogéne comme l'espace , 
peut comme l'espace se diviser en deux e'galement , par une limite qu¡, soit en 
totalile, soit en lime* quelconque de ses parties , se* rapporic an demi plan 
qu'élle laisse a sa droile , comine an démi planqu'élle laisse a sa gauche. C'est 
ccite limite-, continumenl incüflerente aux deux parts qu'elle fait du plan, que 
le chasseurnonamé Zif¿7ie rfroí/e/apres quoi il oBserve, qu'elle est comme le 
plan:, infinie et Iiomogene : infihfe, puisqu'clle divise en deux e'galement le 
plan, qui est infini; homogene , puisqti'elle est continiunent indiflTérente aux 
deux partB qu'ellefait du plan , qui est homogene;. 

De ees defíniíions , le cKasseur passe á celles des surfáces ou superficies con- 
sideVéés en genc'ral et dit , que ce sont les limites qui separent une portion 
quelconque de Féspace du reste dé l'espace. 11 les dbtingue ensuite en planes 
et courbes :. planes , celles qui ont les propríetes du plan : courbes , celles qui 
ne les ont pas. U dit aussi des ligues en general, qye ce sont les limites des 
surfáces ; puis il les distingue endroiíés et courbes : droites, celles qui ont les 
propriét¿& de la ligue droiie : courbes, celles qui ne les ont pas. 11 dít encoré, 
que Ve poiní est lá Umite des ligues; et par rapport aux limites des qiiantites 
etendües, ce sont , suivant lid, les termes auxquels ees quantites parviennent,^ 
mais qu'elles ne d^passént pas. Enfin , k lá ressemblance de l'espace, cpii est- 
autour dél'un de ses points ce qu'il est autourd'un autre quelconque, le cfiasseur 
observe qu'un plan est aussi autour d'un de ses points, ce qu'il est autour d'un 
autre ; et qu'une ligpe droite est encare, dé part et d^áutre d'un dé ses points, 
ce qu^elle est de part et d'autre d'un quelconque dé ses autres poiñls.- 

De lá de'finitión que lé chasseur s'ést, faite du plan , if tire ensuite cetle* 
n,o ,^ consequence, savoir, que déuxplánspeuvent'toujours convenir ou coíñcider y 
c'est-á-diré , étre couphes Fim sur Fautré dé maniere qu'ils se touclient par 
tous leurs points : car puisque cliacun d'éux n'a d'áutre (bnction que celle de 
partager Féspace en deux parties e'galés , sans cesser nullé part d'étre indiiférent 
á Fúnc ét á Fáutre ; iís ne peuvent diflerer ^ ni par rapport aux parties qulls font 

de l'espace , ni par rapport á lá maniere d ont íl les fónt; d'óü il suit qu'íl n'y a 

* 

entr'eux aucnn principe de.difiereuce^ et partant, qulls sont toujours capablés 
de convenir ou de coíncider. 

Le chasseur tire une consequence semETáblé dé sa definition de lá ligne 

n.? 2. droite, savoir, que deux. ligne» droites sont toujours capablés dtr convenir 

ou de coíncider. Car puisque ohacune d'elles n'á d'áutre fonctión que ceHe de 

diviser le plan eu deux parties égales^ saos cesser nuUe part d'4tre indiuérente* 
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» Vune el á Faulre j elles ne peuvent differer , ni par rapporl sxux ]>ariies qu'elles 
Ibflt du plan , ni par rapport A la maniere donl «lies les font ; il n'y a done 
entr'elles aucun principe de différence , el partant , elles ^ont loujours capablcj» 
de convenir ou de coíncider, 

Telles soni les idé^s prenuéres el fondamenlales üe U Góomélrie. Nous les 
^vons fail développer par un cliASseuTi auquel nous ne supposions auciine con* 
^oissance préjiminaire de ceiie science; aíin que le lecveur passaqt a\ec lui des 
idees conimunes aux ide'es sciepüfiques, \h de quelle maniere les unes se for- 
moieni des auires. Ce ^ra nous présenle uient, qux ferons soriii* de nouvelles 
lumieres ^ d# celles que le chasseur nous a conunnniquees^ 

THÉOaÉME f 

m-^ X Dejux lignee droites trocees sur le mente plan coíncident, quand elles ont 

deux points communs, 

• 

Deux Ijgnes droiies pcuvenl tóujours colncider , et qunnd elles coincident, 
elles sont sur le méme plan. Ce n'esl xionc pas nveilre obstacle á leur coínci- 
4Íenee , que de les supposer d'avance sur le méine plan^ ei de leur y donner 
un poini commiin; allendu que de Pe'lal de coTocidence , on peul les faire passer 
¿ celui qn'on \ienl de supposer , el que de ce second, elles pemeni reioumer 
^u premier. 

Soient done AB , AC (fig. t ), deux droiies qui traoées sur le m^me plan Y, 
y ayenl en commun le poinl A. Un riioyen infaillible de les faire coíncider , 
e'esl qu'AB Tune des deuxlourne autour du poinl A sur le plan Y, jiisqu'a ce 
^le P , I*un de ses aulres poinls , arrive sur AC : car lorsque P sera arrivé sur 
AC , les droiies AB , AC , eoTncideronl ou ne coTncideronl jamáis ; vu qu'AB 
eonlinuanl de louruQr , le poinl P sorlira d'AC. Mais il a e'te' observa , que le 
^oumoiemenl d'AB aulour du poinl Aj devoil de ne'cessilé, proeurer en cerlaia 
momenl la coYncidence d'AB avec ACj done ce momenl ne peul élrc que celui 
oü le poinl P de la droile AB arrive sur AC; done deux droiies iracées sur le 
méme plan eoincidenl , quand elles onl deux poinls commnns* 
p,f 4^ Conséguence, Lorsque deux droiies sontshrun plan et qu* elles se coupeni^ 
elles ne se eoupent qu*en unpoini : car si elles se coupoienl en plus d'un poinl, 
jdeux quelconques 4^ ees poipis les ferpienl coincidir , ce qui re'pugneroil á la 
^upposiiion> 

Définiiipns. Deux droiies AB, CD (fig. 2), qui se coupenl sur im plan, 
f.n fonl quairi^ parís A^I^? PSB; BSC^ CSA^ qui sonl des anjgles : unangle. 
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esi done une partie da plan telle, qi^elle a pour limite deux droites qui 
se rencontrentp el se termineni á leur point de rencontre. Les droites AS , 
SD qui limitent un angle ASD sont ses Jambes^ son sommet S, est leur poúit 
de cQDCOÚrs; sa grandeur est la grandeur méme de la portion de plan qui est 
ümite'e par ses jambes. Mais comme celles-ci liniitent aussi bien la grande quft 
la peiite des deui parts qu'elles fo^i du plan , Ton est convenu , pour eviter leíc 
méprises, que ce qui se diroit d'un angle, s'entendroit de ]a plus petite de oes 
deux parts y a mokis que celui qm parle ne le rapportát expr^ssénimt á la plus 
grande. Ajoutons premiér^ment ^ que ^áeux queleonques des quatre angles 
ASD , DSB , BSC, CSA , sont dits tingles de suite^ quand iJs se suivent ; qu*ASC, 
CSB, de meme que CSB, BSD, sopt des angles de suite : secondemeut, que les 
cingles qui sont vis-á-vis Tun de l'autre, comme ASC, DSB ou CSB, ASD, sont 
dits oppcsés au scmmeL D'oü il paroít qu^on peut definir les angles de suite ^ 
ceux qu'une droite , qui en coupe une seconde , {ait sur cette seconde , les uns 
' d'ime part, les autres, d'autre part de cette seconde méme. Par rapport aux 
angles opposes au sommet, ce sont ceux dont Fun se forme par le prolongement 
des jambes de Fautre. 

Con^équencef 1.2. De ce que deux angles de suite renferment toujours entre 
leurs jambes la moitié du plan, il suit immédiatement que leur somme est une 
<piantité constante , invariablément égale h la moitié de toute ]a quantité angu- 

ii/> 5, laire autour d'un point sur un plan ; de sorte que la somme de deux angles 
de suite £st toujours égale á la somme de deux autres angles de suite ^ que 
ASCh-CSB = CSB-+-BSD. Si done Ton retranche de cliaque membre de cette 
¿quation le terme CSB , elle . se réduit a ASC = BSD , qui fait connoitre , que 

«L* 6» deux angles opposés au sommet sont égaux entr'eux. 

THÉORÉMEII. 

n-^ 7^ Deux plans eoincident quand ils ont en commun trois points qui ne sont 

pas en ligne droite. 

X , Y (fig. 3) , sont deux plans qui n^ont en commun que les points A et B , le 
plan X passe seul par un troisiéme point C, qui est hors de la droite AB; je dis 
que du moment qu'Y passera aussi par ce point C, ees plans coíncideront : car s'ils 
ne coincidoient pas, jamáis ils ne coTncideroient, attendu qu'Y, continuant de 
tourner , abandonneroit le point C. Mais deux plans sont toujours oapables de 
coincider ; dcmc lórsque le plan Y arrive en C , il coincide avec le plan X j dono 
deux plans coincident| quand ils ont en commim trois points qui ne sont pas en 
ligne droite. 
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THÉORÉME III. 

^JDeux plans qui s¿ renoontrent , ne ae renqont^ent que par une ligne droite: 
a.« 8. En d'autres termes ,. deux plana, qui se coupentj^ ne ae coupent que par une 
ligne droite^ 

J'observe d'abord que lorsqn'bn dít queJenx plans se rencontrent, on entend 
parta qu'iis ontquelque chose.de: commun, mais qu'ils ne coíncident pas. J'ob- 
serve ensuite, qneles plans n'étant que* des surfaces, ne peuvent se rencontrer 
que par des surfaccs, aupar de» lignes, empardes poinU; ques'iís se rcncon- 
troienl par une snrface ou par une ligne courhe , il y aurok loujours irois points 
a eette surface, et trois poínlssur cette caurbe, quine sei*oient pas en ligne 
droiie ; que par conséquent cesplans coincíderoient , et partant que deuii plans 
nepeuvenl.se rencontrer que par des lignes droites , ou par des portions de 
ligues droites ^. ou^ par des points. Mais ^ú& s&rencontroient par deux lignes 
dreites; deux points sur .Pune de'ces lignes et un point surFanlre ne séroient 
pas en^ligne droite; ets'ils se rencontroient par une droite et un point liors de 
cette droite ; ce point et deux points quelconques de la droite , ne seroient pas 
non. plus en ligne droite ; done les plans colncideroient; done deux plans ne se 
r encontré nt, ni par deux droites, ni. par une droite et un point hors de cette 
droite; donc'ils ne peuvent se rencontrer que par une seole ligue droiie, ou 
par des points et des portions de lignes droites; encoré faut-il, que ees points 
et ees portions de lignes, fassent partie d'une seule et méme ligne droite. Or 
dans la derniére de. ees circonstances y qui est la seule dont l'impossibiliié soit 
encoré a demontrer; si par les points et portions de ligne droite dont il y est 
question, on tire une droite toute entiére, dans chacun des plans V, X, qui 
sont supposés se rencontrer , et que la droite AB , tire'e dans Y , ne coincide 
pas complctement avec la droite CD , tiree dans X ; faisant passer un plan , par 
toute la ligne AB, et par un point de CD, hors d*AB ; ce plan Z, coTncidera 
avec 1^ plan X, par trois points indirects , et passera de fait par AB ; d^oü il 
suivra que le plan X, passera aussi par AB , q ii est toute entiére dans le plan V; 
que par conséquent les deux plans V, X, se couperont par toute la ligue AB j 
et partant, qu'il est impossible que deux plans qui se coupent^ ne se coupent 
pas par ime ligue droite : en d'autres termes, qu'il est impos^le que deux plans 
qui se rencontrent sans coincider ,.ne se rencontrent pas par une seule ligne droite. 

Mais, dira-t-on , vous avez oublié le cas ou deux plans se rencontreroient par 
pn seul point j prouvez que ce cas est impossible? 
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A cet effet , je dis premierement , que lorsqiie , d'un point par lua atilre , on 
tire une lígiie droite sur un plan, ceite ligue s'avunce eoxitinuellement du point 
d'oü elle piírl, vers Le cote oppojsé a ce point. Je dis secondement, que suppose 
que deux plaus X , Y, ne se rcuconlrassenl que par un point R j Pim d^cux X, 
pourroit étre concu, jcomme exislxml en entier au-dessus de l'aulre Y; que par 
oonséquent, il n'y auroit aucun de ¿es points.qui ne fút plus elevé que le point 
IL Jedis troisiémenient, que si de Fuudcspoinls plus eleves que le point R, 
^n tiroitjdans X^ pArR niéme, lUje ligae droiie, elle renionienoit vers le point 
depuis lequel elle auroii été lirée; que par conséquent X ne serx)it pas un plan ; 
etpartant^ qu'U^si impossible que deux plaus ne se rencontrent que par un point. 

T H É O R É M E IV. 

T^'^ 9* Une droite qiii a deux de seapoints sur un plan ^ est ioute entiére ^ur reptan. 

Supposé que deux points A,B de la droite AB (fig. 3) , soient sur le plan X : 
SI AB n'étoit pas toute enliére sui' ce plan, elle seroit toute enliére sur un aulre 
Y, lequel coupant X, et en e'tant coupé, la commune seclion seroit AB , ou 
quelque autre droile AFB , tracee par les points A,B, tant dans le plan X que 
dans le plan Y. Oy dañs le premier cas, AB seroit touie enliére sur le plan X : 
dans le second cas, deux drottes díBerentes AB,AFB, passeroient du point A 
<an point B sur le plan Y , ce qni est impossible. Done il est impossible qu'une 
autre droite qu'AB, soit la commune seclion des plans X,.Y; dónc la drcrilé 
AB est toute entiere sin- le plan X ;.donc íinalement, une droile qui a deux de 
ses poinls sur un ¡tlan les a lous -sur ce plan. 
II. 10. Conséqúence. D^ un point Adun autre B , dans V espace ^ on ne peut mener 
gu'une ligne droite : car si l'on pouvoit en mener deux, elles seroient toute» 
les deux sur le plan qui passeroil par les points A et B ; d'oíi il suivroil que d*un 
point a un autre, sur un plan , on auroit mené deux ligues droites, ce qui est 
impossible. Done il est impossible que d\in point A un autre, dans Pespace, xm, 
méne plus d'une ligue droite. 

D^JirtitionJ Lorsqire trois points A , By C (fig. 4) , ne sont pas en ligue droite, 
si Fon lire de Tun a Fautre des portions de ligues droites*, la figure ABC qui en 
resulte, est un triangte ; les droites AB,BC,CA, qui le lerminent, sont ses 
cótés; ses angles sont ceux mémes qui sont formes par ses coles, 
ti;* IX. Conséqúence l. De ce qu^une droite qui a deux de ses points siír un plan, 
les a i¿üs' sur ce plan, ét' de cé-qu^ e§t loujourís possible 'de fáire passer un 
plan par tróis poiüts qtá'iie sont pas éñ llgne (Üroite^ il siiit (^onpeuí'ioujoúrs 
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fairepasser un plan iJ" par une ligne droite et un point hora de cette droite; 
üJ* par deux droites qui se coupent^ 3.* enfin^par lea trois cótés dTun triangle: 
car daos le premier cas, le plan qui passe par deux points quelconques de la 
droite donnée et par le point donné hors de cette droite , passe par ce poíat et 
par cette droite aróme t dans le second cas y le plan qui passe par l'intersection 
des droites données et par defix autres points, prís, Fun sur la premiére, Pautre, 
sur la seconde de ees droites, passe par ees droites mémes : enfin dans le troi- 
siéme cas , le plan qui passe par les somqciets des angles du triangle donne ^ 
passe par les trois cótés de ce triangle.^ 

Conséquence 2. Deux droitea^finies AB ,j4C {fig. 5), peupent convenir, 
guand elles sont ¿gales : car si, aprés avoir fait comcider A, extrémité de 
l'un^ , avec A , extrémité de l'autre , on fait tourner AC autour d' A , jusfpi'á ce 
qu^un autre de ses points P, arrive en Q, sur AB ; ees droites se trouvant alors 
dans la méme direction, l'une ne peut dépasser Pautre , saos étre plus grande 
qu'clle , ce qui repugne a la supposition. 

•n.* 12. Conséquence 3. Les angles égaux ASByCSD (fig. (T) sont capables de 
convenir. Car si vous enlevés le plan CSD , ct qu'aprés avoir posé la droite SC 
sur SA , vous fassiez arriver encoré un point P de CSD sur ASB j premiére- 
ment, ees deux plans coíncideront n^^ 7 : secondement, les angles ASB , CSD 
étant eganxy la jambe SD de CSD, nepourra tomber , niau-^dessus, niau-dessou3 
de la jambe SB d'ASB; par conséquent, ees deux angles conviendront. 

n.* i3. Définitions. Les angles sont droitSj aigus ou obtusy selon qu'i}s-ftlmerment 
entre leurs jarabes le quart, moins que le quart, ou plus que le quart du plan 
• sur lequel ils reposent. De plus, par opposition aux angles droits, on donne 
aux angles aigus et aux angles obtus, le nom di angles obliques, On s'accorde 
aussi á diré des droites qui renferment un angle droít, qu'elles sont perpendi^ 
culaires l'une á l'autre , et de celles qui renferment un angle oblíque , qu'elles 
sont obliques Pune a Pautre. De plus encoré , comme toute quantité se mesure 
,par une quantité de méme nature qu'elle, on a choisi pour mesure des angles, 
la 36o.*°* partie de toute la quantité angulaire autour d'un point sur un plan, 
laquelle se nomme degré. Le degré se divise en soixante parties égales, qui sont 
des minutes. La minute en soixante parties égales , qui sont des secondes : la 
seconde en soixante parties égales, qiii sont des tierces y et ainsi de suite , en 
progression sexagésimale. Par rapport aux signes de ees quantités, celui du degré 
est p, celui de la minute cst i, celui de ]a seconde 11, celui de la tierce ni, 
celui de la quarte iv, etc. De sorte cjue pour spécifier un angle de quatre 
degrés et cinq minutes, on écrit 4.°, 5' : po\ir spécifier un angle de quinze degrés, 



\ 
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seize mmutes, trois secondcs, clnquante et une lierces, on ecrll i5"^^ 16',. 
5", 5i'", et ainsi des auires angfes,' séloi) léur grandeur. 

Supposé dono que la quantite' angulaíre auteur d'un point sur un pían fút 
dñisee en ses d'egres, minutes , secondes, etc.; on mcsiireroít un angle, eit 
appllquaiu premierement son sómmet sur le point aulour duquel la quanthé 
susdüe' seroit díviscc r second*ement , cii couchant Pune des jambes de cet angle 
sur la droite depnís láqueíle commenceroil la divieion :' troisiem^ment enfin , en 
laissant tomber Táutre jám]>e* en avant de ccttc división. Le nombre de degrés 
nimutes et secondes qui seroit albrs renférmé entre- leá jambes de Tstogle^ á 
mesurer , dbnneroitfa grandeur de cet angle-. M'ais considéraiit , qu'ane cSvision 
de la quantite" angulaire, telleque nous venons dehí sapposerj'est^'une* grande 
difficulté i qu'elle peut cependnnt se facUiter au moyenf» du cwclé ; c'est á le^ 
definir et a faíre connortre les grandeursqui Vy rapporténl plUs xürécUsment^ 
que nous allons nous employer*. . ' • 

DVfinitíons. Cercle ^^ ligne circulaire , circonféi^nce^decefcléy expressíons 
qni sont tóutes appropriees á lá courbe décrite* par Feítrémité B d'une droite 
fiuie Afi (fig; 7"), qui tourne sur un plan, autour de »on auire extrómfité A. 
£<e nom de óercfe se dbnne aussí á la portlon de surface pláne en dedons de 
la ligne circulaire ; d'oü il suit cpi'il ue faut s'fen- servir que de maniérch á faire^ 
dístuiguer celui de ees sens díins léquelonveutqu'ílsoít^rte. Le centre dipcerclé 
esr Pex t remite' ffxe A , dfe ñi droité AB, qui décrit lé' cerclfe. Cotle droitie porte 
le nom áeRúyon du cercle^ et Ton dbnne leméme nomii eha«rane'<íesdroites 
tirees du centre á líai circonférence dii cercle ; paixje'qu'il n^en est aucutte , qui; 
ne" représente le raj on , díins Pune- dfes situauons par l^sqnelles ü'^pá^se , en< 
décrivaqt le cercle; Une pdr(iéqüelcott<|uedc la cifconférentíe- du cercít porte* 
le nom SAYc de cercle ^ FMB cstnn aVcde^ certíír.' La' droite FB'í iirée de* 
Tune a Fautre extrémite dé cet are», en éit dite h:corcte^. IBes cordei' x^xñ* passem 
par le centre A , sont á^% díhmityes dü eércíc, FAD ést un diárm^ire dtr cercle- 
FCBM. Toute pdrtion dfe cercle renfermée entre 4in^ arc"et sa corde^est u» 
Segrnent de cercle j el lesr dc^x'segmenddans' lasquéis une corde^ (>artage le- 
cercle sont díts j^ReMe^ Fitit de^i^M^tréí^VJúSectdd^-ésxmíñ'iyonu^h 
comprise entre deux rayons.et l'arfc qur va-de^Pentr^mite d'vm dede» rayons á 
Fextremité de Fautre^ : ÍÁBAflf est un seetenrr FABCP est aussi* nn secteur:. 
et les deux ensemble complétentele o^rctev'Les'^»?^^^ €m céhire^orst oeux 
qui, comme f AB^HKAD*; om léup'^mmet'att ^ntre dq oere}et< m:.;;- 



»> \ 



.-;. '.rv. til' y, *i , .-íM^o^iís, tlii : ».j;. . .. > .,0 * t :tl Ó^J ii' ra c" i ;- .rj» je ^ . J. 
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THÉO&ÉME V. 

«U* «4^ Zi«« angles a» centre sont prop^rtíonnels aux <xre8 sur letqueh íU ínsistent. 

fe deniOAtreráí eett« propoáuon en fáisaist voír i/, que lea angles au centre, 
iqui sojit egaux, insísteut sur des jires égaux : s.^ qiie les angles au cejatre, qui 
ifiout ínégau^ ^t commensurables entre eax,, soat proportionqels aux ¡ares sur 
liesqujels ih ^sisleot .: 3/ «nRn, en üaisant voir , que lorsqu^e les angles au centii^ 
,^i3t ioégatix «et ioeoramensurables entre eux , U implique coniradietioa , qu^üs 
ICie soie;(it pa$ .^.oponimmek aiix ares sur lesquels üs insistente 

Soit 4a^e, mn pr^emier lieu, Tanglie BCN égal a Tangle ACM (fig. 8). De ce 
^e les aqgUs egaux peuvent convenir , il «uit que , lersqü'on aura faít convenir 
PCN avec AQIMl^ les jextreníités de l!arc BPf coinciderx)pt avec les exiremitcs 
ide l'arf AH^ (^t qi^ oes ares méines eoTnclderont : car si le premier BN 
pr/e90U une reuie ALj&M, <üQerent4B de eelle du secoi^d AM; les rB}ojQs CK, 
ÍZh — •-^'CÍJ, CH, du «érele ANB, seroient inégaux. Do^ne premieremeot , les 
^ingUs júuá centra , qui soní ¿gaux^ mshteBt sjur xles ares capabies de coa penir , 
« iigaux £nir*^tíx pcur eela méme^ 

Seco^dem(snt^ loK^ue les tingles au centre sont inégaux et eommensurahles 

isnti'^eux y iis sont proportiennels aux ares sur leguéis ils insistente Car lersque 

^! . tles angles inégaux ACM, BCN (fig. 9) , ^ont commensurables entr'eux y leur 

jcommiuie mesure ACG, portee sur Tun el sur l'^utre, partage le premier en 

-am nombre eniier m d'an^les égaux; «t Je second , e;2 un autre nombre entier 

V . 1 ü d'wgles párolis; d'oü U siril , qu^^n vertu de oe qui pre'céde , Tare AM esi 

' parlará en m «r^ps égaux, l'arc BN >en n ares <egaux; que par conséquent , les 

• ., angles ACM 9 BCN d'nne part, et les ares AM, BN d'autr« part, sont entr'euxy 

. : i* ^^(imme les siombrés m, n^ <et partant, que les angles aucc^itre, qui sont eom-* 

•. ' ',,: <iuensiu*ables entr'eux , ^Oücit meme rapport que les ares sur lesquels ils insistente 

¿i; .^1.' Troisiemement , lorsque les angies au, centre sont iacommensurables 

^,'y\y^efitrf\eúx, il impUque contradictioH s qf/ils ne soienipas eu méme rapport 

^ue les ares sur leguéis iis insistent. 

.En eBet , siles anglei au centre ACM, BCN (fig. 10) , 91'etoiem pas entr'eux, 
yj commeles ares AM, BN aur tesquek Us insiste;;it; leur nipport seroit ou plus 
grand ou phia pétitqiti^ celm d^ lees ares. 0E^. st\ppos¿ premieremfint , que 
ACM : BCN ]> i^M : BN ; rAntécedem AM , iiugm.ent¿ de cert^ine quantite ÜKJ, 
r^tabliroit Fégálité des deux rapports; d'oiiil suivroit que ACM : BCNc= AG : 
^N y í^% qu'iiprés >avoir tiré le rayón CG , puis porté successivi^ment sur ACM ^ 
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• 

une aKquote de BCN ,.plus petite que MCG ; Ton arríveroit enfin á un reste ECM, 
trop peiit pour la recevoir, et que , comme' elle est plus petite que MCG, si 
en la portéis encoré unefois autour dii centre C, sa j;imbe anteneure CL, 
tomberoit entre CMet CG. Ainsi l'angle ACL , formé de-lairep^tion de cette 
aliicjuote , etant cotnmensurable avec fiCNj. il s^ensuivreit par Part. ^ da présent 
ibeoréme, que BCN : ACL = BN : AL 

Ma¡9 par supposítíow ACM : BCN =: AG : BN 

Done en composant, ACM: ACL= AG : AL 
Cbnséquence- fáusse , vu que Fexposant du rápport ACM : ACL est plus pctit, 
dandis que^ l'exposant du* rapporl? AG : AL est plus grand que l'unité , dono U 
implique contradiction que ACM : BCN ^ AM : BN- 

Secondement ,^ suppose que* ACM.'BCN <C AM :' BN; ou peiit ajbtite'r 
á B N , un are N F ^ de grandeur telle», que ACM X BCN = A M': B F. Or 
tirant alors le- rayón CF, et prenant une aliquote* d'ACM plus petite que 
NCF; cette' aliquote* partee successivemeni sur BCN, dónne. enfin un reste 
ttop petit pour la rccevoir ; de serte qu'etant plü^ petite* que NCF , si on la 
porte* encoré* une fb^s autour du' centre C, sa jambe' anterieure CK, tombe 
entre CN etCF; que- par consé'quent BCK , múltiple- de' oette aliqjióte , est 
eommensurable avec ACM;, et que par l'art.^ a^. du* présent theoréme 

BCKrAGM=:íBK::AM 
Mais par suppositibn: ACM? : B G N ss: AM :. B F ; 



iMiMd» 



Idonc en composant BCK^: BCN=i= BK: BF. 
Conséquence' fousse^, tu que retposant de BGK : BCN esi plii9« grande ,- 
tandis que Texposant de BK I. BF est plus petit que Fúnite'. Done il implique* 
contradiction', que le rapport d'ACM : BCN soit plus petit que* le' rappon 
d'AM fBN. Done puisque , pap ce- qui precede , il implique aussi contradic- 
tion y que le' premier de* ees rapports soit plus grand« que le second' ; il 
s'ensuit que l'un est ¿gal á Fautre ; et partant , que lorsque les angle$ au 
centre sont incommensurables , ils sont tout aussi bien en mémerapport que 
les ares sur lesquels ils insistent, que* lorsqu'ils sont commensurables* De 
sorte qu'eu' general , les angles au centre* sont entr'eux oomme les ares sur 
lesquels ils insistent. 

Cpnséguence. De lá il' resulte , qu'un angle au centre eet d toutíf la 

tS. qiifmtiié angulaire autour du centre, comme Vare éurjequel il insiste est á 

touie la circonférence : Car compares un angle quelconque ACB , a un angle 

droit DCF (fig. 11 ) , et le tliéoréme précédent Vous donnera ACB : 

JK)F=AB: DF. Proportíon quf 9 en multípliant ses consequens par 4 
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' ;se.change en celle-ci, ACB : 4DCF = AB : 4DF , daos hqaéññ 4DCF 
Irepreseate toute la quamitc «ngulaú^e autoiir du eenlre , el 4DF y touie la 
eírconference ; de soné qiielle roct saus les yeux , -qu'on angle au centre 
ACB y est á toute la quantílé oBgulaire autour du «entre 4DCF , comixxG l'arc 
sur lequel il insiste AB , est a tome Ja <;ÍFeoBf¿rence 4DF. 

Définitions et conbéguences. Suppose' que la circonférence du cercle soit 
^visée en 56o ares égauíL , appelee Degrés y que cliaque degré soit divisé en . 
aoixante ^rcs égaux , .appelés Minutes / que chaqué mmule soit di\ ise'e ea 
soixante ^rcs egaux , appelés Secondes y • qu^ chaqué seeo^d^ soit divísee en 
«oixanle ares égaux , ^pp.elos Tderces-y jet ainsi,de suite; en progressioo sexa- 
;gésimale : Comme les angles au centre so^t proporlionnels jaux jircs ajur les- 
quels ils insisteat ^ ils :Conticinaent entreleui*s janjjes ,auta^t de degrés^ mimites^ 
vSeco^ides, tierces, de la eirconferejace, quede degrés, minutes , s.econdes, tierees 
de tome laxjuantile angultúie autour du cenirc, et la comparaison des anales, 

ia:* i(^ qui sont des grandciira infinUs^ seréduit á la fiomparmson d'arcs circulaires^ 
qui sonl des grandeurs Jiuirs. 

Ajoutous qu^ lorsquc deux. droiies AB , CD (fig. 12), tracées sur Je 
roéniíe plajp , y sont coupées par une troisicme EH , les quatre angles AGF , 
JCFG. ., BGf , PF0 ) qui s^ fo.rmenJt sur la ligne coupante ^ en dedans des 
lignes coupces^ sont autant d'angles mterieurs par rapport a ees ligues; que 
cepenijant, lorsqu'op parle des angles intérieurs qu%ie lign^e Jiiit sur deux 

_ ^ .iiutres ligues , xie que Fon dit ne se rapporte qu'á deux des angles susm^n* 
. iioñnes , savoif* , les deux AGF ^ CFG , qui sont d'uue part de la ligne con* 

. . apante EH , oulles deux BGF , DFG , qui sont de I'autre part de cette ligne. 

'. . Sur quoi il est k reniarquer que les deux premiers , eonjointement avec les 

? . «deux saconds , ^orraant toujours deux couples d'angles de suite, ou qualre 
langles droits ; si lesiniérieurs ¿Pune peirt AGF , CFG^ valent deux droiis, 

ijjj o j-^ lea iniéiieurs ^autre part BGF, DFG , valeni aussi deux droits: Si les 
irUérieurs d^ une part , if alen f plus ou moihs de deux droits , les intérieurs 

d^autne part^ ualent mov^s ou plus de deux droiis.. 

.< . ■ I • • 

, T H É OR É ME VI. 

^.* ifiL Lor^sque les ajigles intJri^urs sont égaux á deux droits , les droites qui les 

fojat sur une troisiéme , ne se rencontrent pos. 

Sn^offet, les. intérieurs AGF, CPG (fig. 3ta) etant supposes égaux á deux 
íd(;aits , les putr^ ipte'ri^urs j^GF , DFG , som aus^i égaux a deux droits. Mai« 
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les angles de suite AGF, BGF — CFG, DFG valent aussí deux droits ; dono 
' AGF H- CFG = AGF -t- BGF , AGF -h CFG = CFG -+- DFG. Done CFG = 
BGF, AGF= DFG. Done si Ton eoiipe la demi-bande DFGB, et qu'aprés 
lui avoir fait faire un demi-tour snr le plan dont elle falt partie ,' on fasse 
coincider la drolie GF avec ellc-mcme FG ; les droites GB , FC , de méme 
que lesdroiles FD, GA, coinclderont , á cause de Tegalhé des angles BGF, 
CF-G d'une pan , et des aajgles DFG , AGF d'autre part , done la convenance 
de la demi-bande DFGB 9 avec la demi-bande AGFC est demonlrce. Done si 
les droites coupées AB , CD ooneouroient d'un eóté de la droite coupante , 
£H, elles concourroieut aussi de Tautre ; et de ce double coneours il résul- 
teroit , que d^ua point á un autre , sur un plan , on peut mener deu% droites 
non coincidentes , ce qui est iinposbible u.^ 3. Done les droites AB , CD ne 
concourent , ni de^Fun , ni .de Tautr^e cote de la droite £Hj done finaleroent , 
JLorsque deux droites , tracées sur le méme plan y font sur une iroisiéme 
des angles intérieurs égaux á deux droits, ees droites ne se rencontrent pas. 
Définitionsx Premiérement , on dit de deux ligues, qui tracees sur le méme 
plan ne s'y rencontrent pas ^ qu'jclles sont Paralléles. Secoudement , on qua- 
lifie diAngles Alternes, ceux AGF , Gf D (fig. i3 ), qui se forment en dedans 
de deux droites AB , CD , eoupees par une trobieme EU, dont l'un AGF 
appartient aux intéñeurs d'une part , et a son sommet sur la premiét*e des 
ligues coupées ; dont l'autre GFD , appartient aux inteneurs de Pautre part , 
et a son «ommet sur la seconde des ligues cóupees : BGF , CFG, aussi bien 
que AGF , GFD , sont des angles alternes. Troisiémement , les Angles de 
méme part sont eeux qui se forment du méme cote sur une droite £H ^ par 
deux autres droites BG , DF , qui la rencontrent : AGF , CF£ , aussi bien 
que BGF , DF£ , sont des angles de méme part. 

THÉORÉME TIL 

Lqrsque deux droites AB , CD, (fig. t4) , tracées sur le méme plan , y 
■■■■ fotti a^ee une troi.siéme HG , des angles intérieurs BKL , DLK , égaux 
^* á deux droits , la partie du plan gu^ elles renfennent, est si petite par 
rapport au plan méme j qu'elle y est contenue une infinité defois. 

Puisque par suppositjon , la somme des angles BKL , DLK , est e'gale k 
deux angles droits , et que par le n/ 5, les angles* de suite DLK, DLM, 
valent aussi deux droits ; il est demontre que BKL =: DLM ; que par con- 
séquent, á apres avoir fait LM = KL , et tiré par le point M, ube droite 
MF, selon teile direction^ que FMLsDLK \ Fon fait avancer la'bande 
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ACDB, lelong de HG, jusqu'á ce que le point L arrive én M ^ et le poíni K 

en L ; la baiule ACDB comoidera avec la bande CEFD, attendu que les angles 

egaux sont capables de convenir , et qu'il en est de méme des droites cgales. 

Maintenant done , puisque aprés avoir pris sur la droíte HG , une lougueur 

• LM égale' a KL, il a ele possíble de tracer sur le plan ABG, une bande CEFD 
égale á ACDB ; il o'y a aucun doute y qu'au nioyen d'une infinité de longueurs 
e'gales h KL , pñses sur HG , il ne soit possíble de tracer sur ce plan méme , 
une infinité de bandes e'gales á ACDB; par conséquem , torsgue deux 
droiies tracées sur un plan j y, fon t apee une iroiaiime des angles iniérieurs 
égaux á deux droits , l(i partie da plan qu^etles renferment , eist si peiiíe 
par, rapport aa plan méme ^ gu'elle y est conienue une infinité defois. 

T H É O R ÉM E VIII. ^ 

Quand deux droites foni sur une iroisiihte des angles iniérieurs dont la 
^' ^^' somme n^estpas égale d deux angles droii9 j ees droiies se coupent du cóté 
oü ceiie somme esi moindre que deux droiis. 

Supposé que deux droi\es LC, KA (fig. i5) , fassenl sur u£e troisieme KL^ 
des angles iniérieurs AKL y CLK , plus peiils que deux angles droiis : Certaine 
droiie LM , fera avec LC , un angle CLM de grandeur lelle , que AKL -f- 
KLC + CLM = AKL -f- KLM == a droiis; par conséquent ^ si LC nc 
coupoit pas KA y l'angle MLC seroit renfermé en entier dans la bande MLKA. 
Mais celie bande est conienue une infinité de fois dans le plan , landis que 
Tangle MLC n'y est contenu qu'autant de fois que l'arc MC est conienu dans 
la circonfcrence décrile du centre L avec LM comme rayón; done l'angle 
MLC n'est pas renfermé en entier dans la bande MLKA ; done sa jambe LC 
son de cene bande et coupe ELA^ done finalement^ JLorsque deux droiies 
foni sur une iroisiime, etc. 

Conséquence i. De ce que deux droiies ^ui font sur une troisieme des 
■•* ^'* angles iniérieurs égaux k deux droits ne se rencontrent pas , landis que deux 
droites qui font sur une troisieme des angles iniérieurs inégaux á deux droits 
se rencontrent; il suit que , deux droiies qui ne se renconireni pas y foni 
toujours sur une troisieme qui les coupe des angles iniérieurs égaux á 
deux droiis; ei que deux droiies qui se^ renconireni y foni toujours sur une 
troisieme qui Íes coupe des angles iniérieurs inégaux d deux droiis. 

Conséquence a. Quand deux droiies j^B , MN (ñe. i5), ne se ren- 

* eonirentpas, si. Vane MIN esi ooupée par une troisieme LC^ Vauire AB 
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l^est aussi : Car si elle dc Tetoil pas, tout Taogle MLC seroit contenu daos la 
1>aiide MLKA , ce qui est tmpossU)le. 
t - Conséquenee 5^ Une draite JIS (ñ^. 16), de grandeur finie queloonque^ 
est divisible d l'wjini : Car si Fon concoU deux paralléles KL , MN , tirées 
par ses extremiies A, S, et qu'aprés avotr piis un point K sur KL y on divise 
AN en parties égalesou incgdles AB, BC, CD , etc. ; les droites KB , KC, 
KD j etc. menees du poiat K , aitx points B , C, D , etc. , couperont AS 
en des points difTérens , vu xjue deux quelconques d'entr'elles > qui la cou- 
|>eroient«n méroe point, auroient en oommun ee poiñt et le point K; que 
par consequent -eHes n'aboutiroient pas a differens points B , C , D , etc. de la 
-droite MN. Ainsi la droite AS e'tantcoupee en des pouits diSereos^par les droite» 
&B ) KC y iüDy etc. ; ees droites }a divisent éñ un nombre de parties qui sur- 
{>asse le leur de l'unité y et le leur surpasse tout nombre donne ; par consequent 
le nombre des parties d'AS surpasse ausá tout nombre donne, et partant, AS 
est divisible k Tiafim. ' 

mf a4. Conséquenee 4. Quand deux droiles soni paratleles y touie perpendi-^ 
culaire eur Pune esi perpendieulaire sur Vautre. Cest une conséquenee 
nécessaire de ce que , deux droites paralléles font sur une troisiéme qui les 
•coupe ^ des angles interieurs dont la somnie est toujours egale a deux angles 
4lrorts. 

»*25, dmséquence 5. D^w/i point L (fig, i5), hers d*une droite AB.; ii est 
toujours possible d'abaisser sur cette droite ^ une perpendiculaire LP : Car 
menant du point L, a im point quelconque K de la droite AB, la droite LK; 
celle-ci £era sur eelle-lá Fangle LKB , qui joint a son angle de suite LKA , 
complétera deux angles droits. Or, comme ríen n'empéebe qu'une droite LM , 
ne fasse sur LK. un angle KLM = LKB ; la somn>e KLM + LKA forovera 
aussi deux angles droits, etles droites KA, LM seront paralléles n/ i8« Mais 
^n ne peut contester que la moitié de la quantité angulaire autour du point 
L, sur le plan KLM, ne soit divisible en deux egalement par une droite LP; 
«done jcette <fivisíon faite , Fangle PLN sera droit; done, par la eonseqtience 4, 
i'angle LPB sera droit ausñ ; done d'tm point bors d'ime droite , il est toujours 
possible d'abaisser sur cette droite une perpendiculaire. 
'ó g Conséquenee 6. Par un point hora d'une droite, il ne peut passer qu^une 
paralele a cetie droite. Suppose en eGTet qu'une droite MN passe par le point 
L, paraDelement ji AB (fig. i5); eette droite MN^ et la droite AB, feront 
8iir LK des anglas intóríeurs égaux k deas droits«.Par consequent LD^ droite 
difféftnt» ÓB M^ passant aeamnaÍQa ¿ommeeUe par le point L, ferá ayec AB 
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sur LK, des angles intérieurs ínegaux á deux droits, et partant, ne sera pas 

paralléle á AB. 
'o Conséquence 7, Quand deux angles de mfime part sont ¿gaux^ les droiie^ 

qui les font sur une troisiéme sont parallélés ; et réciproqncmenl , Quand 
deux droites sont parallélés , les angles qu^elles font de méme part &ur une 
troisiéme sont cgaux. 

Solent AGII , CFG (fig. 12) deux angles de méme part egaux entr'eux : 

les angles de suiíe AGH , AGF valant deux droits , les angles CFG , AGF 

doivent aussi \aIoir deux droits; d'oü il suii que les droites AG , CF , font sur 

* FU , des angles intérieurs égaux á deux droits y et partant , qu'elles sont 

parallélés.' 

Réciproquemcut , si AG, CF sont parallélés; les angles intérieurs AGF, 
CFG valent deux droils ou deux augles de suite AGF -4- AGH ; par con- 
séquent CFG= AGH, et partant, les angles de méme part sont égaux, quand 
les droites qui les font sur une troisiéme sont parallélés» 

Conséquence 8. Quand les angles alternes sont egaux , les droites qui les 
]».• a8. Jont sur une troisiéme sont parallélés y el réciproquement , Quand deux 
droites sont parallélés, les angles alternes qu'elles font sur une troisiéme 
sont égaux. 

Suppo3e' premiérement que les angles alternes CFG , BGF (fig. 1 á ) , 
soient égaux : les angles de suite CFG , GFD valant deux droits , les augles 
intérieurs BGF DFG vaudront aussi deux droils , et les droites AB , CD , 
seront parallélés. 

Secondement , si les droites AB , CD sont parallélés , les angles intérieurs- 
BGF, DFG vaudront deux droits. Mais les angles de suite DFG, GFC valent 
aussi deux droils; done BGF = GFC; douc les angles alternes sont egaux, 
quand les droites qui les font sur une troisiéme sont parallélés. 

Conséquence 9. Deux droites parallélés á une troisiéme^ sont parallélés 
^' ^^* entre elles : Supposé quAB, CD (fig. l4), soient parallélés á EF ; si Ton 
coupe AB, £F par une droitc KM, cette droite coupera aussi CD par un point 
L, n.° 22 ; et pendant que le parallélisme d'AB a EF , ferá l'angle BKL, 
égal á l'angle FMG , n.* 37, le panillélisme de CD a EF, fera l'angle DLM, 
égal a l'angle FMG ; d'oü s'en suivra Tégalité de BKL á DLM , et partant , le 
parallélisme d'AB á CD.. 

Définitions. On donne le nom de Figure Rectiligne ou de Polygone a 
toúte portion de surface plañe , qui est terminée par un seul eoatour de 
droites finies. Ces polygpnes* $e paripgeiit d'^ord .en deipc claases : la premiére, 
eomposée de xeux ^ui u'ont que des angles saillans^ la seconde, eomposée de 



eéút qm ont ún ou plusíeurs angíe» ret^traasv Or V jingle Saillani est .celui 
tpÁy comme ABC (fig. 17), tonrAe wpoinle endehors d'AfiCDEF, figure a 
laquelle il> appartient : ' l^Angle Renttamt est eelui qittí ^- cemme A>F£^) tourne 
sa pomte en dedans de la figure á laquelle ü appanieAf : Eof d'autres' termes , 
V'Angle Saillnni est d^ui qui , du eoié de la figiire* , est pkt» petit . qú^ 
deux angles dreita ; VAngle Mentrant est celm qui ^ du colé de lá» figure^ 
est plus grand que deu¿ an^es^ lároits.- Ck^cúde: de cés deip^ dlasse!» de 
polygones se subdivise en aütant ¿e- geni^ qi>'il J a d'aag^les* daá» le6 poly-' 
gones qui: lui appartiennent : Ainñ le premier genre de la* j^miére ^lasse est 
eeluii des . Trianglea y qui enl; trois angles ; le aecoad'^ genlte estf cdui des 
Quadrilaieres^ ou Tétragone¡ty x¡uí ont quatce n0glos;^ et ain^- de'suit^^ les 
froisiéme, quatriéme, cinqui^me geilres, *eie. sont forili¿t>par l'es^P^^^^orae^, 
líexagone», MepieigoneSy etc. y qui oot respectivement cinq;^ sik » sept oótés, etc. 
ILa seconde classe contient lesmémes genres, excepté le pt^emier y> qui- ne peut 
luí' appartienir , attendu qu'un tríanglé' a angle^ rentrdnt est imposstble. 

Autres' defimüont. Tout anglé GAB (fig.- 1^)/^ fo^mé par deux- cóclEfs Coif- 
tigus d'un polygone , est un^ angle iniérieur de ce polygone ; et toúl angle 
CBK^. compris entre le prolbngement d'uu- des optes d^un polygone' et le cót4 
auivant, est un angie extírieur de ce polygone; Or oómme on peut pí^lougér 
los oótés d'ün- polygone en deux sena* opposes,^ it est á* remarquei' , que lors- 
qu'oD' parle collectivement des angles- exUlrietíra' d^uít polygone' y On n^entend^' 
parler que de ceuK de ees angles ', qui reaultent' des eótés prolonges en uñ^ 
sens , et non^ point de ceux* de oes angles qui résultent des C9t¿s prolonges 
dans le sens opposé. Ajoutons qu'on donne le nonide Diagonale y a toute^ 
droite AC ,. AD , etc. y tiree> au trayers d-un* polygone^ i d^uis le sommet d'un: 
de ses angles au sommet d'üu.autre ;' que de plus on qúalifie de JBate d^un^ 
polygone y celui' de ses oótés-^sur lequel oú coQ90Ít qu'il- répo>$e , en sorte, 
que c'est la place depuis laq>ielle on regarde un polygone qfu determine sa 
base. .. r 

T H É aRÉ »rE ix; 

B.* 3o, La somrHe des ítAglés d-un triangle' quelcanqjue', est égale á deuit 0ngífia_dr*oiU : 

» ' •% • * . . .11 

Parle sommet B d'un des ailglés du triailgle ADC (fig, 19.), conceve^FO^ 

paralléle á lá base AC de ce triáoglé : les angles alternes GBC, ^A d'une 

part, et lea aiigles alternen FBA^ BAC d'aiuré part, ¿tatlt cfgaüx', les trois 

angles du triangle ABC .compiételit la moitie de la quantité aogulián^ - autour 

. ^ U^. son fionuuet B^. tf pi^tant^ sont égjLUx á'.deux angles droits. 

5* 



j 



o.^ 5i . Cónséquenee i^ £/» triangU ne peni apoir Moim de deux angleía aigus : 

Q^v s^ü %ítfk avoit qu'uo , tes denx amres seroieát^ jOU toiis les deui droks , 

' .ou tous les deux .bbtus ^ ou Víxb dráit et I'^vitre olitus ; d'oi^ U SAÜvroit que la 

80irinie des imgles 4u «ríangle* aiirpasseroit deux angles droiis. 

m^iz. Cpnséquence %. L/un queloonqú&^des anglr^^ ettérimrs dtun iricmgle^ est 

¿gal ausc deux iniérieurs oppo^és : BCE (fig. üg ), an^e exteVieur du iriangle 

' ABC , ^st <fgal i B AC «4* ABC y samme des intéríeurs qm lui sout ^ppese's ; 

* Car les juagles de suke BCA , BCX valaat deux droks , et les angles du 

> iríangte T^laiu -aUssi deux droits ; il a'éQsük que BCA Hr BCE ;=; BCA H- 

BAC4- ABC, et partaat^ qiie ^Q¡R te BAC.-+. ABC. 

^ ' • ' Coruéquenjee 5. l/un poini hora d^une droite ^ ^n ne peui lui ahaUeer 
^tüfune pefpemdieutaire : Car ai du point B (fig.-t^) r.on pouvoit abaisser 
^éur DE deux perpendieulaires BA^ BCj le iriangle ABC ^auróit deux angles 
droits , ee cpá est impossible. ' 

Conséquemce 4* Laeomme de deux des ^angles d^un Iriangle étant donnée^ 
^v ' * ie troiaiime eei donaé f atu^iodi» iqn'il est k cooiplémejit de ceite somme a 
' :,* 4eux anglea dñoits> 

' • « Consiqétef^ce'h. Voreque deux angles étún iriangle sont égaux im Aun á 
deux €i»gies d'un autre iriangle , ees deux triótngles soni équiangtes 
' efíir'eux ; vti que par la ecmséqneiice precedente , le troi^éme angle de I'un 
• '' ti «est^galau troistéme angle de •Tautre. 

' ' Définüions^ Consideres far rapport k leurs angles, les tnangles eoAt <]e 

:.'troisespeees: Rectangles, quand ils ont nn angle droit: Obtusangles^ quand 

K ils ont un aUgle dbtua : Aeuictnglee y quand taus leurs angles sont aigus. 

Ajoutons qiie lorsqu'ils sont rectangles ^ celui de l^urs eótes qui est via-a-vis 

^<de l'angle droit , pi?end le nom ^ Hyp^ihénuse^ 

' Coosidére's par ráppprt ji leurs odies, lestriangles sont aussi de trois espéees : 
« BquiJaiéraux , quand leurs -tixús eótés sont egaux : Isósceles , quand ils n'oj^ 
que deux cotes ég^ux : Scalénes , quand leurs trois qótés sopt inégaux. 

T H ÉOa É M E. X. 



Lá Mó^tmie des angles iniérieurs d^ún polygone de la premiare classe , est 
'5' ioujours égale á deux fois aaiani d^qngles droiis ^ moins guaire, que ce 

polygone a de cóiés. 

, ' ' ' ' >• .. . ■ ■ ■ 

Soit ABCD£ (fig. i8), un polygone déla pr^enáére classe , et de n cotes : 
Cómtne du sommet A d'un des angles de ce "polygoiie , ob peut mener aux 
aommets de tous ses autre» ^ffij^es, e&cejiiá^ les deus'qni ftyjoisinent A, des 



dnigonales AC,. AB', AE, etc. y ú s'cbsuíí ^oe le nombre de ees diagonales 
est infe'rieur de trois unitee au nombre de» angles ou des cotes du polygone. 
Mais a mesure qu'oB^méne oes diagonales, chacune fait naitre dans le polygone 
na nouveau triangle , excepte la derniére , quien fait naitre deux; dónele 
nombre de ees triangles est si n -— d; done la somme^ de leurs angles est b 
a. n. — 4 angles dkxiits. Mais la semme des angles de- ees triangles est la tnéme 
que- Ia> somme des angles du^ polygone ; done celle-oi' est egale á a n -^ 4 
angles drcHlsj, done la soramé des angles intérieurs dlin polygone quelconque 
de la premiére classe , est égale a deux £6is autant d'anglés drbits'^ moins 
qnatre, que ce pofygone a de cótés- 

nJ^ ST' Gonséquence 1. La.somme dea angles exténeur a dTun polygone (fitelconque 
de láf premiére clasae j eat égale d quatre anglea droita^: Car chaqué angle 
exteríeur fesant deux angles dreits avec Píntérieur dontil est angle de suité; les 
intérieurs et les extérieurs valeñt ensemble deux: fbi» autant d-ángles droits 
que le- pcJygQne* a< dé' cótés , c'est-a-dire', an angles d^HpijLs. Mais les interieiu*sr 
seul's valent 2 Uv — 4 angles diroits ; done les extérieurs seuls, yalent 4 droits... 
Consáquence' 9; Loraque deux cmglea aont aw^ méme plan etique lea- 

nS 38. jamhea db Van eont perpendiculairea une d une aux jambea dé P'auíre f ai 

le aecond 4P aon aommet hora dea^ Jambea du premiar y il lui eat égai ;; a^ii 

a aon aommef entre lea jiambea du premier y il eat égai d aon angle dk auiie. 

Soient premiérement BAC, BEC (fig. 20), des angles telir, que^ les jambes 

deBEC, tombant perpendiculairement sur les jambes deBAC , lesjommet 

E de BEC soit hors des jambes deBAC : L'on voit d'abord^ que les angles 

B 9 B dü uiangle ABD , sont cfgaux un^i-un eux aidgles €, D da triáUglé ECD', 

i ptusque B est droit comme* G , et que D eet oppotié au sommet de' © ; que* 

. pat* conséquem A , trcñsieme angle dUi tríaagle AfBD^.,est ¿gfd a^ E , tf^süme* 

angle du triangle EGD. 

Secondement, íorsque lé^ sótümet 11 de Tangle BEG ;(jBg. iry)^ tomba' emire* 

f . ,^les jambes de Tán^e BAC; les anglé^: B , C du quadril|ttére ABEC, etant 
dfoits ) ses deux autres angles valent ensemble deux droits ^ par cons^qiaent, 
I'un E, est egal' a l'angle de suite de l'autre A. 

ii>3q. ^- Digreaaion .1. JLe nombre dea- dtagonatea d^un pútygoñe ¿e lafppemiire 

claéae, Se »cátótf^:'¿¿ir'íí^!^^^^* ' ^ 

.^^^l^ar l^.i^v 56, le nombre* des diagonales qu^on peut meuer dáns un polygone 
de Í3 cotes , depuis le sommet d-un de ses angles , est s= n — 3. Sí done , 
du sommet de chacun des angles de- ce' polygone , on y méne n-— 3 diagonales j 
il en sera mene en tout n (n-^3). Or ehaeune d'elles ayant ¿té menee deux 
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ícA» y puisqu'elle Fa ¿té de Fuoe éi de T^ire de aies vextremités j iji ae s'ea 
trouvera effectivcinebt <jae l?3?^-!ÜIrf- 

ii/4o. Digr^ssio^ a. Í9ai2« aw poly^étjíé de la premiére classe , de n eótés , 
dont pn a mené touíe^ les diagonaiee^ combien peut-on compter de Wianglee 
Jorm¿8.pjar ees diagonales , et les eótés dju polygone ? 

Aprés ayoir mb upe lettre ^u aomm^t de jchacup des angles de ce polygone 
.<J)servoqSy jqiLe eUacune de ees letlres eommunique avec l'uoe ^[ueleonqiie 
de$ putees ; p^r va eó.t^e ou par une diagoaale dupolygoae; ^ue par coi;ui!equent 
íl o'est aueuoe combiq.aisoí) de ees l^ttres prises irois a .trois, qm ue se trouve 
sur les somxnets d^s a^gl&s d'uQ triaugle unic^uey Cormé par deseóles ou des 
dÚagomles 4u polygone j et parta^it^ que la qnestion proposéese peduita eetfe 
autre , De cornblerjí de manieres n leitres peuyenUeíles jse cpmbiner trois á 

. o >r » t |l(ll-l)(n-2) .^ - , • » r » 1 

.; / Érois? La r^epopse est^ id^ — ^r-n^apaieresj cope cest ^ussi ^ rcpo^se a Ja 

^uesúon i^roposée!^' 
nJ^ 4x. Digreisión 5". Dans un polygone de la pr^miére classe de fi c6té&^ dont 
én a mené tóutes tes diagonales : combieri peut-on eompter de triánglesj de 

' qiíddriíat&res , dé pentagones etfinalemeni depolygones de p eétés, qui 

súii'nt termines pay* des cótés ou des diagonales de ce polygone? 
' Ces queslious se r^solvénl une á :U/ie , par les nombres de manieres dom 
?¿1elires <fifféi'entes , ^e'crites aux sorumets íSes angles du pdjygone propo&é, 
peuvenl se comb'iíñcr U'Ois. á troís , qualre h q^iatre , cíflq á cmq , el fi«alement 

• •-, ^ , »(n-i)(n-2) Vi(n-i)(n-<i)(«-3) n(ii.i)Ín.2][fi-3][a-4] 
p'4,n. Qes ponieres so.nt ¡7-^7-3—' TT^dT^^' IT^W^^S^'" *' 

; iC'e&t do^^c dans leur somm^^ que se trouve la réppnse a la questiox) prpposée. 

"'Ot- commeil ne'mánque i xette sbmme que }es termes 1 -4^^ | ^ ~ pdur ejx 

« : : ■:••.' ; •' " 

fáire..le'déiye^pp$««ni€oip^p)l»í ^tt binóme (1 *^ r=a il «'«nsuit que 

c'eát'ie ndítíbre 3 ° ~ (^^■^T2)=*"~(t72 '^"0; «P" *^»t í» 

* question próposée ; qu^ain^i par exemple^ falsa;)! dans ce nombreg¿néral n= J3^ 

i4e, nónJíre p^rti^uHer jqui eprestUte, sayoír^^ ;> - -t- /l[7;V"¥^V ^=^ ^^0*^ 
— 79 = 4oi7, indique que, dans «n pdh'gpne d® 1? epté> dont oo a 

.menc' tomes les diagonales, onpeui comptér 4017 figures rectilignes , depuis 
' le tríangle Jusqii'au dddecagbne , terúiinées par Jes cótés ou íe¿ dWonales du 
4odeQagone meme. 
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THÉORÉMK Xí. 

a.^ 4i. Ija aóiñme dea angUa intérieurs (Pun polygcne.de la seeonde clasee^ est égale 
á deuxfoi's auiaat d'angJes droils.^ moins quatre^ que ce polygone ade cótéa^ 

Sóit ABCDE.... (fig. 92), un polygone de la seeonde clastsé , de-n cotes: si aur 
deux cotes LK^ KI de ce polygone, on subsütuje la droiie LI; il perd son 
angle rentrant LKI^ et se chance en un polygone de 0-1 cotes, dont les .angles 
diíTérent des siens , comme les angles KLI , KIL différexit de Tangle rentrant 
LKI)4>u comme les trois angles -du triangle KILdifférent de toute la qjiaotité 
angulaire autour du point K , c'est-a-dii^e ^ conime .deux angles droits cUfferent 
vde quatce. IToü 3 stüül que , lorsque par la suppression d'un des angles nentrans 
¿'un polygone de la seeonde classe , on diminue de Tmiíté le nombre de ses 
jCÓtés, la somme de ses angles imérieurs diminue de deux angles droits. 

fiupprimons á present l'angle rentrant FGH , en substituant la droite FH ¿ 
Stes cótés FG^GH; la droite substitue'e se trouvant alors sur ralignement dis 
HI y le polyjgone perd deux cotes et u'en acquiert point , tandis que la sommOf 
de ses angles Intérieurs diminue de Tangle rentrant (jr jet de Tangle saillant 
CrHI , máis augmenta de l'angle GFIL Si done a la diminution d'une part , el 
¿ l'augmentation d'.autre part , en ^joute les angles G, H^ du triangle FGH^ 
la diníinuúon monte á 4 rH 9 =^ 6 angles droits, l'augmentation s'éleye a % 
;angles droite; la différence de Tune á Fautre est de 4 angles droits j done lorsque 
parla .suppression d'un des angles rentrans d'un polygone de la seeonde flas&e , 
pn diminue de a unités ]e nombre des cotes de ce polygone , la somme de 
ses angles intejieurs diminue de c|uatre angles droits. , 

.^uppñmons exifin l'angle rentrant BCD , en substituant .a ses icot^'s BC , CD 

' Im droite BDj cette droite se trouvant ;»ur Palignement des cotes AB^ DE^ 

Je polygone perd, d'nne part trois cotes et n'en acquieit point, tandis que de 

ji'liutr^ part. Ja somme de ses angles inte'rieurs diminue de l'angle rentranc 

. H C^« et d^ angles si^laxis CBA^ CDE. Mais si l'on ajout^ k cette dinainution 

les trois angles du triangle ABC; .elle monte .á 4+íi-f-ii angles droits¿ dono 

,j^ . sans addition sa valeur est 4^+9=6 angles drcúts; done «n general, lorsqu'un 

polygojpie, d^ la seeonde classe perd trois cotes par la .suppression d'im de ses 

^ngljBís r.entraP3 9 la somni.e de ses^ suogles int^eurs diminue de six angles dr-pits^^ 

Re^ar^oc^^a pr¿se.nt, qu^ Iprsqu'aux deux cólés qui formient un angle 

rjMxtramt dfiQ» un polYSOne d^ U seeonde classe , on «ubstitue la drofite qui 

, . ioiat.les ctxtrenut^s d$ ,ces cótés : cette. droite se trouv^i ouhprs dcFiiligner 
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ment de l'un et de l'autre cóté ndjacent; ou sur Falignemeiit d'im seuI de ees 
^ cotes ; ou enfin , sur ralignemeni de tous les deux 3 que par conséqueni , puis- 
qu'il vient d'étre demontre que dans le premier cas , le polygone perd un cótff 
et deux angles droits , que dans le second, il perd deux cotes et quatre angle^ 
droits; qu'enfin dans le troisiéme, il perd trois cotes et six angles droits; c'est 
toujours deux angles droits de moins pour chaqué cót¿ de perdu. D'oü il suit 
ttitérieurement que si Fon fait disparoítre tous ses angles rentrans, en dimi- 
nuant de m le nombre n de ses cótés , ensorte qu'il soit re'duit á un 
polygone de la premiére classe, de n-m cotes; comme la somme des angles 
interieurs de celui-ci est égale á a(n^m)— 45=an-^am— 4 droits , et que la 
somme des angles interieurs du polygone de n cótés , la surpasse de sm angles 
droits; cette demiére est de flu — 4 angles droits; conuue on s'étoit proposé 
de le démontrer. 

T H É O R É M E XII. 

JÜans lea polygonaa de la seconde classej la somme des angles extérieurs 
^* ^'* autour des angles saillansj surpasse de quatre angles droits lá somme 
des angles extérieurs autour des angles rentrans. 

Dans les polygones de la premiére elasse , chaqué angle intérieur joint it 
son extérieur fait deux angles droits : Dans les polygones de lasecbnde elasse , 
il en est de méme autour des angles saillans; mais autour des angles rentrans , 
•'est Pexcés de Fangle intérieur sur P^xterieur , qui est de deux angles droits, 
AFE — EFG=a droits (fig. 17) : Si done par rapport a ees polygones, A re- 
présente la somme de leurs angles interieurs , B la somme de leui*s angles 
exte'rieurs autour de leurs angles s^Ilans, et C la somme de leurs extérieurs 
autour de leurs angles rentrans^ il s'ensuit- que A+B — C==:an angles droits. 
Mais A est e'gal a an— 4 angles droits n.* 4a , done an — 4-hB — C=3n : done 
B — C=4 droits; done, dans les polygones de la seconde elasse^ lá somme 
des angles extérieurs autour des angles saillans ^ surpasse de quatre angles 
droits y la somme des angles extérieurs autour des angles rentrans. 

Refnarque. La proposition r^lative aux angles interieurs des polygones de 
la premiére elasse , ne différe en rien de la proposition relative aux angles in- 
m.* 44. téiíeurs des polygones de la seconde elasse ; mais' la proposition relative aux 
angles exte'rieurs des polygones de la premieré elasse, différe par l'énoncé de 
la proposition relative aux angles extérieurs des polygones de la seconde' elasse. 
Oes deux ¿iibdcés peaveni Üependaiit áe retbdr ^eft ua seul, savoir; ijpSix tout 
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f>otygoil6| la somme des angles extérieors^ autour des angles saíllaas, surpasse 
de quatre ^gles drohs , la somme des angles extéríeurs , autour des angles 
rentrans : Car les polygones de la premíére classe y n'ayant point d'aogles ren^ 
trans; cet éooacé ne reiraoche ríen des quatre angles droítS| qui doÍTent re-*^ 
préseater la somme de leurs angles extéríeurs. 



S E C T I o N IL 

JDes cond'Uions qui déterminerU lea trianglcs. 
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JLyANS la seeúcMa precédeme ^ oous ne nous sommes oecupes i)ue des angles 
des polygones j il £st tems de nous occnper conjoínt^ment de leurs angles et 
de leurs eotés , et de voir', par rapport aux triaogles en particulier , quelle 
4est Finfluence des uns sur les autres ^ on conunent les uns détermineat les 
antr^. 

THÉOB.ÉME XII L 

^ *^' Un triangU ést determiné par un cóié et les deux anales sur ce cóté: fin d^antres 
termes, Z^« triangles peupent convenir, ^uand ils ont un cóté ¿gal á un 
cóté ^ et les angles sur^e cóté \respectipement égaux. 

Fonr démontrer que le tríangle ABC (figb aS) peut eonvenir avec le triangle 
DEF, lorsque ACs=^DF, et que les angles A, C, sont respeetivement égaux 
AUX smgles D, F; il íaut distinguer deux eas : Le premier (fig. a3) daos lequel 
^yant égard k la droite et a la gauche , les angles A , C, sont places sur le 
cóté AC , comme le sont les angles D , F sur le cóté DF : Le second , 
dans lequel (fig. 34) les angles A, C sont pkcés sur AC^ en sens invcirse de 
eelui dans lequel D , F sont places sur DF« 

Dans le premier cas (fig. s3) : posant le triangle DEF sur le triangle ABC, 
de maniere que DF coincide avee AC^ et que les cótés DE, FE s'élevem 
sur DF, comme les cótés AB, CB s^élévent sur AC; DE colncídera avec AB, 
etFE avecCB, n/ i5; par conséquent le point de concours E, des droites, 
DE, FE, sera le m¿me qué le point de concours B, des droites AB , CB ; 
et parunt, les triangles ABC, DEF conviendront. 

Dteale aecond cas (fig. 94)^ SiToa posoitle tríangle FED^ur le triangle 
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ABG; ensene que FD coíncidái avcc AC, et que les cótés FE, DÉ ^levaní 
• sur FD, les coles AB, CB s'elevasseni sur ACj les angles F, D, égaux un 
¿ un aux angles A, C, ne coíncideroient pas avec eux respe cüvemem; mais 
ú Ton renversoit le trbngle F£D , sens dessus dessous, il y auroit coincidence 
respective enlre les angles F, D, et les an^es A , C, d'ou s'ensuivroít la con- 
venance des triangles ABC , DEF ,. et partant la demonstration , gue les iriangles 
qui ont un cóté égal d un cffté'j et'les angles sur ce colé respectivement égaux, 
sont capables de c&nvenin. 

Remarque et définitions. U est toufours possS^lé dé construiré sur une 
droite donnée deux figures rectilignes , dont toute la díffcrence consiste ea 
ce quePime regarde le cóté droit, Fautre le colé gauche, de sorte que, ren- 
vei*sant l'une des deux, on puisse les faire convenir. Avant cerenversement, 
ees figures sont dites AntilatéreSy pour faire entendre qu'elles sont foiime'es 
' vers des cótés- opposés : Aprés Ce renversement , ellés sont dites CoUaiéres^ 
pour faire entendre qu'elles sont toumees vers le- mé^me cóté. 

THÉORÉME XÍV. 

• ^- 

Un triangle est determiné par deux cótés et Fangíe compris entre ees cótés. En 
».^ 46. d'autres termes, Deux tríangles peupent convenir quand ils ont un angle 
égal á un angle j et les cótés autour de cet angle respectiuement égaux» 

Supposé que l'angle A soit e'gal a Pángle D , et que les cotes AB, AC autour 
de Tangle A, soíent respectivement égaux aux cóte's DE, DF autour de l'angle 
D (fig. 23 )j les triangles ABC, DEF seront capables de convenir. 

En eflet, posant le tiíangle DEF sur le triímgle ABC, de maniere que DF 
coincide avec AC, et que DE tombe du méme cóté qu'AB; l'égalité des angles 
A, D, fera coincider DE avec AB n.** i3; d'oü s'ensuivra la coincidence 
respective des points E,. F, avec les points B , C , et partant la cougruence 
des trianglles A BC , DEF . 

Que si le triangle DEF regardoit la gauche , tandis que le triangle ABC re- 
garderoit la droite (fig.* a4) ^ il ne faudroit proceder á la superposition qu'aprés 
»voir renversé DEF; mais aprés ce renversement, elle réussiroit coiñme dans 
le cas précédent ; d'oii il paroit que le théoreme proposé est demontre dans 
les deux cas qu'il présente. 

jii^ertissement. En démontrant ce théoreme. comme en démontrant celui 
qui le precede , j'ai disüngué le cas dans lequel les figures k comparer étoient 
coUateres-, du cas dans le^uel elles etoient antüatéresj mais a l'avenir, je sup- 



poserai que le lecieur fait de lui-niéme cette distiüctiofi'^ et tient pour vrai 
des figures phines antilatéres^ ce qui se demontre de» figures planes cóUateres. 
^ . Con&éifuence ir En t^ui iriangle^ si les cóte&soHt égnuxjf. ih son£ oppo^a 

á din anglea ^aur^s-^ils sont iniguux , tes phts granad» éont ópposJs á dé' , 
plus granda angka :> Et reciproquement^ ai lea angles d^nn iriangle sont 
égaiiXy íla aont oppoaéa d des cóiéa> égaux; a^ih aoiUinégauXj ha plua 
grancta aont oppeaéa á deplua^ granda cóiéa^ 

JSoient d'ábord (fi^g. íih) , BA, BC^ ' cotes du triangle ABC, égaux entre 
eux. 3v une droite BP parCage ^ang^e ABG, eii- deux^ égalemént ^ les deut 
triantes BPA, BlPC', sont capable» de oooveHÍr,. par un airgfe B, égal a un 
angjfer B y. et fes coté» BP , B A^ amour du premier. B r i^especiiveuient eg^ux 
aux cótié» BP y BCy au«our dw second B. Mais de la oaQ¥0nance de ees triangles , 
auit l'égalite des aisles A, C; doncesb general, de. l'egiilUé des cóufs d^un 
tingle , suit FiégalUe des an^es opposés a ees cót^». 

Soit ensuite (fig^ ^6)9 le- cóté BA,. píos grand que í^ cote BC du trínngre' 
ABC :- Si Fon prend suc BA nne- longueiur BD=;zBC^ et qu'on tire DC ; le 
triangle DBC est isoscéle; par eonséquent ses angles BCS*^ BDC sont. égaux. 
Maís BDG, angl^e exteneurda triangle* ADC ,. esv plu|l^ j^and qne Pun quel^ 
epnque^ des iotérieurs opposesvA, C;. düe- plm l'ai^gle* C ^H pkis gi^d que* 
sa partie BCD^ laquelfe- c^t égale- a- BDC ; dotic Tingle C est plus grand que* 
Fangle' A ; done en. géneVal, l4GK*sq^'en' un triaogle^ deux cotes- sont inegaux^ 
le* plus grand est oppoBé a' un» plus grand angle.* 

Rdciproquetnent et ea- premier lietr , Leraque deux angiea d^an iriangle' 
aont égaux j ila^ aoni eppoaéa d des- cátéa égaux f attendu que celui qpi seroit^ 
i9ppos¿ a un- plus grand cóté y. seroit plus grand que TaUtreu J '. 

Easecond lieu-, lora^e' deux angiea*' d' un iriangle aonl iñégaHit.y te pTti9 
grand eátoppoaé' d un plus grand cáié^ Car s'il etoit .dpposé á up«cóté dé* 
mame grandeur'^ ü seroit faux , qtre des cotes égaux ¿asseot of^^ises k des 
angles égaux^ S'ü etok opposé k tm cote' de moindi*^ j;randeui^if'íl seroit faux^i 
qi^e dephis grands oótés iXiss^nt oppos^'s ¿:4e plus gri^ndt angles .#: I ú 

GéneValement done , Enr ioui triangley Végalilé íffs c^fés eninaiMe V^égalíié' 
dea angiea' oppoaéa j; et Végalilé dea íuiglea eniraUíe 'U,égaliti Hjlespátéa op^ 
posea : La nkajórité dea cóiéa enitaSne la majtoriié dea angiea oppo^é^,. et Im 
majorité dea fmgks entratne la^majprité deac^^ oppp^é^.^ _ 
• kk Conaéquence %. Lea deux plua ^pe tita cétéa^un, i^fflffglfirysp^iippposéa d 
dea angiea aigua ; :<;ar si; le,jtríangl|& §st ac^tangle'^<fD;^,plii/|,gr^n4lf^^ méme 
est qppos^ a up angle aígu : si le . ^trifingl^e n'e^t,pa; aqv(V^^li^2) sqn,aiigje droit, 
ou son angle obt^us^ est oppos^ 4^ua cute plus Ki^f^4iiHF^'>^^ cót^¿(iuxque]s 
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>ses angles aigus sont op{>osés ; par conséqueot les deux plus peuis cót^ d'ua 

irí^^Dgle sont opposés á des angfós aígui> 

. «.^ 49« CansJfu^niee 3* Deux cótés díuu triangle aont toujours plus grands qut 

' > le troisidmé / Car si Yfm prolonge CB^ Fuq des cótcf^ du triangle ABC (fig- 37), 

jtisqu'á ^e que le prolongement BD^ s<Ht égál jau colé suivant BA^ et qne 

)^on lire AD, le tiÍMigie ABD est isoseele, par eonséqueat ses angles BAD 

BDA sónt egaux^ M;ús Tangle A ést plttó gnmd que sa partie oAD ; done 

il es|^ plus gra^d aussi que BDA ; detio le cote CD du triangle CDA^ e^t opposé 

^ UB plus ^and' ongle que son 06\4 CA; done CD f%i plus grand qire CA; 

doBcJes deux cotes AB, BC, aont plus grands qu^AG, iroisiéme eáte du triangle. 

^ < Conaéquef^oe ^\ D^un poinl B y hers d^une droiteAC [Jig. %8) ^én peut 

M^^ '* • JÉ —^ 

r mentr A ceite droite^ une infinité d€ droites. Or !<.* eelle BP, qui luí esi 

n ' púrji^ndiculaire ^ ist plus eóutie qu^aucüne de celtes qui lui éoni obliques. 

^.'^ Les obliques sónt égalea^ quand elles aboutissent d des points ^ ^ C, 

¿qhidisíans dú piéd P ^ de la perpendiculaire BP : elles sont inégales , 

quaud elUs aboutíssení á des painls C, D , inigalement disians, de P , et 

la plus' grande' £si celle qui aboutit aii poiM le plus distant de P. 5.^ Ces 

- ¡ 0büqw0s pasSiSnÉpar ious les degrés de grandeur, depuis celutde la perpen^ 

'^j-i i éiculaire BP ^^ Jaiques á Pinfini. 4í.' Énfiny dupoint B , fon peut teujours 

: : ' jnen^r á jíCy deu% obliques ^-^mais ssulement deux obliques dé h^igueur 

j donnée p pourpu qué i^tte longueur súit pít4S grande que pslle de h psr^ 

pendiculaire. 

^' En effct íít premiérement , BP est plus courte que BA, vu qtí'eHe est op- 

'i • 'posee á l'apgle aigu A, pendant que BA est opposee k Fangle droit BPA, 

du triangk BPA. ! ' 

' ^ A. Seeojodement y les obliques BA, BC, qui alioutissent a des points A, C , 

¿qnidisfáns du peint P, sopt egales, attendu qne les triangles BPA, BPC 

- peuveot convenir, par un angle droit P , et les cotes autpur de cet angle 

-* ' wsípeetivement <^aux. Au coñtraire, les obliques BC, BD, qui jaJ>Qutissem 

a des-poijits C, D^ inégalément distans du point P, sont inégales, et la plus 

>¿níbde^^st BD J vü que í^bglje C du triangle BPC etant aigu, son angle de 

r * -siiite BGD est <:rt;>lus; qüc 'parcopséqbcnt BD est le plusgrand cote' du triangle 

Troísi¿hiert^état léS^^obífqiiW' *|f>enTcnt erottre á f ínfini : car si on ne peul 

^^ ^ «^fiiífef e*^>óüVídir*^^ !^' l^pltik firte^^iison dpit-On Faccorder k dfes droiies, 

> ■ ^Í<ihn¡isk^i^^ í4ol'aiÍ^ei^ dont élles sont les hypothénuses. 

-)D!é''pltíS céé'^ibliliqtfe^'tiaásént par*HB¿s''leb degrés de grandeur plus grands que 

'BP, juiq[ii*á |fbfii]U'/C,at' ii^lfósitíiuíbi^^ d'uoe bmgueiu* plus peáte ¿ une 
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íongneur plus grande , sans passer par les iniermediaires ; une oblique surpas- 
seroitd'une quanlite filiiB', l^oblíque quila précéderoit inimédiutemeni ; BD 
suqiasseroit BC, d'une quanlite finle KL, quelqne petiie que fulla distance 
CD. Mais le triangle BCD y est obtiuangle ¿n C ^ done son* plus grand cote 
esl BD<CBCH-CD n.** 48; done Toxccs de BD sur BG, est plus peúi que 
CD; done CD pouYanl se faire píns petit que KL; BD surpasse BC, d'une 
quantite moimlre que KL; done les obliques passent par leu» les dégre's de 
longueur^ plus grands quelá perpendieulaire BP, jnsqú^á Tinfini. Denc qua- 
tiiéniement et finalement^ d'un point horjs d'üne-Ugne di^oile:) ou peujt toujours^ 
mener a cetie droke deux , maisseulenient deux obliques, de longueur donnee; 
pourvu que* eette longueur soil pFus grande que celle de* la pcrpendícidaire- 
. Jbéfinition^ La distance d'un peini á une l'igne droite, est la perpendi* 
eulaire stbalssee de ce pointsur cett^ droite ; BP est la dístance du point B,; 
k la droite PC; 

T H í ó ÍK É m: E t¿lr.: "■ ' '' 

m.* 5*1. ^'^ triangle est déiermíhé' pat ses irois v6iés% En d^aiitres termes ,- toiis les 
triangles construcüblés mpec iroi^ c6tésdónnéB y sont captíbles de oonpenir. 



i. 



Soient ABC, DEF^ (fig, ag ) ,. ^eux triangles jQonstruits ^ Ja pr^mi^r avec 
íes cüte's AB, BC, CA; le second, avec des cotes DJl^ EF, FD ^pspecti- 
vement egaux aux precédens : Si aprés avoir.fait convenir DF, cote majelir 
de.DEF, avec AC, c6ié majeur d'ABC ,. l'qnfait tbml^er DEF^ sur le méme 
plan qu'AQC, et en, telle. siiuatioi^ AEC, que EAp^AB, £C=t;.CB^ Fangle^ 
£AB aer^ composé de di^x,ang)es aigfis.; rái^gle^^Cfii^era ^Mssi composé de 
deux an^es aigus^iM** 47 ; cle/sorte: qye tous le? ^pgles du qi^iidrilaterer EABC 
seronV saiUans , et que la diagonal^ £B le partagera en deux triangles isósceles 
£AB, £CB. L'angle. AEC es^.^oac oompose de deux partios egales une a^ 
nne aux deu^ partios coippi^ji^iiteB dé Fangle ABC: done Ifrs triangles AEC, 
ABC^ Qu les^4t*iangl^s:I^EF, ,A]B)C^ pf;u.vent convenir, pajr pn antgle i^'gal i un 
angle, et les cóte's ^autour de cet angle respectivecorept e'gaux; ¿onceen ge'-^- 
neralj hs ü^ianglesi doni^lepi cóiéssant ^gaux u^\á ua^p0uven4'^pori9enir.' 
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TH ÉO R É M E XVI. 

Deux cótés ei un anglenon- eamprii entre ee» c(ítós délerminent un triangle, 

de maniere qu^il n'tíst susceptible que d'une jarme , ijuand h plua grand 

»• 5á. des cótés donnés est opposé d Mangle donné; de nuzniére qu'il est sus^ 

4cept¿ble de deux formes j mais de deux seulement , quand le plus petit 

des cotes donnés est opposé Á Vangle dpnné^ 

» 

Comme Fangle donue peut étre droit, aigu, ou oblas, voyons d*abord ce 
qui arrive quao4 í" ^st d^oit; et á cet elCel (fig. 3o) , representanl cct angle 
p^r D, et les €ü|.es dojin^s par AB, BC; observóos que ees qu^niites oe 
peuveot jeotrer dans im tnangle^ qu'autaot ^u'AB, Le plus grand des cotes 
jlonnes , se trouve en face de Tangle drcñt ; que par consequent , la coost^-ucüon 
4e ce triaiíjgle exige que BC j le plus petit des cotes doQoés fasse un angle 
jdroKt sur uiie droit^ CL , ^t que du ppint 3 y ^ soit tire' á cejlle droite , une 
iigne de graodeíA* AB^BC. Mais du point B^ Ton ne peut tirer a CL que 
deui^ obliqui^s BA» ^i£» pji^is grandes que BC^ et ees obliques aboutissent k 
¿es points A ^ £> equídistaos^de C; do«e £CA| BCE, seids tri^ogles qu'on puisse 
construiré avec les donnees , peuvent convenir par Pegalite respiective de 
' JeursjtrdSs eóte'sj done ees donnéés* délerminent ujn tríangle, de mwiere qu*ü 
fiCck susceptible que d' une forme. 

Soie«t en second Hcu AB^ BC (fig. 3i), les toxés donnes, et D Pangle 
obtus donne^ , óppose a AB , le plus grand des cotes donnés : la centruetion 
exige que BC fasse sur «ne Hgne CL , un angle obtus BCL=D , et que le 
triangle se ferfne par tm cote de grandéur BA. Mais du poínt B, hors de 
CL, on né peut mencr a CL xpie deux obliques BA, BE plus grandes que 
BC , et ees obliques abouússenc k des p^ints A , E , equidistans 4« pied P 
de la perpeudiculaire BP; doné lé seul triangle dansí lequél les donnács puissent 
entrer est BCA, attendu que BCE substitue á Fangle BCA^=D, son angle de 
fiuité BCfi; done ees dcmnees de'lenmiirent un triangle, 4^ maniere qu'iln'est 
susceptible qbed'une forme. 
^ Tiroiáémemeñt , lorsque Fangle donn¿ D est áign, il faut ¿Bstkiguer le cas 

dans lequel il est oppose' au plus grand AB, du cas danslequel il est oppose 
au plus petit BC des eóiés donne's : Dans le premier (fig. 5a), la construetion 
exige que BC fasse sur u^e droite CL , un ^ngle aígu BCL=D , ^t que le 
triangle se ferme par une droite de grandei^r AB. Mais du point B, hors de 
CL> on ^e peut mener a CL que d^ux obliques BA^ B£ plus grandes que 
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BC , et CCS obliques aboullssent k des pojnts A , E , equidístans du pied- P ^ 
de ]a peq)cndici4aire BP ; dono BCA , BCE soat les seuis tñangles qu'oa piiissc* 
Con^triuire ^ avec Les doDneesj done BCE 4&st le seul qul les adntette toütes^ 
atlendu que BCA substitue a BCC=D, son a^gle de suite BCA, done oes 
donncfes dciermuieiii un titanglCí de majiiere ^u^ n'est ^usjceptible que d'uiie 
forme^ 

Lors enfin que le plus pctit BC des eólés donnés AB, BC, est oppose' a 
P , angle aigti dpnae' ( fig. 53 ) , la copstruction ^úge que BA fasse ., 9ur une 
^oiie AL y un anglc BALs^D, et que le tríangle se ferm.e par une droite 
4e grapdeur BC. Mais du point B , Jiors d'AL , on ne peut mener á AL que 
deux óbKques BC , BK, plus petites que BA., plus grandes cependant que 
la perpendicul^ine BP; et oes obliques se termíjient i dos points C, K , equi* 
distans du point P ; done les setfls uiaiígles qujB Fon puisse construiré avec les 
donnees, sont BAC, BAK , done en ce cas le triangle esjt susceptible de deux 
fpmies, znáis de deux formas .seulement. 

Conséguencs. Les deux formes BAC , BAK (fig. 35), donjt un triangle vient 
k.* S3« 4'étre tronvé susceptible, ont ceci de remarquaMe, qu'ACB , second angle 
Bon-compris de la premiere est obtus.] qu^AÜ^B, second angle non-compñs 
.déla seconde est aigu ;^ et que f up de ees angles, .est complement de l'aiure 
a deux tmgles droits: Car le triangle C6K etapt isoscéle, BCK., BKC, sí^s 
rengles a la base CK, sont ¿gaux, let par coose'queut BI^C n'est.pas mgins com- 
l^lement á deux droits de BCA que BC^. 

Lors donp (pie deux triangles sont determines par deux cotes egaux un a 
un: etle méme angle non-compiis , en pppositipn au plUs petit de .ees cotes; 
ees triangles étant susceptibles de deux formes d^fierentes, il peut arriver que 
te premier ait ou n'ait pas la méme forme que le second : or á cet egard , ii 
«st clair «par <;e qui precede , qii'il la.revét^ quand son second Angle non-com- 
pris est de méme nom ^ue le secoud ai^Ie non-cooipris du second: qu'au 
contraire, il ne la revét pas , qu^^id sojí second ang|e uo^-cpmpris est d'un 
autre nom que ie second angfó non-compris du second; quib par consequcnt^ 
deux' triangles , qui ont deux potes r^sppctivemept ¿gaux, et un angle non- 
compris égal á ua angle non-compris, peuvént ou ue peuvent pas convenir ^ 
suivant que le second angle non-eompris de Tiui , est ou n'est pas de méme 
pom , que le ^cond apgle non-comprís de Tautre* 
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T H É OR EME XVII. 

Lorsque deux friangles ont deux cótéa respectít^ement égauXy ceíui quí 
j^o 54. enire cea cóiés renferme U plus grand angle , a la plu» grande base : 
ei réciproq uemeni , celai qui a la plus grande base j^ renferme entre ees 
calés le plus grand angle, 

♦ 

Soient ABC , ABD (fig.34), deux inaagles teís, qu'AB, BC cotes de IW 
soient respectivemeat egaux a AB, BD coles de Pautre; ..que de plus, ABG 
a9gle du premier, soU pliis grand (ju'ABD angl^ dusecond: s¿ Fon pose le' 
tnaagle ABD sur fe triangle ABC, áe maniere cju'AB eonviemie avec AB; 
BD aboutira en D* sur AC fííg. 35), cu en D sous AC^fi|j, 36), ou en Xt 
air-dessus d'AC ( fig. o^ ), Dans le premier cas, il est e'vident que la brase* AC 
est plus grande que la base AD. Dans 4e sécond cas, le triangle DBC étant 
isoscéle, son- angle C est egal a sen angle D; par conscquent l'angle ADC est 
plus grand que Tangle ACD; et partant, le- cóté AC est plus grand' que Je 
colé AD du triangle ADC n.*47. Dans lé troisiéme cas, le triangle DBC est 
isoscéle; ses angles D, C soni done e'gaux; done iTs sont aígus; done £DC, 
mgle de suite de D, est obtus; done á plus forte raíson ADC est-il obtus, 
done le cote' AC du triangle ADC est plus grand que' le cóié AD; done fina- 
íement , lorsque deux triangles ont deux cotes respectivement e'gaux , celui qui 
entre ees cotes renferme le plus grand angle , a Fa plus grande base. 

Réciproquement, lorsque deux triangles ABC, ABD (fig. 34), sont teís, 
qtfil y a égalilé respective entre ÁB, BC coles de Tun, et AB, BD cotes de 
Pautre; si AC base du premier surpasse AD base du second, Pangle ABC sur- 
passe aussi Pangle ABD : car premierement , ees deux angles ne peuy^nt étre 
¿gaux, attendu que s'ils Pétoient, le triangle ABC, conviendroit avec le triangle 
ABD; que par conséquent la base du premier, ne seroil pas plu$ grai^de que 
Ja base du second. Secondement, puisque íes ausjes ABC, ABD sont inéíiaux. 
ft\ que la demonstration jprécedenie oppose le plus grand á k plus grande base; 
ü faut \nen que la plus grande base soit opppsee au plus grand angle ;. et par- 
tant, que lorsque deux triangles pnt deux cótés respectivement égaux , celui 
quí a' la plus grande base^ renferme entre ses cótés le plus grand apgle. 

Conséquence i. Lorsqu'une droite SP {fig.'b^), est perpendiculaire sur 
M? 55. le milieu d*une droite finie AB , tous les points de cette perpendiculaire 
sont á égale distance des extr emites de cette droite ^ et hors de la perpen-- 
diculaire SP , il n^est aucun point sur le plan SPA, qui soit á égale dis- 
tance des extrémités iVAB. 
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Eoeflet^t preiuiérement, un poiut quclconqiie Sde SP, est aegale dislance 
. "des poinis A, B, vn que les tñaugles SPA, SPB peuvent convenir, par un 
angle droít, et des cotes autour de cet anj^Ie respecúvemenl égau^i. 

Secondenienty un poíut quelconque M, hors de SP, sur le plan SPA, est 
ii ine'gale disíance des points A, By atienda que Tangle MPA, elant plus grand 
^ue l'angle MPB, el que les coles MP, PA, élant ¿gaux un-á-un aax coles 
MP^Pfi; la base MA de MPA, est plus grande que la base MB de MPB. 

Con^équence a. Un point quelconque de la droite qui partage un angle 
mm^, 56. ^^ deux égnlemeni^ tsi équidisfant dea jambes de cet angle , eí hors de 
cette droite, il n' est aitcun point ^ sur le plan de cet angle^ qui soit équí^ 
dislant de ses jambes. 

En eBet et prexníereinent (fig. Sg), un poial quelconque K, de 1% droite 
AL, ^ui panage l'angle BAC en deux «galement , est equidislant des jambes 
AB, AC de cet angle : car KP, KQ eiant perpendiculaires, Pune sur AB, 
Fautre sur AC; et l'angle KAP, <3tant égal a Tangle KAQ; il s'ensuit, que 
Je troisiéme angle du trtangle KAP, est egal au troisiéme angle du tríangle 
KAQ; tpie par conséquenl, ees trkmglea peuv-ent convenir, par un colé com-- 
mun^ et les anales sur ce cote respectivement egaux; qu'aiasi finalement 

KP=Ka 

Secondement , un poinl cpielconque M, liors de la droite AL^ est incgale-* 
meot dístant des jambes AB , AC de l'angle BAC : car si aprés avoir abaissé 
MR., perpendiculaire sur AC, Ton prend sur ABline longueur AS=AR, et 
^'on tire MS; les cotes MA, AR du tnangle MAR, sout égaux un-á-un aux 
cotes MA, AS du tríangle MAS, mais l'angle compris entre les premiers, est 
plus grand que Pangle conqiris enti^ les ¿econds; d'oíi il suit que, si MSest 
perpendiculaire sur AB, la distance MR est plus grande que la distance MS; 
•que si MS n'est pas perpendiculaire sur AB, que ce soit MT; la distance MR^ 
supérieure a MS, Pest encoré plus a MT; et partaut, que le point M, est 
ine'galement dislant des jambes de l'angle BAC. 

Remarque. Les proposilions de cette section, qid sont relativos aux con-- 
ditions qui deierminent les tríangles^ servirent aux iuventeui*» a mesurer des 
distances sur lesquelles ils n'aurotenl pu poner la toiae, comme la largenr d^une 
ñviére^ le dlamétre d'un.coieau, la hauleur d'un arbre , et d'aulres encoré. 
lAinsi en premier lieu (fig. 4o), pour mesurer la largeur d'une riviére, ou la 
dislance AB, d'un objet A, sur l'un de ses bords, á un objei B, sur le bord 
oppose'; 1.* ils loisérent une base AC ; a.* depuis le point A, ils dirigérent 
deux regles mobiles autour d'un centre fíxe, Puneselon AB, l'autre selon AC, 
alies assujetlirent á l'angle BAC; 5."* ils passérent a Pauíre extrcmilé d'AC, 
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j dirígerent deui aiitres regles , Tune selop CA y, l'auíre selon CB ^ ei les assa- 
jetürent a Pangle BCA : 4.* ils se transporterenl daos une plaine y y tracereat 
une base DF=AC, et au moyen des angles confies a lenrs regles, ils ctleiréreiit 
sur DF des droiies DE, F£, qui kii fussent inclíne'es, comm€ AB, CB Té- 
toient sur AC : 5/ enfin, consíderant que les tríangles ABC, D£F étoíem 
capables de convenir , par un cote cfgal á un cóté , «t les angles sur ce cote 
respectivement éganx; la mesure de DE, leur donna celle d'AB. 

£n second Keu (fig. 4i) ,. poíir mesurer A£, diametre d'un eoteaa. Os se 
transportérent enB sur la plaine adjacente , lirerent de ce ¡HÚit les droites 
BA, BC; -les toiserent, et prirem avec leurs regles Tangle ABC. Puis sur une 
plaíne , capable de recevoir un tríangle DEF de la grandeur d'ABC , ils tra- 
jierent un angte E, égat a B; donnereni á ses jambes ED^^EF des longneurs 
respectivement egales a celles de BA, BC, et aprés avoir construit le triangle 
DEF , capable de convenir avec ABC n.*46, la mesure de DF, leur donna 
celle d'AC. 

Ces mesures de distances sur lesquelles on ne peut porter la tCMse, ne se 
prennent qu'autant qu'on a a sa bienseance des plaines, capables des grands 
tríangles qu'eUes exígent presque toujours. Or, eomme des plaines si étendnes 
sont souvent hors de portee ; les anciens ge'ometres cherchérent et trouverenr 
le moyen de s'en passer^ en demontrant , que les cotes correspondans des trían- 
gles ¿quiangles sont proportionnels : car il suivoit de cette démonstrMioil , qu'au 
lieu de tracer sur le terrein le grand triangle DEF , capable de convenir avec 
ABC (fig. 4o), il suffisoit de decrire sur une table, un triangle defj equiangle 
a ABC, et de base rf/*, egale á la centicme, milliéme, n.*~ partie d'AC, pour 
que la mesure de de , n/*' partie d'AB, fit connoitre la grandeur d'AB méme. 
C'est done a demontrer qu^l y a en effet proportion , entre les cotes d'un tríangle 
et les cotes correspondans d'un autre triangle , lorsque le premier est equiangle 
au second, que nous sommes appelés; mais comme cette démonstration s'ap- 
puie sur des définitions et des thcforemes dout il n'a pás encoré e'te' question: 
ce sera par ces de'finitions et ces thcforemes, que nous conlinuerons. 

Définitions. On donne le nom de Parailélogrcunme á tout quadrilatére donl 
les cotes opposés sont paralléles et les paralle'logrammes dont les angles sont 
droits , prennent le nom de Reciangles. De plus on donne le nom de Distance 
de deux paralléles j á la perpendiculaire abaissée d'un poiot quelconque de 
Tune ; sur Fautre. 
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THÉORÉME XVIIL 

»-• 57- L'«yié íf Pcmtrt diagonale ^un parallélogramme íe partage en ¿eux írian^ 

gles eapables de conpenir^ 

En elfet (fi'g, 45), íes c6tés AB , BC eiant paralléles un4-un áui cotes CD> 
]>A diu parallclogranmie ABCD,^ les triangles ABC^ d^A, dans lesquels ce ' 
parallelogramme esi £^ké par. sa itiagonale AC , peuvent ecovenir , par ua 
cote commum et les a^igfes sür ee eété respectnement eg^ux 1^/45. JL'on peut ' 
ea diré antant des triangles BAD , BCD dans lesquels ABCD est divisé par sa* 
diagofiale BID^f par conseVpieRt , l^une et Vautre diagonale d^un parallél<H 
grtnnme y íe partage en deux itianglea capables de convenir r 

CofveéquemcB f . JLes . eóteá oppesés dea parallílograanmes son( éganx : él 
' réciproqttev&em, Ie9 quadrilaüre» doBi le% eáU» sppoeéa sont égaux, avní 
de» poTúiHálogrammea . La premiere pártie de^ cette propositi^ofi se fonde', sur 
ce' ^e* Vvanet qiielpoAque des diagosdles d'un parallélogramnie , le partage* ett* 
deuit tríMgles capakles .de convenir. La seeonde se fonde sui* oe que cbacune* 
des diagonales d'^un quadrilatere- dont les cdi^s opposés sont ¿gaiix, le partage en 
deul^ mangles capakjes fáe eonvenir,. par l'egalite' respective de leups-trois cotes. 
B.* 59. Conségaemce 3. La diaiéMce de de^x^ paralUlee esf partouí la méme :• 
car suppose qa'AD soit parallele i BC j(fig« ^), et que de deui points K^L, 
pris á volonté sur BG, Ton abaisse sur AD les perpendiculaires KG,LS; ees 
perpendiculáires setonC paralleJes entr'ellesf Qr^par suppositicn, KL, 6rH le' 
^ sont aussi ;^par oonsé^uenl GKLH est un parallologramine ^ et partant-^^la dis^ 
tance KG est egale- á la distanoe jLH. 
n^6o. CoHséquence 3l Un quadrilaUre doni deUx cÓíée- ovposé» apni' ^gfittít' e( 
paralUlee, est un paralUlagramMe : car si' les cót¿s' AB, CD du (pladñlatére- 
AiBCD ( fig. 45 )^v sont egaux etparstUeles; les angles ahemes ACD<, CAB son^ 
egaux n.^ a8; par conse'quent les triangles CAB, ACD peuvent convébii^, pai** 
un angle A égal á un angle C, et les cotes AC, AB autour d'A, respectivetuent 
egaux aux cótcfs CA, CD autour de C. Mais la conveniiiice de'oes tríailglé^ en* 
traíne Pegálité des angles BCA,CAD} et cette egalíte', le párallelisme des eótés 
AD, BC; done, non-seuTemelSt deiix d^ *c7fes'opposés du qtiacUilatere' ABCD 
sont paralléles, mais aussi les deux autres; done ce quadrilatére est ún paral- 
lelogi*amme. 

Définition. Plusieurs paralléles sont equidistantes , qUaiid la distáüce de 
Tune á celle qui la suit de plus pres, est egale á la distance de tome autre 
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ii celle qui la suit de plus pres : les paralleles AB, CD, EF, GH (fig. 44) som 
equidistantes, sil t a ^afité entre les parfies/i^, S^j'^ ^ ^ droite SP, ijui 
ks coupe perpeadxculairemeiit^ 

THÉORÉME XIX. 

ZáOrsque pltuieun paralliles ¿fmdisianUB aofil ctmpétM par mme oBliquf, 
les parties de cetie obliqae, qui sani ccmienaeM enirt mmepamliele et la 
^« g^ paralléle qui la suit immédiaiemeni , sani égales r et rée ip ro qu emegí , lon^ 
que plusieurs paralléles sont coupiespar ame obti^fae, ei qa^Uy a égaliii 
entre les parties de cetie oblique, qui sani eomiemues emirm uife parallele 
et la paralléle qui la suii iaunédiaieoMéni £ ees paraUiles sani éqaidisiaaies. 

Soit SP ( fig. 44 ) 9 peipendiculaire anx cibliques equidistantes AB, CD, EF etc. ; 

' de sorte que les parties pq , qr^ rs , de cette peqieodícabire soient ^gales 
entr'elles : Soit de plns luie droite QB. , qui eoupe cdiliqneinent ees para|Ieles : 
Si des polnts de section a, Cj e^ Too abaisse sor les paralléles CD, EF, GH, 
les perpendiculaires €A, cd, ef'^ i/ elles seroot égales, par suppositíoo: s.* ellcs 
seroot paralléles enti^elles, yo qn'eUes le seront tomes a SP. Or, ü suit de l^y 
que les tríatngles abCj cde^ efg penveot eonTeiHr, par vm cote ¿gal a ud cote 

' et les angles sur ce cote re^pectiveineDt ¿ganx n/ 97 ; done les parties d'nne 
ob]i(|ue sont égales, quand eDes sonl eontennes entre des paralléles équidi^ 
fiantes. 

Reciproquemeot , si an lien de sopposer Fégalité des cutes abj edj ej , des 
triangles abe , cde , efg , on snppose celle de leiirs cotes acj ce^ eg-, ees 
tríangles sont capables de con\enir, par FégaKtéd'un eóté, et Fégalite respec- 
tive de deux angles sor ce cote ; par conséquent , Fcfquidistance des paral* 
leles, resulte aussi ne'cessairement de Tegalite' des parties de l'obliquey que 
Tégalitc des parties de Toblique , resulte de Téquidisunce des parallcies. 
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CondUton.f aaxquettes tes cotes des (rengles sqhí proporíionnels. 
Développement de Vidée de la similitud^ ou res^emalanpe de& 
f^ures planes. 
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N. 



ous avons cBt dans ra^sectáoii' precédeme, que íes premicrs^ géomi^ires 
avolent presume, qu'elanl donné un triangle' quelconque , on tín conslruiroit 
uasecond, dont Tés cotes seroientuná un», une^alicpote* des cotes du premier; 
si, sur une base égale í une: aüquote de lá base d'u triangle dónne , Ton moK-- 
noit les cotes du second triangle , comme íes cotes du premier le seroient sur* 
léur propre base; C'est á' convertir cetie présomption- en* certitude , que le 
tliéoréme' suivant est destine; mais comme on y fait usage* d'une e&pression^ 
dont le* sens n'á pas encoré éte stiiBsamment determiné , nous averússons , 
que lorsqu'ils'agit de triaqgles equiangles , un»cóie'' de l'un est dit correspondte 
m un. cote de Pautre , lorsque, dansson triangle', le* premier e^t opposé a un 
angle , égal a Fangle auquel le second est oppose dans le sien*: qu'aiilsi, par* 
exemple, les tríangles ABG^,. abe y (fijg. 45), étant équiangles en vertu de- 
Tégalite respective des angles A , B , C , aux angles a, ¿, #¿, les cotes BG , GA^ 
AB y corrcspondent un a UO' aux cotes ¿c,. ca , ab.- 

T H É p K É M K X X- 

ii.<^Sa; Les calés correspondans dé déux tfíangfes' équiangles sont proporiíonñels 

les uns aux au&es. " / 

■ * • * 

Cette proposition oQVe dieui cas k distingner i¿ le' premier, dans Iet|üel les 
eótés correspondans des tríangles équiangles sonV<tomBiensurablesr: lesecond ,* 
dans lequel ees cótés sont incommenstirables." '. \ . ^ 

Premiérement done (fig.'45), suppesé que les'cótéá^ AB, ^t&, des triangle s 
ABG,a^c,8oient commensurables; léur plns grande ooB>maneme¿ire, portee 
sur le cote AB, le divisera en un cert ai n nombre in de parties égalei»; portee sur 
le. cote a¿, elle le divisera en un autre nombre ni de' partios égaleft.* Or ees 
diviáions ctapt iakes ^ sLdu /onimet B diviríatagleABC, 6t deb»poims de divi- 



/ v r- *■ 
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¿op de $o^ cójé AB ^ l'o» tire des ]>aralléles k sa base, AC ; et qu^ensuite j du 
'fiommet b da tñangle abe ^ et des poinls de división de sun cote' ab , Ton tire 
des paraüéles ¡a sajjase ¿zc; il s'ensuivra i.* que les tjíangles DBE, c/6&^ seront 
4quu»ngl^s, \^ pfeini/erá ABC; le secoad & a6cn.* 2*^; que par consequent, 
. ils seront équiaiíj^es eptr'eujL j et qu'ayant de plus un cote BD ¿gal á ;in colé 
hdy ^t les angles sm* ee ^óté respéctiv:eiuent légaux ; ils seroot eapables de 
cottvéjíar í i/ iJ s'epsujvrü , que les paralléles DE , FG , HI etc. divisant le 
€Óié AB eo m parties ^gaies, seront equidistantes n.* 6íi , et qu'ea coose- 
queoce , etlesdivis^ront aussi Je poté BC CQ m parlies ¿gales : que pareillenienl^ 
les pároli ¿les de ^fgj hi etc. divisant le cote ab en n parties ¿gales , seront 
équidistanies, et diviseront a.u;ssi le cote' be en n parties egales. Mais <)e ce que 
^hacune des m parties de BA ^^ ¿gale a BP , pendant que chacune des n 
parties d^ ba est egale á bdz:^ BD , U suit que le rapport B A : ba est égal au 
rapport de m : 9 : De ee, que iciilacune des m parties de BC est egale á BE, 
et que cjiacune des n parties de be est ¿gale á j6p:=:BE , il suit que le rapport 
de BQ > be est (?gal au rapport de ;?} : n\ done L^s rapports BA : ¿a 9 BC : 
he , et.ant egaux á un troisiéme m\ n ^ sont eganx entr'eux. 

Ajontons que , si au lieu de tirer des paralIeles á AC , par les points de 
divi&ion d'AB ; puis des paralléles á ae^ par les points de división d'fi¿; neus 
^víons tire des paralléles a BC^ parles points de división dMB; puis des paral-* 
. leles il bc^ par les points de división d'a& 3 nous amions demontre I'égalite 
des rapports AB : áb , AC .: ac , comme nous avons de'montré celle des rap- 
ports BA : 6«, BC : be ; que par conséquent il est prouvé , que lorsque deux 
trianj^cs ABC , n6c sont equiangles, et que BA, cote' du premier, est com- 
mensurable avec ba cote correspondant du second , le rapport de BA : ba , est 
^gal a eelui de BC : ¿c, et á celui de CA : ca. Resjte a prouver, que lea 
tríangles ABC, obc demeurant ¿quiangles, mais le cóté BA du premier 
(íig. 46), eessaní d'éire commensurablé au cote ¿a dti s^cond j les rapport^ 
BC : ¿c, CA : ea n'cn sopt pas móins ¿gaux entr^eux, 

A cet effet done j^observe , que si le rapporr BA : ba , n'étoit pas ¿gal au 
rapport de BC ; he , il serpit ou plus grand ou plus petit ,: que s'il ¿toit plus 
grand, isi BA:6a>»-BG: 60; on pourroit prolonger ba jusqu'a tel point/, que 
BA : ¿/==BC : be. Je remarque ensuite , que prenant aiors une aüquote de B A^ 
plus petite qn'a/¿ et la portont sur 6/, jusqu'á ce que son extremite' anterieure 
tembát emdy .eotre les poinu a^ /; si de ee point d^ Pon tiroit la droite de^ 
parallélement iifac,etqu'onproiongeát¿e en ^; le triangle dbe seroit équiangle 
jau triaicigle ABC; que de plus , son cóté db , correspondant au «dté AB d'ABC , 
^u|iHt^ve9 lui unoaliquaie fiommune ; et par cooséq^eotí i: ' 
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que. • • • . ^ ^ r ^ r • r • ^ f • é bd t BA==¿e : BC 
mais nous venóos de voir que • • • BA : bf=zBC : Be 



^•"^••■•^•■•^«^•^^•^p-^-^i 



done en composant ^ bd : bf^^ be : be 

done la supposition , que le rapport BA : ba soit plus grand que le rapport BC f 
be \ implique contradiétíon , aUendu que l'exposant de bd : ¿/^ est plus petit , 
tandis que Texposant de be i be est plus grand que l'unité. Yoyops si la sup- 
positiion que le rapport de BA : ba soit plus petit que le rapport de BC : be, 
A^impliquem pas aussi contradiction. 

El dans ce dessein y partant de cette supposition méme , sayoir , que BA : 
ba <[BC : be; prolongeons BA en F , jusqu'á ee que BF : 6« = BC : be ; pre- 
nons ensuite une aüquote de ¿a ^ plus petite qu^A^ , et portons-la sur BF , 
jusqu'a ce que son extre'mité antérieure tombe en D , entre les poínts A, F ; 
tiroBs da point D , la droite D£ , paralléle h AC , et prolongeons enfin BC 
jusqu'en £. Cela fait, nous observerons que le triangle DBE., est équiangle 
jau triangle ABC n.^ 27 , et par cela ménie au triangle abe ; que de plus , BD, 
ba y cotes correspondans des triangles DBE y sont coounensurables , et qu'ea 
£0Dsec|ue9C!e » . . 

ba : "ED = be : BE 

•I 

mais nous venons de voir que BF : ba = BC : be 

^óne en composant BF : BD = BC : BE 

^OBC la suppoatioQ j que le rapport BA : ba , soit plus petit que le -rappott, 
BC : bey implique contradiction y puisqu'elle met en ¿galite dcux rapports BF : 
BD , BC: BE, doot le pr-emier a pour «xposant , un nombre plus grand , tandis 
que le second ^ pour exposant y un nombre plus petit que Tunite. Doiic fina- 
lement , les cótéa eorreepondans des iriangles équiaugles soni proportion" 
neis y soit qu*il y aitj soit qu^il n'y aii pas eommensurabiliíé entre ^les 
uns et les autres. 

Remarque. Deux tñangles ¿quiangles ofirent toujours trois coles correspon* 
dans k trois cotes y ce qui fait trois eouples áa cotes correspondans. Puis done 
que les cotes d'une de ees eouples étant commensurables , les coles des deux 
autres eouples le sont aussi ; réciproquenvent , il suit de la , que lorsque les 
cotes tl'uae de ees eouples sont incommensurables y les cotes des deux autres 
le sont aus^ ; attendu que si ceux de l'une des deux etoient commensurables^ 
ceux de toutes les trois «eroient commensurables. Ajoulons que la méme 
eonséquence derive du theoréme general, que les cotes correspondans des 
triangles equiangles sont proportionnels : Car ees cotes ne. seroient pas pro- 
portionnelS| si le rapport des uns étoit ratlonnel , etccdui des autrea irrationnel< 



58 «¿OMÉTRIS ELEMENTA I RK» 

THÉORÉME XXI. 

n.^ 63^^ hea tríangles d¡Qnt les cóiés sont proportionnels ^ soní éqmtmgles^ 

Les cotes d'ABC étant auppos^s proporüoDnels anx cotes á^abe (fig. 46); 
si sur pr=iaCy Pon iocline pg y rq ,^ de mamére qu'elles fasseni s«tr elle des 
áttgles p, r, respectivement egaux á A, C ; la tñaisgle pqr sera e^uiangle au 
triangle ABC b.^ 35 ; tfoü il sciivra que AB : BC : GA=p9 : qr\ rp^ pro- 
portionnalit¿ qui coniparée á celle qu'on suppose AB-: BC : CA =: ab : be : 
cay justifie la suivante pq : qrx rp=íab'.bc: en. MaÍ6 par constructioñ rpt=s 
ca ; done qr=ibc el /79=a¿y'donc les tiiaagles j7^r^ aéc peuvent ceavenir^ 
' par régalité respeciiye de leurs trois cotes ; done abe , n^est pas dioíds ¿quiangl» 
a ABC que pqr -y done en general , /e» iriangles dont ¡es cótéa aoni propor^. 
fionnels ^ aont ^quiangles^ 

T H É o R É M E XXII, 

B.*64* ¿é^ friangle» qui óntun angle égal á nn angle et les cóiés autbur de eei 

angle preportionnels ^ sont ¿quiangles^ 

Xes tríangles ABC, abe y ¿tant snpposés tels, que B=5, et que BA : BC 
s=£a : be (fig. 47); si Pon prend sur BA une longueur BD = ¿a, et que du 
poím D , Fon tire DE paralléler á AC ; le triangle BDE sera equiangle au 
Uiangle BAC n^*** 27 j d'oü il suivra que BA : BC= BD r BE- Mais par suppo- 
sition BA : BC=¿a : bc\ done BD : BE=¿a : be ; done BD etant égal kbay 
par constructioñ, BE est egal á ¿c; done les tríangles BDE, ¿ac. peuvent 
convenir ,^ par un angle B , ¿gal a un angle b , et les cotes autoiu* de B, respec- 
tivement égaux aux cotes autour de b ; done , puisque BDE est équiangle á 
BAC, bac est équiangle á BAC; done eh general , les tríangles qui ont un 
un angle égal á un angle, et les calés autour de cet angle proportionnels , 
sont équiangles* 
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THÉORÉME XX 1 II. 

Lorsgue deux frianglea onl un angle donné , et que deux cotes du premier ^ 
Vun autonr de cet angle^ Fautre en opposition á cet angle , sont pro^ 
portionnels á deux cótés^du second j Vun autour de cet angle ^ Vautre 
ii-*65. en opposition á cet angle ; 1/ ees deux triangles soni équiangles^ si dans 
tous les deux le plus grand des cótés prpportionnels ^est opposé a V angle 
donné. a/ II y a égale possibilité a ce qu^ils soient ou ne soient pas 
équiangles , si dans tous les deux le plus petii des cótés proportionnels , 
est oppósé á l^ angle donné. 3.° Enjin , si dans Vun de ees triangles ^ le 
plus grand des cotes proportionnels, est opposé a Vangle donné , ei que 
dans Vautre , ce soit le plus peiit y il n^y a qu'un seul cas auquel les 
deux triangles soient équiangles^ sapoir, celui oü d*une part , les cótés 
du plus petii sont enproportion continué croissante j depuis le plus petii 
au plus grand des cótés proportionnels^ jusques au troisiéme cóté; tandis 
que d^autre part j les cótés du plus grand sont en méme proportion, 
depuis le troisiéme cóté ^ au plus petii ei au plus grand des deux cótés 
proportionnels. 

Soient ABC, ahc (fig. 47), deux triangles tels, que Fangle C du premier 
soit égal á Pangle c du second; que de plus ABlBC==n¿;/;o, et qu'AB, le 
plus grand des cotes proporlionnels d'une part , soit oppose á C , córame ab , 
le plus grand des cótés proportionnels d'autre part , est oppose á c : & sur 
de'='aby Fon construit un triangle def ^ equlangle a ABC; il s'ensuit que 
AB;BC=rf«:é?/*, proportion qui oompare'e ala precedente AB!BC=a6:6c, 
conduit a la'^suivante dele/=ablbc de laquelle il resulte, que efi=zbcy attendu 
que par construction de=-ab. Les triangles abe, def onl done deux cotes res- 
jiecdvement égaux, et Pangle c du premier, non-compris entre ees cotes, est 
egal a Tangle^du second, non-compris entre ees cótés; de plus dans Tuii et 
dans l'autre , le plus grand des cótés respectivement egaux , est opposé a Fangle 
'^3onné ; done ees triangles peuvent convenir n.** 5a; done def Síyani été fait 
équiangle á ABC; abe est équiangle aussi a ABC; done la premiere parlie du 
théoreme proposé est démontre'e. 

Quant á laseconde (fig. 48), dans laquelle les triangles ABC, a6c sont sup- 
poses tels, que C=c, et qu'AB, a6, respectivement plus pelits que BC, Ac, 
sont opposes , le premier á C, le second a c: SI d'une part, on abaisse BP, 
perpendiculaire sur AC , et qu'aprés avóir prissur PC une longueur PD=PA , Foa 
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tire BD; le triangle DBC aura deux cotes respectívemeDl egaux 4.denx c6tés do 
iriangle ABC, el opposera', comme ABC, le pluspetit de ees cótés á l'angle Cj 
de sorte qu'il revétira la seconde des formes dont ABC est susceptible n.^ 62 : 
Si d'autre part on abaisse bp ^ perpendiculaire sur ac^ el qu'aprés avoir pñs 
sur pe une longueur pd=pay Von tire ódT; le triangle c/¿c.aura deux cotes 
respectivement e'gaux a deux cotes du triangle abcj el opposera, comme a¿c, 
le plus peiit de ees cotes á Tangle Cj de sorte qull revétira la seconde des 
formes dont abe est susceptible. 

Maintenant, si Ton fait'B9=¿p, et que parle poínt q Pon tire rt parallcle k 
CA ; les tríangles hrsj hsq, B^^^ hrt sont respectivement eqiúangles aux triangles 
BCD , BDP, BPA , BCA ; de plus, le triangle Bijrr peut convenir avec le triangle 
bpCy par Hg=bpj et deux angles 9, r, respectivement égaux á deux angles/>, c, 
Mais de ce que les triangles BCD, Brs sont équianglcs, il suit que BC :BD=rsBr : B«; 
et de ce qu'on suppose que BA;BC=:6a;¿c, il suit que BC;BA=¿c:6a; el qu'en 
substiluanl á BA sa valeur BD; BC;BD=¿c;¿a. Proportion qui, comparée 
áFune des precedentes, savoir, BC :BD=aBr :B«, donne la suivante Br :Bs=bc : ba^ 
d'oü Pon tire B5=¿a , a cause de Br=¿c. Ajoutons que le triangle BDA ¿lant 
isoscéle, le triangle Hat^ qui lui est equiangle, estisoscéle aussi; que par con* 
sequent Bí=B5=6a. 

Ainsi d'une parí, Fangle r du triangle Br^, est ¿gal a Fangle c du triangle 
bcd^ et les cotes Br,B5 de Br^, sont egaux un-á-un aux coles be, bd debed: 
El d'autre part , Tangle r du triangle Brt , esl e'gal a l'angle c du triangle bca y 
de [)lus, les cotes Br, Bt de Br/, sont egaux un-«i-un aux cotes be, ba de bea : 
Done , puisque avec deux cotes be, ba et un angle c , Pon ne peul construiré que 
deux triangles angles bedy ¿ca, quand on oppose aPangle c, le plus pelit des coles 
be, báj que de plus, ees triangles bcd^bca^ sont capables de convenir un-á-un 
avec les triangles Brs, Brt^ lesquels sont respectivement equiangles aux seuls 
triangles BCD, BCA, qu'on puisse construiré avec BC, BA et Pangle C, quaud 
on oppose le plus peiii des cotes BC, BA a Pangle C; la seconde partie du 
the'oréme propose n'est pas moins demontree que la premiére. 

Parrapport a la troisieme (fig,49), ofi Pon suppose que Pangle cdu triangle 
abe y est cfgal á Pangle C du triangle ABC, et qu'a¿, le plus grand des cotes 
. proportionnels d'une part est oppose ^ c, au lieu qu'AB, le plus petil des coles 
proportionnels d'autre part, est oppose a C; d'oü il suit que a6;6c=BC;BA, 
ou que 6c:¿a=BA;BC. J'observepremiércment, que le colé BC, eianl plus 
grand que le cote BA du triangle ABC; Pangle A est plus grand que Pangle C : 
Secondement, que le cote be élant plus petil que le cote ba du tnangle abe\ 
Pangle a esl plus petil q^e Panjgle c^ qué pso* conse'queut, les triangles abc^ 
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ABC, se pauyeni iélre équiangUs y qu'autant que ]e$ «ngtes. a ^hyCj sont égaux 
tm-^a-.im áux angies¡.B^f A^C; et qu'alors, c¿U^a:ca?=^CA;BA:BC;, que par 
'COiise(|aent, k ftroisiem« et deriúere pafUe du iheorénie proposé , e&l dráiontrée. 
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8v. í^^^. fiSf^^ plañe quekonqu^ éíant donnée ^ si d^un poinf da plan sur 
kquel ehle est trocee ^ .en tire á son contour toutes hs droiíes qu*il eat 
possible d'y tirer.^ei querdepuis»cepoint onprenne telle partiet de chacune 
jde ees droiteSf que te rapport de la pariie d la droiie totalcy saií contt-^ 
iamment le méme^ les partie» aboutiront au contour d^ une figure ^^ qui 
ne differera qu^en grande ur de Ui figure donnie^ , 

Soit doniiee ABC, ffgure plaoe queíconqTiie (^fig. 5o. J: S dii poiiit P^ du plaü 

, sur lequel elle est tracee, on tire a soa contour les droiies PA, FB, PC, etc. 

. et.qu'oD- prenne sur ees droites des narlies Pa^ P¿,. Pe, etc.^ Velles qtie Val 

PA=P6;PB=Pc;PC etc. la figure abe au contour de laquelle ees parties 

aboutiront, ne difierera. qu'en grandeur de la figure dbnnco ABC! 

Eu^eOet, quelle que solí la direction suívant laquelle on tire dii'poíbtP, 
une drdite PA,.aii contour d^ABCj P« , j^aptíe- de cette droite qui ahoutit au 
contour d'aic, ayantavec elle le méme rapport queceltii qui existe entre detix 
droites Pft, PB, de méme direction ytireea, Pune du poínt P au^conto^ir d'aAc ; 
l'autre,. du point P, au cOBtoui;4*ABC; la figure abe sVtend en tout sens pro^ 
portionnellement a la figure- ABC, et chaqué point du contour de la premiére^ 
coiTespond au point du contoup de. la ^secpnde , qiii se trouye avec lúi siir uüe 
mema droitt^ tirée du point P.- ., v,^ . ^„^ ., , , . ^ 

Ajoutons, que ce ne sont pas seurement les droites lirees du point Pau con* 

tour d'a£c, <pii sont proportionnelles aux droites tirées du point Pau contour 

d'ABC; ma^^'urie droite tirée d^uói point átín {^oint'qitelcoikque'du contour 

* d^a¿c, est proportibnnelte' ti la droite'tiree* de Tun^a IViütre des point^ corres- 

*''|>ortd^s d'ASC; que ]^r cfitínple', laoiroita tiréé Ávr point. a* ai> point ¿ d^abcy 

est proporti^unélle á lá'flr<ytte tirée'dapoinl AftaúipointB d-ABC: <^r I^&^Hangles 



' ' ' ^«t ileá'eslf de méme ded bases des trfaoglai Póir , PJiGT^-mPcéfyiFCDt,:^ te. D'oü 
*'^^* il r^wte , que qütets'que soiemlea déxt poüit^ du <a^tot|f\ 4'A|fC, qui termi- 
^ « *^' ' iiMt^toe'Iigne''^it«7 dttür pomu €mTespoBdaiisi4u^i^ur áiab^ f^n termi- 



\ _- 
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oent une y qtú lui est parallcle , el qiá a a^ec elle le rappoit de^ Pa iVA ; de 
.aorte qu*tl n'y a eatre ees £gorea de différeoce, qu'en grandeur, ei que cetie 
•différence provieat óñ oelle qui eiisM eolre Im termes da nppoit Pa : PA , le^ 
quels deveDant égaux les deux 6gures coincideat. 

Dénominations e€ con&équence. On qualifie de Semblablea deiix figures 
mJ^J^, planes quine dííTerent qu'en grandeur. htur Resaemb lance oti Similiiude résulíe 
des operatioos par lesquelles Time se fonne de Tantre. Ces opéradons smpo- 
5ent un point qui rayonne sur les contours de ces figures , de maniere que les 
rayons qui abouüsseaiau contour de la premiere , sont proportionnels aun rayóos, 
de méme direcüon, qm áboutissent jau^^ootour de la seconde. Si done l'on coo- 
\ient de donñer a ce po^nt le nom de centre de descriplian^ et k ces rayons, 
le nom de Rayons de descriptionj puis a ceux de ces rayons, qui ayanl méme 
dir^etion d'une part que de Taulre, sont proportionnels, le nom de Rayons 
corrélatifi de description y Ton parlera íiatie]HgH>Iement quand oo dirá : 
qu'i/ est ioujcurs possible de disposer deux figures semblables , sur un plan^ 
autour de leur centre commun de description , enscrte que les rayons de 
description de la premiere^ qui tomboient origijiairement sur les raysms 
ccrrélatifs de la seconde^ tombent de rechefsur ces rayons» 

THÉORÉME XXYL 

Ce n^est pas seulefnent a deux points du plan sur lequel deux figures sem- 
blables sont tracées^ que s^applique la dénominatiori^ de centres de des- 
a.*£8. cription de ces figures; quelque point que Vcnprenne sur ce plan , pour 
centre de description de la préniiére, il y a toujours sur ce plan-méme 
tel autre point, qui lili correspond en qualité de ceutre de description 
de la seeonde. 

m * • •« 

Supposé en effet (fig- 5i ) , qu'ABC , abe , figures semblables , aicnt eu ongiaai- 

remejit , pour centres de description coiTelatib, les poiats O, o, et qu'en conee- 

quence, les rayóos de description OA» O^^ OC, etc., aoient proportionnels 

«ux rayons de description oajObydc^é^tCf,^ je disquesi, sur OB, o&, deuxde 

' ees t*ayon^'C0lTélattfS) pnolofigés Vü le £rat ait-dela des points B| ft ; Too prend 

dea longueors OP, opj tellésque OP;op=;OB:oA=5:PB:/i6; les points P,/>, 

^ faxictioiMieront comme centres ijb description^ lout aussi bien qtie íes-poinis O, o : 

Car ¡Qcliiiant a i^loaté, dans ABC, le.r»)^li OQ sur le rayón OA; puis dans 

' áJbc le rayón af:$i»r le rayón oa^ comme on viem d'inclíver OQ sor/OA, et 

fifl^ssantpar mei^ertes droltes PQfPqi l^s imngleaOPQ, opq sonl équiaog^es^ 
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par tiD angle O egiil a un angle o, et les cotes OP, OQ^ aiuour de l'anglc O i 
proportionnels ayx cotes op^O)^, autour de L'angle o. D'ou il smt queFanglc 
BPQ, est égal á Tangle bp^^ et que OBlob^PQlpq. De sorte qu'une droite 
FQ, tiree du point P au contonr d'ABC^avec une inclinaisoo arbitraire sur 
OB, est i une droite p^, tireV da peint p au conlour d'a¿ü, avec méme incli- 
naison sur 06, que PQ sur OB, comme 0%l^b=^OAloay que par conséquent, 
les figures ABC, abCf sont autour des poiúls P^, ee quVlIes sont autour des 
points 0,0, et partant ,. qu'un point quel conque du plan sur lequel ABC y abó 
Mnt tracées, etant pris pouf centre de description d'ABC, il s^en trome tou-^ 
jour» un autre, sur ce plan méme, qpui est le centre^ corrélatif d^ doscii^Hon 
á'abc. 

T H É O R É MK XXYll. 



Loréque deuKJí^ureh soni sembkUftks etgne Pune estrecüligne r i*^ V^autre 
^9^ Veét' aussi: 3/ Le nombre des calés et des migíes de Vane est le méme 
que &r nombre des cétés et des angles de Vautte : ^^ ees figures son f équian-^ 
flee; 4.*" en fin ^ teurs calis sont proportionnels.- 

£afi^re reciiligne ABCD£ (fig. Sa), étant supposee sembíabrealá figure a Acr/é", 
nous venons de voir que si d'uu de ses points O y Pon tire aux sommets de ses an- 
gles l^s droites OA,QB, OC, OD, 0£, ily a un point o dans abcde^ duquel tirant 
aucontour de- cet te figure la droite on, correspondante* a OA, et iuclinant sur 
elle les droites ob^ocy orf, oe, comme OB,OC,OD, OE le sont sur GA; U- 
s'ensuit que OA:OB:OC:ODlOE=s=oír:i)6;oc:x)rf:o^. Tirantdonc les droites^^ 
ab,bc,cdj de, ea, les triangles aobyhoc^ cody doe^ eoa sont equiangles un-^ 
a- un* aux triangles AOB, BOC, COD , BOE , £0A , par un angle o ¿gal a un- 
angle O, etles cotes autour d'o, proportionnels aux cotes autour d'O; par con-* 
sequent le rectiligne abade est semblable au rectiligne ABCDE , attendü que 
Íes droites tirées du sommet a la base d'im trianglc , sont proportit^nnellés aux- 
droites tirées du sommet á la base d'un triangle semblable, et qjie oette propoi"-* 
tionnalité est la méme que celle des cótés de ees tñangles. 

Maintenant done si le contour d^ abcde, figure semblable; par stspposition 
k ABCDE , s^écartoit quelque part dn conteur rectiligne abe de f si d'a en b, 
U iiuv<Ht la trace amnb ^ ]dr figure reetiligne ,ab cde cesserpit d'étre semblalile 
• ABCDE, TU que les droites of^ og, OF , OG etant 4^ grandeur^ telles 
que of : OF = ca ; OA j og \ 06 =: oa : OA \ il seroit impossíl^le que 
om : OF = oa : OA j on * GGs=: o a : OA. Le contour de la figure sem- 
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lilable á A6CDE , coincide done avec le contour récHilígQe. abede^ et 

.. partant, i.^ une figorQ 'setablabie a uue figure rectili^e ABCD£ , eet rec« 

. tiligne aus8Í bien qu'^le : a."* le nombre de» ses ^tés et de ses a^^left est le 

jnéme c^tie le nombre des cotes ibi. des angl^ d'ABCDE : SZ-elle esl équiangle 

k ABCP£ : 4."* eniin , &6s eótés sóat proponionnels á ceux d'ABCDE^ 

* » • • • ■• 
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u^ JO. I^eu9cfigur£s rwtilígmes sont semJblables^ quandelle^ sont équia^ngjes etgue 

Isurs có^s 9orU propartf^ojvxeU» . 



. ^t • tk' 



SBp]M>sé que les angles des fignres rectilígnes ABCDE , abcde (fig. 52), 
•soient respeciivement égaux^^ et qiie les coled «de Pune soient proportionnek 
Aux eólés de Tautre : D'un point O d'ABCDE , lirons d'abord aiix son;in)Cts 
de ses dngles^ l«s droítes OA , OB , OC, OD y OE ; incKn'oñs eiisuite sur le 
c6té' ae ^ abcde , íes droítcs do , eo , eomme AO , EO le sont sur AE , ensorté 
xpiele tftangle ao^ soít équiáagle au tiiafigfe AOE. " - 

Cela fail, il s'ensuil immediaiemeot, que IVíngle oab «st égaf a I'angle OAB, 
«t que ao \ AO = ab : AB ; que par conséquent les liianglcs oah , OAB 
sonipéqüian^fés, paf uñ angle a e'gal á un angle A, et les eótés ¿d, dft, auiour 
d'a^'proportíonnels aux cotes AO, AB , auiour d'A. Mais de ce que les 
triañgles oae^ OAE ¿loient equiangl^s, il est resulte que les triangles «uivans 
oab j OAB Petoient aussi ; done , de ce que ceux-ci sont éqtiiangles , 'd 
resníie qu*il en est de méme des suivans cbc , OBC ; el qu'ainsi successi* 
vement , les tríangies qui composent abcde , sont respeciivement eqrñangles 
aux triangles qui composent ABCDE ; que par conséquent , les rayons qui 
partcnt du poínt o, et aboutissent au contour ^ abcde ^ sont proportionnels 
aüx rayons qui parient du point O^ et aboutissent au contour d'ABCDE j el 
finalement que ees figures sont semblablés. 

' Conséquence. Puisqu'en general , les figures rectilignes sont semblablés, 

n.^7ii. ^uand elles sont équiangles et que leurs cóte's sont proportionnels ; que Toa 

sait d'ailleurs , que les angles dé deux triangles étant respeciivement égaux , 

*" les' cnfés* de' cfes triangles sont proportionnels'; et que réciproquement , les 

* ' * ' c'ófés ^TaVit "^rbportionnels , les angles de deux triangles sont respeciivement 

^*'^"':égauk*jfl*s'en5niit,*que la seule ¿galiti respective dea angles de deux triangles, 

'•^ coTiírtíe la %ide pr&portionnalilé de leuts cStés y suffii a étáblir leur simi^ 
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Zrc» droHe qui divise en deux égalejnent, Vun qi^lcongue dea angleB dFun 
tt.^72- triangUj divise le cóté opposé d cet angle^ en parti.e» proporUormelles 
aux cotes adjacfins, 

Suppose que BE partage Tangle ABC ( fig. 53 ) , en deux pañíes égales 
ABE = EBC I Sí I'on incime CE sur CA^ poroine AB l'est sur AC; les droites 
CE , AB aom paralleles n.^ 28, ^t 1] y a égalilé entre les angles alternes ABE, 
CEB; d'ofc il suit que les triangles BDA , EDC sont equiangles; que Pangle 
CED , égal a Fangle ABE , est ega) aussi á l'angle EBC , et qu'ainsi les cót^s 
BC, CE du triaogle BCE sont^e'gaux. Mais les eótes des iríangles equiangles 
BDA , EDC sont proponionnels j done AB : CE = DA : DC ; dono en 
% - .substituant BC á CE , AB ; BC =:= DA : DC , conforniement a Ténaneé du 
ihéoréme propoae'. 

THÉORÉME XXX. 



4 t • i « 



n^ 7?. Le carra de la droiíe, qui partage en deux également Vangle opposé á la 
base ífun triangle queleonque^ et qui ^ termine a la base de ce triangh 
méme , est égal á fexeés du produit des deux cóLés du triangle y sur le 
produit des segmens de sa base. 

Suppose que BE (fig. 54) , partage en deux également Fangle B du« triangle 
ABC : Si, Fon incline CE sur C A , de maniere que Fangle DCE soit ^gal a 
Fangle ABD = DBC; 1.° les triangles EDC , ABD sont equiangles , par un 
angle C ^ ¿gal á un angle B ^ et un second angle D , égal á son opposé au 
sommet D. 3/ Les triangles CDE , BCE sont équian^^les, par un. angle C , 
egal á un angle B , et un angle commun £ : 3.^ Les triangles ADB ^ ECB , 
.etant equiangles á un troisieme EDC , sont equiangles entr'eux. Or de la 
similitude des triangles ADB , ECB , il suit que BE : BA =r BC ; BD ; d'oá 
a^on tire BE X BD = BA X BC : De la simUit^ude des triangles CDE / BDA , 
iUsüitqueED : AD =CD : Bt): D'oíi Fon üre ED X BD = AD.X CD. 
Equation qui retranchée -de la precedente, conduit á celte autre, BE X BD — 
ED X BD=SA X BC — AD X CD, laquelle se réduit i (BE — ED) X 
BD = BD* =3 BA X BC — AD X CD , cooformément a Fénónce du théorcme 
propose^ 
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ExpUcaüon, Onae demande pas ce qu^ faul eniendre par le quotient d'unc 
]igne divisee par une autre j on saii que c'est le nombre de fois que la ligue 
dividende contient la ligne diviseur : Mais on peut demander ce qu^ faut 
entendre par le produit d'une ligne multipliee par une autre ; parce que pour 
s^efi'faiie une ide'e , il faut que Fuñe au moins de ees Kgnes soit numera 
quement exprimée, ce qui suppose qu'onl'a comparée k une troisiéme. Lors 
done que pliisieurs produits , soit de deux , soit.^f plus de deux lignes , 
entrent daus une équatiou ^ Ton e'cartera toute dKficuUe relative á Tidee qu'on 
doit s'en faire , en substituant á ees lígnes, mentalement da moins, les nombres 
qiü exprimeroient leurs valeurs respeciives y qiund on les auroit comparees 
a une mesure commune. 

T H É OR É M E XXXI. 

téOrsque du sommet de V€mgle droit d^un iricmgíe rectangle , on ahcUsse 
ti.° - i* une perpéndiculaire sur son hypoihénuse^ i.^ eetíe perpendiculaife par^ 
tage le triangle en deux triangles partiels ^ équiangles au iriangle total: 
a.^ cettc perpéndiculaire est moyenne proportionnelle entre les deux paria 
qu'ellefait de Vhypoihénuse : 5/ chacun des deux cótés da triangle total est 
mayen proportionnel entre la partie de V^hypothénuse qui Vavoisine ei 
Vhypoihénuse méme : 4.* enfin , le carré de Vhypothénuse est égal d la 
sonírdLe des carrea des deux auires cótés du iriangle. 

Soit ABC (fig. 55) , un triangle reclangle en B , et BP perpéndiculaire 
abaisse'e du sommet B de son angle droit sur son hypothe'nuse AC : il est 
clair 1.*, que les triangles partiels APB, BPC , sont équiangles au iriangle 
;otal ABC j le premier APB , par un angle droit P , et un autre aYiglc A , 
qui lui est commun avec ABC : le second BPC , par un angle droit P , et u£i 
autre angle C, qui lui est commun avec ABC. a/ De la similiiude des triangles 
APB , BPC, il suit que AP : PB =i PB : PC. 5.^ Deja simUitude des 
tiiangles APB, ABC , il suit que AP : AB = AB : AC ; et de la similiiude 
des triangles BPC, ABC, il suit que PC : BC = BC : AC : 4." enEn, il resulte 
des pioportions AP : AB = AB : AC , PC : BC = BC ; AC , que AB^ = 
AC X AP, et que BC^= AC X PC j que par conséqueut, AB^-f BC^ = 
AC ( AP -f- PC) ss AC^, et partant ^ que le tbeoréme propose est demontre 
dans ses quatre parties. 
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.•75. Largue de Vune ou de Vauire extrimiíé du cóté opposé d Vangle obtus 
d*un triangU obtusangle, on abaisse une perpendicalaire aur le prolon- 
gement d*un de* deux autres cótés , le corre du cóté opposé á Vangle obtus, 
est ¿gal á lá somme dea carrea dea deux autrea cótéa , plus le double produit 
du cóté aur le prolongement duquel iombe la perpendiculáire , par la dia^ 
tance 4m pied de ceüe^ci , au aammet de Vangle obtua. 

De rextremité B du cófe AB (fig- 56 ) , oppose a Tangle obtus C du tríangle 
ABC, abaissam BP, perpendiculáire sur le prolongement d'AC , ü se forme 
deux triangles rectangles A.PB , CPB , desquels on tire AB*=:BP*-h AP*, 
CB*=CP*-4-BP*; puis parvoie de soustraction , AB"— CB' = AP* — CP% 
equation dans laquelle substituant á AP* sa valeur ( AC -+- CP)* = AC^ -+- 2 AC 
X CPH- CP% elle se change en cette autre AB¡' — CB* = AC^ -h 2AC X CP 
^CP* — CP^ , laqueUe se reduii a AB^ = AC^ + CB^^- a AC X CP^ comme 
on s'etoit propose de le demontrer. 

T H É O R É M E XXXIII. 

i> ^6. De Pune ou de T autre extrémité d^an dea cótéa oppoaés á un angle aigu 
d^un triangie quelconque^ abaiaset^on une perpendiculáire aur Vune dea 
jambea de cet angle , le carro du cóté ausdit , est égal d la aomine dea 
carrea dea deux autres cótéa , moins le double produit du cóté aur lequel^ 
ou aur le prolongemcnt duquel tombe la perpendiculáire , par la distance 
dupied de celle-ci , au aoimnet de Vangle <tigu suameniianné. 

Si de Pextréoilte B du cote AB (fig. 67 ) , oppose k Vangle aigu C, du triangie 
ABC , J'on abaisse sur AC la perpendiculáire CP ; elle tombe entre les points 
A 9 C^ lúrsque Tangle A est aign : elle tomI>e sur le point A y lorsque Fangle A 
«st droit (fig. 58) : elle tombe sur le prolongement de CA , lorsqt» Tangle A 
est obtus (fig. 59). Or dans le premier cas, le triangie rectangle ABP foumit 
Tequaüon AB* = AP^ -h PB* j le triangie rectangle BPC foumit Tequation 
BC*=BP*-i-CP% laquelle retranchée de la precédeme laisse AB* — BC* 
=AP*— PC*. Mais AC*=(AP-f-PC)* = AP*H-2AP X PCH-PC% done 
AP*=:AC* — 2 AP X PC— PC2 Valeur qui substituee a AP*, dans Féquation 
gfUa*— BC*= AP* — PC% k change en cette autre, AB* — BC*= AC* — 2 AP. 
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X PC — PC* — PC' = AC« — aAP X PC — 2PC*=AC» — aPC ( AP-+-PC) 

— AC* — 3AC X CP, dé latjuelle on tife ÁB^=^ AC* -H BC' — aAC x GP, 
de sorte que le tlieoreme propose est demontre y dans le premier des trois cas 
qu'il presente. 

Dans son second cas (fig. 68), ce théoréme exige qne B A* == BC* -4- AC* 

— aAC X AC^==: BC* — AC*, Equation justifiée par sa conformité avcc Féqua- 
tion BC* = B A* •+ AC* , qui déme immediaiement du triaugle BAC, rectangle 
en A dans ce casraéme. 

Eníin, dans son troisieme cas (fig. 69) , le theoréme propos¿ e^e que BA' 
= BC* 4- AC* — aAC x CP. Or le triangle BAC élant oblusangle en A, il 
s'ensuit n.<> 76, que BC* = BA*4- AC*-4- aAC X PA= BA" -+- AC^ -H 2 AC 
(PC — AC) = BA' — AC* + aAC x PC 5 ei de BC» = BA« ~ AC* -+- 2 AC 
X PC, il resuíic que BA*= BC* -4- AC* — aAC X CP , de sorte que le theo- 
réme est demontre dans tous ses cas. 

Conséquence. Par le n,« 74 le carre*^ du cote oppose' a l'angle droit d'un 
*• 77' triangle rectangle, est égal a la somme des carrés des deux aiilres cót¿s : Par 
le n/ 75 le carre du cóté oppose*^ á Fangle obtus d'un triangle obtusangle , 
surpasse la somme des carrés des deux autres coles : Enfin par le n.^ 76 le 
€arre d'un cote oppose' á un angle oigu d'un triangle quelconque , est plus 
petit que la somnime des carrés des cótés autour de cet angle : par conse- 
quent i.**lorsque le carré d'un des cótés d'un triangle, est égal á la somme 
des carrés des deux autrescótés , le premier cote est oppose á un angle 
droit; car s'il étoit oppose á un angle aigu ou a un angle obtus, il y auroit 
defaut ou exces, la oü Ton suppose egali\é. 2.® Lorsque le carré d'un des cóte's 
d'un triangle , surpasse la somme des carrés des deux áutres cotes, le premier 
cote est oppose a un angle obtus; car s'il éloit oppose a un angle droit .ou 
aigu, il y auroit égalité on défaut , la oü l'on suppose excés. 5.® Enfin, lorsque 
le carre d'un des cótés dVn triangle , est plus petit que la somme des carre's 
des deux autres cótés , le premier cóté est oppose á un angle aigu ; car s'il etoit 
oppose á un angle droit ou obtus ^ U y auroit égalité ou excés ^ la oü l'on sup- 
/ pose défaut. _ , ^ 
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S RC T 10 N I Y. 

Circónstances de position des ligues circulcmeS'y soit par rapport 
á des ügnes droiles , aoil par rapport á/ d^autres lignes' circu" 
hiires ^ qaand ees lignes 9oná tracéés^sut le méme pian. Helá'^ 
tionsde tels angles et ares de cercle r qi9e ¡ks^^ premier^ insistient 
sur les seconds , sans^avoir cependcmP léur sommetau eentre* 
du cercte. Spécificaiion désrapports qui ont líeitr enC^re diverseg 
lignes divilks , qui partent de points dónnés sur le plan^ d^ un^ 
oercle et se lernünent á sa circonjerence^ 



^^•UA'ND'On» se represente déur cercles^ la proportiónnarlüe' des raiyóns do Vun 
aux rayons de Pautre, snggére d'aliord? I'idee.* de* leur ressetnblance ; mais a 
d'autres óg^rds- que oeliii de la. rcssemblaDce-, les oercles offrenl trois siijeis 
de recherdies pkis ou moins difficiles :-les^preaiiéres,.re]otives au nombre de 
points- dans lesqiiels la oirconférence d-un cercle peut étro' ceupee par une 
ligne droite ou>par la circonfe'rence d'un autre cercle :. les setonde^ ^.^relatives 
aux angles quii^ sans avoin leursr sommets au centre d'un cercle, <reposent pour«- 
tant sur. des aros de ce cercle : les troisíémes enfin, relativos a- certanies> 
droites, qui.part£int dé points donnes. sur le plamd'un cercle se terminent a sa^ 
oirconférence: Uy a bien encoré un quatrieme sujet de recherclies relatives^ 
au oercle, celüidu rapport' de sa circoilférémce a son díametre; maisefles sonv 
en sigrand.nombre> quenouseníerons le sujet d'unesection particuliere.- 

T H É O^ R: É M E XX X tV. 

Unedroité n^á^ aucun point cemmun avec la circonferenee tTíin cerólery quand 
sadiéiance du centre esi plus grande que le rayón dé ce cercle : elle en a un 
**• .7 eeul,.jquand sa» distance esiégaleaü rayón : elle en a deux ,imaÍ8 pas' 
davaniage , . quand ec^dietanceeet plus peiiie qféele- rayjom 

Soit ADB' ün'Icerole díécríi* dü centre C (fig..6ó)^ et' AB une ligue droite 
tracée^sur 1^ pbn de., ce cercle : -Si^GE , perpeodicidaire abaissee du ceatre tur^ 
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ceile droilc , est plus grande que le rayón , le point R , et a plus forte raísoa 
lout áutre poínt d*AB , sera iiors du cercle ADB n.*" 5o : Si la perpendiculaire 
'CQ , abaissee du centre C sur AB, est egale au rayón; le seul point Q de 
la droite A-B sera sur la circonference d'ADB: Sienfin la perpendiculaire CP, 
est plus courte que le rayón; il sera possible de mener du centre C , a la ligue 
AB, deux obliques égales au rayón, mais pas davanlage , et AB -n'aura que 
.deux points communs avec la circonferenoe d'ADBL 

Défimitions.íies droites qui n'ont qu'un point commun avec la circoníérence 
^^un eercle, sont dites la toucher, et se nomment Tangentes .: les droiies qui 
^n ont deu^., sont dites 'la couper ^ .et se nemment Secantes. 
«.* 79. Conséquence. La tangente est perpendiculaire au ra^yon qui ahouiit á son 
point de contact : car si elle lui étoit oblique , sa dislance du centre seroit plus 
peiite que le rayón , elle aurolt par conséquent deux points comnmns avec la 
eeirconférence ; ce seroit une secante et non une tangente. Réciproquement, 
la perpendiculaire á Vextr¿miié ctun rajroa est une tangente , .attendu que 
sa distance du centre est égale au rayón. 

Remarque. La détermination de la droite la plus courte , et du noníbre de 
rdroites egales,' qu'on peut mener d'un point hors d'une droite á^ette droite, 
BOUS ayant mis á méme de spécifier les dilTerentes circoxistances de pesition, 
dans lesquelles une lignc droite et une circonference de cercle peüvent se 
trouver ; il est á présumer , que la proposición süivante nous mettra á méme 
de spécifier les diSerentes circonstances de position dans lesquelles deux cir- 
tOQnfei;^ces de Q/ercIe peuvqnt se trouyer. 

T H É O R£ M E XXXT. 

lydin point qm n^ est pas le centre d^un cercle^ on peut mener une infinité 

de ^roites d sa circonference,^ etXn^ la plus longue sst.celle qui passepar 

ie centre : a." la plus courte estcelle-gul prolongée passeroit par le centre: 

^.* les moyennes sont d*autani plus grandes qu^eUes retranchent ou de 

plus petits ares depuis l*extrémité de la plus longue y ou de plus grands 

A'<* 80 - ^^^j depuis l^extrémité de la plus courte :• 4.^ oes moyennes passentpar 

f ' •• ious Íes degrés degrandeur depuis, celui de la ligne la plus courte á cetui de 

^.\\ ia ligne la plus longue : 6.** enfin, ees moyennes sont^ tautes agoles deux á 

.deuxj mais Jamáis en pías grand nombre. 

^■^ i . Cene proposiuon offre tix>is cas* difieVens : \^ point P ( fig. 6d ) , duquél on 
' ' twpposp les droites mc^iées á la circQoféreoce d'tm cercle f RE, pouvant se 



J 
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tireuver en deliors ou en dedans de cecte cii cóiiférence on sur oístte cireoufé* 
reuce méme.Cependan^, qomme pour cliaeun de ees eas, ÍA démonslration est la 
méme, a une dilTérence prés , qu'on fcra remarquer; on les traitera lous ensem- 
ble; rapportant á la fois et indistinctemenl ce que l'on- dirá-, aux trob figures 
qui les concement respectivement.. 

Premié remem donc^ k droite PR*, qui passe par le centre C , esl plus 
grande que tome aulre PE ,. v« qu'elle est égale aux deux cóte#-PG, GE du 
Uhiangle PC£, lesqueis sont plus grands que }e troisiéme PE*- 

Seoondement PQ., qui prolongée pásserok par le centre C,. est pFus com:t«v 
que touteautre PS ( i:." eas ) ,. vtt que les oótés PS,SG du triangle PhC , cíant 
plus grands que le troisiema PC ; si de part et d'autre on retranclie un rayón, 
le reste PS est plus grand que le- reste* PQ : par rapport au second cas, U est 
certain aussL que PS est plus grand que-PQ, vu que les cótés GB, PS du 
triangle GPS-). étant plus grands quele troisiéme- GS=iGQ = CP -hPQ; si. de* 
chaqué membre de rinégalité GP-f. PS > GS , ou CB -+• BS > GB -♦f-BQ^>ron^ 
fetranche GP ,>il reste PS> PQ? 

Troisiémement 9 si Konprend en consideratión deux di*oites PE, PD, meyea-^ 
nes entre PR.y la plüslbngue, et PQ, la plus courte des droites qu'on puisae 
mener du'poiut P ala circonférence FUE; Fon verra que la» plus longite est 
oelle PE, qui. rctranche' uU'plus petit are depuik* Textrémilé dePR, attendu^^ 
que les triangles PGE, PGD ayant deux cotes respectivement égaur; celui qui^ 
entre ees cótcfs renferme le plus grand angle, a necessairemeot laphis grande 
base> 

Quatriemement , ees moyennes passent panr tous Ifes degrés dé graiideur 
depuis PQ jusqu'á PR : car puisque d'une part , on peut falre Paro DE aussi^ 
petit que Pon veut, et par cela méme, reduire sa corde au-dessous de toute- 
grandeur donnee KL; et que d'autre part ^ la somme des cotes PD, DE dti^ 
triangle PDE , surpasse le troisiéme PE, d'une quaniitcf moindre que DE, et> 
á plus forte raison , moindre que KL ; la diiTérence d'une moyenne a la^ 
moyenne qui la suit, est plus petite qu'aucune grandeur donnee; et n'admet' 
par conséquent de Pune k Pautre ^ aucune grandeur intermédiaire^ de sorie* 
qu'effectivement , ees moyennes passent par tous les degrés ój^ longue«ar^ depuis ^ 
PQ á PR- 

Ginquiémement enfin , ees moyennes sont tou jóurs egalés detnr k deux* , mais • 
jamáis en plus grand nombre ; attendu que lorsque Pangle BGE est égal íi Panglé 
FCE , les triangles PGF, PGE peuyent oonyeiiir^ par un anglcégid 4 un anglé 
et les cotes autour de cet angle respectivement égaux , que p^ar conséqueoC' 
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leurs )>ases PF» PE sont égules; au lieu que du moment que Fun de ees angles 
surpasse Pautre , la base du premier surpassé la base du second ; d'oh il suit 
£nalemeinjt ^ qu'U y a ioujour» ¿galité entre deux nioyennes , mais jamáis entre 
uu plus ^rand nombre. 

j».^ 8i. Conséquence. Dans tous les cas de la propoáti(\n pre'cedente, la plus longiie 
^es droiles <|u'on |>uisse mener á la cárconference d'un cercle depuis un poiut 
P .(fig. 61) quinten est pas le centre, est PR, somme de PC, dlstanc!e de ce 
point au centre C, et de CR, cayon du cercle. Par rapport a PQ, la plus 
^^ourie de ees droites, elle estegalc, dans le premier cas, k Texcés de PC, 
xjistance du point P au centre , sur CQ rayón du cercle; elle est egale dans le 
s.eco/id cas^ a Jí'.e^cés du r^yon OQ sur la distance PC^ enfin, dans le troisiéma 
<)as , .elle est ^nulle , et par conséquent ¿gale encoré á la ,diBerence du rayón 
•CP á la distance PC. De sorte qu'en general , la plus Jongue des droiles 
qu^Qapuissne mener d la circonférence d*iin cerele , depuis un point quinten 
Mstjpas le centré^ ^^t ¿gcile á la agrame de la distance de ce point au- centre 
et du rayón ; la plus coarte, est égale ja la différence, entre cette distance 

,,. jet Je rayom^ ,. \ 

^:*8?. iCons^quence 3. Dans le trolsieme cas du théorémc prcc¿dent (fig. €a), le 
point duquel on mcne des droites a la circonférence , étant sur la circonférence 
•n^ém^ ; XQutes ees droiles sont des .cor4es, qui vont en croissant, depuis une 
Jongueur ^lulle jusqu'a celle du diamétre. Or il est á remarquer, qu^d mesure 
que ees cardes croisseni, Uur distance du aendre diminue; que par exemplc, 
la corde AB , qui est pluslongue que la corde AH, est plus prés qu'elle du centre 
C : car abaissant CS , perpejidiculaire sur AB , et CT ^ perpendiculaire sur AH , la 
parlie CV de CT est plus grande que CS n^" 47 ; d'oü il suit , a plus forte 
xaison, que CT toute enliérc est plus grande que CS. 

sí.^83, Conséquence 5. Ce qui cstvrai des cordes qni partent d'un memepoánt, est 

tVrai de tgute^ les cordes; les plus fgrandes sont le plus prés du centre. De 

plus, celles qui soj|;it égales, sojit Qgaleniept lóin du centre. Car premienement, 

la corde DJS (fig. 6;^) étant supposée égale á la corde FG; les tnangles CD£, 

,CFG peuvent;Conv.enir , par J't^í^lité respective de leurs trois cotes. D'oíi il jsuit 

. qqe CP, pecpendiculaire sur DE , est égale a CQ , perpendiculaire sur FG. 

Secondement, supposé que la corde KL soit plus petite que la eorde AB; 

i'on peut lirer á un point H de Tare AIIB , míe corde AH égale á KX , 

. attepdu que les cordes :tirées du }M>ii:it A aux points smvans d'AHB , croissent 

continum^nt depuis zéro da. longueur jusqu'a AB. Mais Jes cordes AH, KL 

A. ?Q^i égale/uQnt 4Í5tante3 .du centre , et AH en est plus distante qu'AB; done 
KL cu est ^ussi plus distante qu'^B; dopc en general, deux cordes éjgalea 
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'Wnfá ¿gateé disfnncea <tu centre, et la plus grande de deux cordes inégales, 
est á une m&indre distance du centre que la plus petíte. 
m^* Si. Oba^vaiion \. Aprés 4ivair considere les cordes dans le cercle entler, par 
rapport á Icurs disiances <Iti centre ; si nous les coosidérons dans le demi- 
ccrcle seulement , par rappori aux ares qu'elles y souteudent , nous rerroos j 
que les cordes égales y soutendent des aros égaux, et <jue y de deux cordes 
inégales j la plus grande y scuíend un plus grand are tjue la plus peiite f 
ear premiérement , supposé que la corde FG soit égale á la cordVDE (fig. 6a )| 
les triangles CFG, CDE peuvent convenir, par irois coles respectivement 
egaux; d'oii il suit que leurs angles au centre sont égaux, et partant, que eos 
angles mémes insistenl sur áes ares egaux. Secondement , si la corde KL est 
plus grande que la corde DE , le trtangle isoscéle CKL ayant une base pfiis 
grande , renferme entre ses cotes un plus grand aogle que le triangle isoscéle 
CDE ; par conséquent Farc KL est plus grand que l'arc DE. 

Réciproquenient , les ares d*un demi cercle qui soni égaux. ^ ^nt des 
cordes égales , et lorsque deux ares d*un demi cercle soni inégaux , le plus 
grand a une plus grande corde que ie plus petit :■ car si l'ai^ IG est egal 
a l'arc DE ; les triangles CFG , CDE peuvent convenir , par un angle C egal a 
un angle C, et les cotes aulour de cet angle respectivement cganx ; d'oü il suit 
que leurs bases FG, DE sont ¿gales. Sí au contraire Pare jKL est plus grand 
que Pare DE , Pangle C du triangle CKL étant plus grand que Pangle C du 
triangle CDE , il s'eusuit que KL base de CKL, est plus grande que DE base 
de CDE n/ 54. 

Observaíion a. La perpendiculaire au fnilieu d^une corde , réunit cinq 

conditions , et il suffit qu*eUe en réunisae deux , pour les reunir toufes : or 

n.* 65. ^^^ conditions sont i .^ d^étre perpendiculaire sur une corde : a.* dcpasserpor 

le milieu de cette corde : 5.** depasser par le centre da cercle : 4." de passer 

par le milieu du grand are : 5." enjin^ de passer par le milieu du petit are. 

En eíTet , la perpendiculaire CP, sur le milieu P de la corde AB (fig. 63), 
reunit «deja deux de ees eonditions ; et quant a la troisieme , de passer par le 
centre C, CP la réunit aussl; attendu que la perpendiculaire sur le milieu d'une 
droite finie , passant par tous les points k egale' distance des «xtrémités de cett^ 
droite, passe ainsi par le centre , qui est toujours équidistant des extrémités 
d'une corde. Quant enfin aux quatriéme et cinquiéme conditions; les triangles 
CPA , CPB pouvant convenir, par Pégalité respective de leurs trols cotes; leurs 
angles ACP, BCP sont égaux, comme aussi letu*s angles de suite ACN, BCN; 
par conseVpient, les ares AM, BM d'une part, et les ares AN, BN d'autre part; 
«ont égiiux n.° i4, et partant, la perpendiculaire CP reunit encoré ees qua- 
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tríeme et cinquiéme condiüoDs. Mais suíTit-il qu'élle en rcuoisse deui queloOBqQts 
pour qu'<elle les rénnisse toutes ; c'est ce qui reste a examiner. 

Or quatre de ees conditíoDS la faisant passer par un poínt donné } deiii 
quelconques de ees quatre suffisent a la faire' coincider ayec celle qui les^ re'unit 
toutes n.^ 3. Quaut á la condition, d'étre perpendiculaire sur une cord^; la 
droite qui y réunit celle de passer par un point donné y coincide aussi zyw h 
droile qni les réunit toutes , tu que d'un point donné sur iine droite y on ne 
peut lui elever qu'une perpendicrulaire , et que d'un point donne hors d'une 
droite y on ne peut tui abaisser qu'une perpen(£culaire. Done finalement y la 
droite qui réunit deux quelconques des cinq conditions specifiées y les réunit 
toutes. 

Ici se terminent les observatíons et les consequenoes auxqueües nous avons 
été acheminés par le théoréme XXJCY. II s'agit á présent de faire ser\ir ce 
tliéorcmc et sa seconde conséquence , k distinguer les difierentes positioas d^os 
lesquelles deux cercles traces sur le méme plan peuvent se trouver*. 

THÉORÉME XXXVI. 

^ Deux circonférences de cercle, tracées sur le méme plan, n'ont aucun point 
communy ou en ont un, ou en ont deux., mais jamáis plus de deux. 

La distance des centres de deux cercles traces sur le méme plan , peut étre 
ou plus grande que la somme des rayons de ees cercles y ou égale k cette 
^omme, ou enfin plus petiie que cette somme méme. Or supposé premiérement 
( lig. 64) que KL , distance des centres K , L des cercles ABC, DEF^ soit plus 
grande que KCH-LD somme de leurs rayons; si de part et d'aulrc de Tiné- 
galité KL > KCH- LD , Ton retranclie LD ; il rcstera KL — LD > KC. Mab la 
plus courte des droit^s qu'on puisse mener du point K á la circonféi ence 
DEF, est égale a KL — LDn.*8íj done elle est plus grande que KC rayón 
du cercle ABC; done tous les points du cercle DEF sont au-dela des rayons 
d'ABC; done il n'y a aucim point commun entre les circonférences ABC, DEF. 

Snpposé en second lien (fig. 65} que KL, distance des centres K, L des 
cercles ABC, DEF, soit égale áKC-hLD, somme des rayons de ees cercles; 
il s'ensuivra que KL — LD = KC. Conséquence qui rapprochée de ce que la 
plus courte des droites qu'on puisse mener du point K á la circonférence DEF 
est égale k KL ~ LD n."* 8i , demontre que le point C est le seul qui soit 
commun aux circonférei^ces ABC, DEF. 

Supposé en troisiéme lieu que KL (fig. 66, 67,68), distance des centres 
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£) L d^s cercles ABC, DEF, soit [)liis pciite que la somme des rayons de ees 
eercles ; ee troisiéme cas , caraclerise par KJj <[[ KC + LD , se subdivise en 
trois autres, savoir, celui oh KL est plus grande que K.C — LD; celui ou KL 
^st egale á KC — LD; et enSn celui oíi KL est plus petile que KC — LD|^ 
.diOerence des rayons des cercles ABC , DEF. 

Par rapport au premier cas de celle subdivisión (fig. 66}^ cas dans lequel 
KL <^ KC ^- IJ5 d'une part , et KL ^ KC — LD d'autre pan ; nous savons 
vque KF, la plusiongue des droites qu'on puisse -mener du poiot K a la circón- 
icrenc;^ DEF ^ «st e!gale k KL 4- LD , tandis que KD la plus eourte de ees 
•droites, ^st egale a KL — LD n/ 8i, Or comparant KF = KL-hLD, á 
KL^KC — hD ou a KC <;^KL— f-LD , •nous voyons que KF est plus grande 
<que le rayón KC •: comparant ensuite KD=±KL — LD, á KL<CKC-+-LD 
•ou á KC }> KL — LD_, nous voyons que le rüyon KC est plus grand que KD; 
qu'ainsl ce rayón est moyen entre KF ^t KD , c'est-á-dir^ , entre la plus 
longue et la plus eourte des droites qu'on puisse mener du poini K a la cír- 
•confeVence DEF; <jue -par conséquent, «on peut mener du point K k ceñé 
circonférence deux droites* K-G , KH , égales au rayón KC; el partant, que les 
circoiiférences ABC , DEF unt deux poiiits comnnms , mais pas davantage. 

Quant au second cas de la subdivisión precedente ( fig. 67 ) , cas dans Icqucl 
KL = KC — LD , ou KC = KL •+• LD : la plusiongue KF des droites a mener 
^du point K a Ja oirconférence* DEF , étant egale a KL-hLD; U s'ensuit que 
KF = KC; qu'ainsi, excepte le point C, tous les }K>iiits de la circonfcrence 
DEF sont en dedans de la circonférence ABC; qu'il est le seul qui aoit sur 
•cette eirconférence ^ et partant , que ees circonfereiices n'ont qu'un point 
-commun. 

Enfin par rapport au troisiéme et dernier cas de la subdivisión susmentionnee 
( fig. 68 ) , cas dans lequel KL <; KC — LD ou KC >> KI^ -+■ LD : la plus longue 
KF des droites qu'on puisse mener du point K á la circonférence DEF , étant 
•egale k KL + LD, est plus pelite que le rayón KC; par oonsequent, tous les 
points de la eirconférence DEF , sont en dedans de la circonférence ABC, et 
partant^ ees circonférences n'ont aucun point commun. 

Remarque. Comme deux cercles se touclient, quand ils nV>nt qu'un point 
fil* 87. commun y et qu'ils se coupent^ quand ils en ont deux ; le théoréme précédent est 
susceptible d'un énoncé plus instructíf que le premier, savoir, que deux cir- 
^nfárences de cercle^ trocees sur le méme plan^ ne se touchent ni ne se 
coupeni^ quand la disiance de leurs centres est plus grande que la somme 
ou plus petite que la différence de leurs rayons : qi^elles se touchent exté- 
rieuremetU^ quand la distance de leurs centres est égale á la somme ^ inte-. 
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risurejnent , qnand la disiance de leurs centres esi égale d la dtffSr¿ncé ¿t 
leurs rayona : qufenfin elles se conpent ^ quand la distance de leufs centren 
est moyenne entre la somme eí la diff¿rence de leurs rayons. 
ji.*88. Conséquence. Quand déux cercles ae toucñent, leur point de contad esi 
sur la droite qui joini leurs centres ; car la pías courie comme la plus longne 
des droires qu'ón. peut mener du centre de Pun de ees cercles á la circonle- 
rence de Fantre, étanl couchée sur la droue qiii passe par léurs centres; si leur 
poini de- conlact éloit hors de ceite droite , celle- qu*bn meneroit á ce point 
dépuis le centre de Fun, seroit une des moyennes éntrela plus courte et la 
pIíis longue- des droites a mener de ce centre ménie á lá circonference de 
Fautre cercle ; d'oii il snivroit qu'elle* auroit son cgalé; que par conséquent les 
cercles en questioi#ne se toucheroient pas , roais se couperoielil; qu'ainsi il est 
prouvé , que le point de- contad dé deux cerotes qui se touohent est sur la 
droite qui joint teurs centres. 

A lá" suite du sujet qui- \ient de nous occuper, se pre'scnte celui oii il s'agit 
de- de'terniiner la valeur des angles qui n'ont pas leur sommet au centre du 
cercle , par les ares sur lesquels ik insistcnt. Ces angles sont de trois genres : 
ceuic du premier ont leur sommet sur la circonfcrence; ceux du second- Font 
en dedans áe la circonférence-, ceux du* troisieme l'ont en dellors». 

Pour faire Pcnumération des espéces renfcrmées dans lé premier genre , soit 
TT , tangente au point M' dü cercle ABL ( fig. 69 ) : si dé ce point on tire une 
corde* MA, elle-- partage le cercle en dcux segmens AKM, AEM^ et fáit avec 
la tangente deux angles AMT, AMV, le premier desqueU renferme entre ses 
jambes Pare du segment AKM, tandis que le «econd renferme entre les siennes 
Tare áu segment ALM. C'est de pareils angles qu'est compose'e la premiére 
espcce dn genre de ceux qui ont léur sommet á la oiroonfércncc , et onleur 
donne le nom á* Angles du segment. Si du point M , on tire ensnite tme seconde 
corde MB, elle fait aussi avec la tangente. TV, déux angles de méme espéce que 
les pre'ce'dens , savoir, BMTangle du segment BKM, et BMV angle du segmeoí 
BLM; mais les deux cordes MA, MB forment Pune avec Pautre un angle d'es- . 
péce differente , laquellé est composee de ceux doiit les jambes sont des cordes; 
ces angTes porient le nom d! Angles á la circón férence ^ et díflerent de ceux 
qui ont leur sommet á la circonférence , comme Pespece diíTére du genre. 

Remarquons á présent , qu^éntre les jambes d'AMT, angle du segment AKM 
il est impossible de tirer une droite, qui ne partage pas en déux, et cet angle > 
et Pare compris entre ses jambes; que dé méme, il est impossible de tirer 
entre les jambes d'AMB , angle á la circonference , une droite qui ne partage 
pas en deux, et cet angle et i'arc compris entre ses jambes, t^^est á cette cir- 
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constance qn^est allacliée la qu£^catiop d-jérc ojompris' entre les jambes ¿Pan 
angle ayant son sommei á /» circonféreñoe : <íár un angle auroit son sorntiiet 
^ la circpnférenee ^ imeroepteroit un afc ^mre^^lea^jaqibq^ ^i'onufiHJiroii pas 
qne cel are- fui %coniprÍ6 . tolr^: Ces )jin)bas n^mes-^t s'il étoit possible (^¡tfuiífe 
droile partageát l'angle, sans parlager l'arc intercepté. 

1* suii dfe ceite oUsetvaíéoii;; ' cjtfé' fe 'but íju-ón^' se )>ro][)Ose , ^ quand on 
considere íes ang]¿» páf rappbrt-áüx art-c* corttWm entre leafs-'^ambC*, eianí 
''di^'^ détcfmiifiiKr par ees ar(*^; ittus les anglé^ tpifr p'euvént étfé* parflgcs par 
iiíie droite*,' san^ (jfáe^lWc cdntenu* le soiisíussi, -toéC |íar^lfi* nién^' exchifr 
du nombré de oeiix^^'il y a Keu' d^prendi*e en cfofisi^'rsftiofl; Cest^^ui^tioi 
soni encina dé de^ nombre*; 1/ tóusccfuic quí sont' fórrtés pai* )á tabgBftt'e TV, 
et une droíwquelcompie M&, tlrée' du'pomi díB contacJl'M'^ v^i^i^^eolé op- 

* • • • 

pose a celui- oü;la tangentetnéme laisse ibut le*cercte y aiVetidu^ qiiHk jue i-en- 
ferment point d?arc- entre leurs' jambes- : ^.? ^Ccms^ccmx qúi^ WMnt formes par. 
MG efe par ime corde MB,. vu que Tangí e BM&, form^-fwiíf ' c» dewnfdroiies, 
cst bien partagé- en deux por ia Üirohe MH',. niai^'c(ue* rírt^}BMff*Vie Test pas 
Une reste doqc iiprendre et) iiKmsid^rafion / qt)e-<)enx espéees xt^oifgles .ay^ij^t 
leursommct á. lacirconférencc^ savoír, les attglesdu segmemy formes par 
une corde* et une tangente^ ' et les angles-A la cireefnfár^ndtf ^ 'foltoés pai* 
deuxoordes.. ^ «^ "^ 'I mi s oí- .i>. - -'-íi 

Définiiion^ Lorsqp'ón tire li corde*. ^AC' de -Paró stir»-feqtiel-iiisi¿tW ABC, 
anglc a la circonference (fig. 70),- cei>aíigl6$66'trontt dslíis le segment ABC , 
et ajontca $(m nom á^angle A^la^^r^hnJ¡épen(;ey tée]mvá^ah le seg^ 

mentj do sorte que I^angle dáns le*^ segment insiste sur IWo dui>ogái0flí|^ alterne: 

.. . t .«lili. « k f I 
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Soit BAT, angle du;^egmenj» BDA( 62^,71)^: Si l'bn tire le ray< 
ánt de contáct'AVct qu'on abaisseXr ,*^ perpendictilaire sur BA; 



« 



k. * 1 ' - ■ . . . . ; 

n*aQ, t^^ ^^gle ' du segméhi eitegal átangle au penife i guf insiste sur ía^rnoitíé 
* ^ ' • ue I are aUr s^gment. 

iyon GA, crtí 

pomt de contact A, et qu'on abaisse Ut^, perpendictilaire sur 15A; cette per- 
pendiculaire pAssera par Je i||il¡^a-^p. de^Tarc BD^ ^rT! ^V-^^ IVmgle 6AT s^-at^ 
^ droit n.** 79. Mais le trianglii CP^^j est .Jc^ctángle.ep^B'j done )a\somme dé 

ses deux autres. angles PCA , P.^,^^t^ ¿gf^^ á» un angle drojt' CATss=PAC-H» 
PAT; done PAT=PCA; done Vangle da ^egnient cst ^al: á I* angle au 
centre qui insiste sur la moiiié de l-arcdu segmení. 

o 



58 .OKOM¿TRja ál¿MKNTAIBB. 

f THÉO&ÉME XXXTIH. 

I/eíngie é ía eírconféremee insigit sur un are double de cehu eur lequel 
%^ il ineisieroit, é^il ét0U plaoé^ au centre. 

Soit ABC un angle á b círconféreiice {fi|;. 70) ; sí par le soteniet B de cet 
angk on fak passer la tangente TV, ]m trois anglesVBA, ABC, CBT^ d'oue 
f>art de cette- tangente Vaudront deus jangles droits^ et panoonse<|iient insís- 
i^roient sur la moitie de la circanfóreoee , s'Us eWent places au centre. Mais 
ABY ^ angle da segmeAt ALB^ est -^al ii un aaogle «« ^oeatre^ ^pa insisteitnt 
•ur la moitié de I'arc ALB : OBT^ mgle du segment BKC^ est éf/íi a un 
Jingle au centre , qui insisierott sur la nioiiié de Tare BKjC; done Fangle AfiC^ 
place au centre, insisieroit sur la moitié de Farc ADC; done TangLe a la eír- 
oonférence insiste snr un arp double de celui sur Jequel il insisteroit^ s^ eioit 
plaoé «a .centra 

Rtmarque ei eonséquence. Qnand ^ki £t d'un angle place au centre j qu^ 

^ iBí pour «nesure Tare sur leque! il insiste , on entendftar U, que cet aogle 

eonticuit autant de degr«s , minutes , seconcies ^ingulaires etc. que cet are 

, 4HMitient de degrés 9 minutes secondes circulaires. C'est aussi dans le 

méme sena qv^on dit de Fangle -du segment qull a pour mesure la moitié de 

l'arc du segment; de Tangleia la eirconfcfrence , qn'il a pour mesure la moitié 

.de IVrc sur lequel il insiste ; et de l'angle dans le segment , qu^I a pour mesure 

. la moitie de l'arc du segment alterne. Or il suii de cette demiére observatioa 

. y ,qpktJ^mngle dans ie demi tcercle est droit^ puisqii'il a pour mesure la moitié 

de la demi-circojnférence ; que Mangle dans un segment plus grand que le 

demi-cercle esi aigUj puisqu'il ja ponr mesure la moitié d'un are plus petit 

que la demi-eircooférejice ; et qu'enfin , I' angle dans un segment plus petit 

^ gue le demi-cercle est ohtus^ puisqu'il a pour mesur/s un .are plus grand que 

la moitié de ia diemi-cireonférence. 
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T H É O R É M E XXXIX- 



B.*9Íi. U Angle qui a »on «ommét en dénam de la eirconfér^nte , est n toute la 
quantiié arigulaire autour du Centre p conime la demi-somme de Vare 
' sur lequel il insiste et de Váhc sUr lequel insiste son opposé au sommet, 
est a toute la circonférence.. 






Soit BAC (fig. 73), un angle ayant son sommet en-deduas de la circón- 
£érence: si aprés avoir prolougé ses jambes , afin qu'elles forment DAE, son 
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opposé an sommet, oiv tire la eorde DB; Wagle ¿la drconference BDC, 
eiant éga) 4 l'as^a air centre, qui insúteroil sur la moilie de Farc BG; et 
Tangle á la circaiifereiice IkB£^ ¿lant ^al i^Tanglerau -o^Mlre^ qui ixüísteroit 
1» cneaue de Faro D£.; Ir semme de ees anglea.> placee au e^ülre, isfisteroit 
siir far m^tié des ares BC, BE. Mm Fangle BAC est égal á la somme de ees 
angles n«^ 53.; done BAC place au cenare insUteroit, sur la deitu^-somme des 
ares BC, DE; done cet angle* est á tcrute la- quantité . angoli^re autpnr du 
eenire, comme la demi-soaune de Tare sor lequol Ü insiste, et d^.JWc sor 
•' léqiiel insiste- son- opposé an soonnet, est a touter Ik cireoofén^noe- 

Kemarque. Si le somm^ A, de Pangle BAC, venoit á seposer surto centre 
dii cercler; Fe théorime precedent devrott,ae treuver d'accordMnrec celui qm 
dunne la \aleur des angles m centre par. celle des ares sor. lesquels.ils ik^ 
sisteut, et c'est en effet ce qui anive: car lorsque l'^ang^e BAG^astr a^u centrey^ 
son opposé au sommet DAE, esr auaai< an centre:} d-oi^ ji(\^uit que < Jes aros 
BC,, OE^sent égaux, et que leur^ demi-somme est égj4e ii Tun des deux. 

T H ÉO R É M £ XL. 

Uangle qui a son sommet hors d» cercky est d tbuú la juanüt¿angu^ 
^ ^* laire mitbur dü centre ,. comme la démi-diffénence des aro9^emr lesfu^U 
il ineieie eet-dtouté lá'circotíférenGe^ 



\» 



U y- a tiroideas a disduguer dans ce the'oréme (fig.'75)r- ¿epremier SAZ,. 
dans lequel les deux jambes de l^'angle sont des secantes : le seeoud SAÜY, 
d^us lequel 1-une des jambes de Tangle eist. uqe sacante, etTaiitre une tan- 
gente : le troísiéme enfin TAN ^ dan^ lequel , le^ deux ^j^^iabes de Tañíale soni 

des tangentes. . /.n ; ^ . ' 

Daos le premier cas, si Ton tire la droite BZT, Tangía SBZ, 'ext^rieur éa 
triangle BAZ, est égal a BAZ+B^^} pap, conséquent BAZs=SBZ— -BZA. 
Mais SfiZ plapé an chatre ÍBs¡steroi.t ^ i^r. la mcHtié de Pare SZj BZA plaoé en 
centre insisteroít sur ja^ . moiti^é 4^ iV^ BK.i drac J^AZ j^ae^ au (t^ntre in* 
sisteroit sur la'denDÍr^i0eVe)a€e:djBsj^T|ip^ SZ, B|^ 

Dans 1^ second cas, cebú au^W||lf SAN, est fórmi per use séewte et 
une tangente; si Vnif tire^ BN^J'^nf^e SBN .^ extérieur du tr|aD^le BAÍH y est 
égal a BAN-*r^NAj,per c9ps¿quwtBAN=^^ Mais SBN est égal 

a íaiigle au^i^entri^,;: qui insistencMi j^nr >,ii^itié de V^a^ SJ^Nj^^NA est égal 
á rangle.ei^ centre,: qui w^^reit sur Je moiué de IWciPBNj^: den€ l'angle 
JMbNi|ilwé^iÍI «fjB^e,i|i4steí9Íi^.attr la di^ni-difii^renc^ d^ fr«s SZN,,B1N. 



G<éK>IM»¿ T'H: l'E^. TÉX B M K Ñ T A I A E. 

f »^'?'* 'IBÉfiíi dátonie^-trírisiénie' «as/ célui oü Tangíc TAN est formé .par denx laa-^ 
^ ' geále» r^'qite'dluli ^oint.dt «ooolact i» IVatre, *oa ú»e Ja corde TN; i'angle 
:o:> TNGy e^ériíi^ íduoíiíitBg^^ TAN, sera:^alá NTA^-TAN; parx:oíciséquen 
tic -» TANfa/ffíO^NTA; M«l5(:3']»6 place au :centi:e:; insistíeroít wr U,.mo¡iie 
>e> í>:.<JéTarc TSN; ,ÍÍTA pídc¿ ausceniirc^ .insisieioit sur la moi(i¿:de l'^rc TBN; 

*-^ -iéoéc tTAN place' aui^ebtrOi, ^nsisteroit aur la mokie ,de 1^ diffénence des ares 

í/f ' 'f'SNy *TBN* Dono df^ns^ -ce 'eaa , icomaie'dons les deux cas precédeos,. rapgle 

>•'* - '^l^i^ sotí 'SOmiBet liors du cerde, «tiqui cenfiarme entce sds.juBibe^id^ux ares 

de 4^tít^y e^ égad^ á^ l'^ftagk au oenti^ / ^joíl inaist^rou «ur :ia deml-difi^i:e.nce 

■' :Aes? arcá -Mmpras-enuse se^ jam^^. * ^ ::/ . í 

^jV 'ii! oPiMena^att-^oisieme su^t de recherdbes^tfue lei Mrde^f^oiia -n prirsenté; 
^ -je V€tl«'difm'^ leS' rdppopts qui eximent , aait enixe les partíea ^dea cordes qtá 
«•'^ •(^v^e^éotíjpeWv'^dan^tilHioerGle^ s€^it entire; oertaiftes pafties?- de secantes et4e tap^ 
¿9X'. 3^jSH£^i^'j^nieíAi de points49m^^^»u*'l&pl^ <l'unicercle> , . ¡«o 

'T H É ÓREME XLI. 

m^'^^. peux cordes quí 4e coupeni daña un cercie , se coupent en parties récipro^ 

Sólent AB, CD (fig. 74), deux cordés-qui se coupent- dans le <;efoIe CAD : 

si Ton tire. les droites CA , DB, Pon a deux triangles AEC, DEB, équiangles 

■; ' enir^eiix, Vil c^ue lea an^¿s C.,*A, d'A'EC, cofeme les angles B, D^ de DEB, 

*^ 'sohl 'alióla 'fcircótífeVéqce, et que les prémiefs insistem respe ctivcment siu* les 

,inéñi(¿s^ ares que 'les seconds. 'Máis'les cotes correspondans des triangles 

''¿qííiaug1es^k)ht-pí'opórfibnn¿ls AB:EC==íED:EB ; doné les cordes qui 

se cQupent dans un cercie, se, coupent en parties réciproqueníent propérlion^ 

Conséquence. Un cas partietflíerfle ce tKeWéme ffig. 7S), fliat eelüi dans 
,íí.* ¿iSt'iéqfrél AB', rdrné' d¿s 'bofáes <JÍ4i ^ác coupent, est un diámiétre , tandis que 
*IÍmÍre'co'fí!e*fcO é%t pei^ef^^ sur ce *diattifet*fe. ©ans oe eas, €D est 

m ^aV A3B'*ti/^. tx ^xnútáS^E'esé ni^yenne pro-- 

quíe l¿rsqu'elle 

grand qifalors; 

Íf\^\iM^\iif dk^{^^^^ prt)Ventós de la. hmltípMcaUon 

AO*<OB, 




1 



\ 



• 1 • 

• « 



pour^que It produit desea pariies soií le plus. grandp09sible? ' * 

est, qii'il faut la partager en 4eux ¿galement. 

Remarque et dénóminatione. fiousne cherchioos point cetle r<fpons6 , • quand 
la roaniére dont éitxni cordes se eoupejdt dans un cercle , nons Fa doonée : 
Á nous Taviona dierchée, nons aurions dít : la quantité ¿ partager, peut ^e 
^ representer par 2/¿ , et de quelqiie maniere qu'on la partage en deux, ses 
• partiesr sont w-4-jc, n — x. Or leur prodnit n/i— ácjc 'ifest jamáis ú grándqre 
lorsque x==o; done c'est quand une quanüte* est partagee en deux également 
que le prodnit de ses pames est lé plus grand possible. 

Les démonstrations qui résultent de recUerches indirectes, conime celle qtie 
Fintersection de deux cordes de cerde nous a procure'e , sont celles que les 
logíélens ^ualifíeut de démonstrations á posteriori¡ par oppOsition á celles 
qu'ils qualifíent de démonstrations á priori, lesquelles se tirent direciement 
des donuées de la qiiestion a laquelle elles se rapportenl : celle que nous avons 
proposee en second lieu , relati^ ement au plus grand produit des partjjis d'une 

.qúaútité %nji partagee eú deux ^ est luae áémonslraúop á priori. 

... ... . 

T H É o a É M E X L 1 i. 
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^^>^. Les secantes gui partent du méme point, soné'en raison iiiverse de leurs 

parties e^íérieunes. j : 



« ** 



. . SoientSBy. SD (fig, 76) , deux. secantes menees du méme^ point S.j « la cir- 

oonférence du cercle CAB : síFoíi tire les cordes AJp, C3., il ae forme deux 
t,.í . tfiangles S3Q> SDAy c'quiangles entr'eux, par un angle cpmmun S^ et l'¿- 
. ^ - galit¿ de B, D^ deux^áutres angles shh circonCérejice , qui ijusistent sur le méme 
r are AjC; dbíi il swit que SB:SD^SC;SA- 

#•• 97. i Conséquence. A mesure que la secwte SD s^ecarte de la secante SB , l'arc 
, : . ?CTD dimipivB, ses extrémitie^, XJ, D se rapprocliteut, et seréuxiissentenfin en 
. : , un «eul poiat X ; de sorve que la droite ST peui étre considerée, ou ^comme 
n.< . Vune sécaxitp ¿gal^ á sa.parúe ¡extérieure, ou ^con^ie . ime tangente.. Or sous le 
::.^om.de sedeante , .elle ,e$t moyenn^ pi^portionjfelle ^ntre.SB et SA ; par con- 
•&>... T s^quc^t^.^o^vis ]^. noQi de tangente,. eUe est mpyepne pr^pprtioonelle eütre 
&: . <: £$.9 jsecw^e qui part d:yi.Q]y¿axe jp^^^^'^le^ f t ,SA^ partie exterieure de cette 

, ;•* v;.-5íK«ani.e^. _^ ..>.. .^ .• .'.*..'»..** * 

Que si, au lieu de C9i^si4eRer ST /^oqoíi^e pae secaqf^.égaH a.fi^ parue 
^ uvjtíí\énwf^i on la icpnsidere €pmipe u|)e.t^j|Dteif.il^, mpm» ^é^yn^ se pre- 
n^^^iJlf9ífi^ ;.p^ ttWlt fc* 9QT:^ja^l^^^ «^¿qpiangles. 



I 

6» * OÉOlf^áTBlE ¿LÉVBNTAIBE. 

par un ancle commim S, et FégalUe Je deux auires angles SBT^ 8TA, le 
premier á la circonfeVence , appnyé sur Pare ACT; Ic ^second^ ^og^^ d^ ^g^ 
meni, appnyé ausfii sur Tare ACT; d'oü il suit que SB;ST¿=ST:SA. C'est- 
a-dire, que la tangente est moyenne proportionnelte entre la secante qm 
part du méme point qjf*elle, et lapartie extérieure de eeiie secante^ 



S E C T I O N V. 

Solutions de dii^ers problémes , au moyen des propositions qui 
ont élé démontrées dans les secUons precedentes. 



m^^^^^f^^^)^^^^ '»»^^%v^^>'^^^^%v^^%» 
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I la mesure de quelques dislances, nous a mis sur la voie des propositions 
iheoriques , auxquelles nous sommes parvenus ; ees propositions' a leur tour 
nous serviront á résoudre plusietirs problémcs útiles en eiix-m¿mes , útiles aussi 
par roccasion qulls offrent aux commeDcans , d'appliquer a la pratique , ce qulls 
savent'de théorie. Un troisieme usage des prohlenies , dont Euclide s'est 
prévalu, c'est de de'monirer la possikiliie de ceitaines choses, en les executant : 
Aiosi par exemple , ce geométre ayant kesoin dans un tlieoreme , d'une per- 
pendicnlaire abaissee d'un point hors d'ube droite y sur cette droite , fait pre- 
ceder un probléme], sur rid>aissement des perpeujículaíics ; de peur qn'on 
ne lili reproche , de supposer sans preuve , que d'un pomt doniie litjrs d'une 
droite y on peut lui abaisser ime perpendiculaire. Je choisis cet exemple, parce 
qu'au n.^ a5, j'ai demontre que cet abaissement étoit toujours possible , afín ' 
de ne donner pour actuellement fait ou faisable , que ce dont é\idemmeut 
ou par aigument j je pouvois demontrer la possibilité. Je dis evidemment , 
parce qu'il est evident , qu'une droite peut partager un angle en deux éga- 
lement ; que stur une droite , une autre droite peut faire un angle égal a un 
anglc donné , qull y a un point qui est au milien d'ime droite finie , eomme 
il y en a tin qui est au milieu d'un are de cercle : Je dis par argument , parce 
quel'exemple cite , d'une perpendiculaire abaisse'e d'im point hors d'une droite 
sur cette droite , fait assez voir , que ce n'est pas sans quelque raisomvement ^ 
^e semblables possibifités sont mises hors de dome. 

Qoesi^indcSpendammeat des possibilités que je viens de donner pour ¿videntes, 
j'ai suppostf , daas mes d^onstfi^eM \ nfíú étolt poss9[>le auissí y qtt'i^# f»erpeiir 
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dioulftire , fút eleree k un point d'irne droite ^r ceite droiie ; qu*une droite 
fut paralléle á un« autre droite ; etc. cW (fáe la premiire de ees possSitiitcb 
est renfermée daz28 celle , qu'un angle esc divisible en deux égalemeat par une 
figne droite ; et ^iie la seeonde coincide ayec celle qu^une droite yieút faire 
sur une seconds , xm angle égd á celui que font deux autres droiies. De sorte 
que tornes lee possíhiliies que je me suis permis de cpnsidérer comme evidentes, 
l'eteieoit eflectivement ; ^ue par consequent , j'ai pú me dispenser d'en faire 
le snyet de problemes , qtd auroient interrompu la suite des theorémes que 
j'avois k démontrer. 

De ees reflexions sur la metibode y jó passe aux moyens qu'on est cense avoir 
«n main , pour r^oiidre les problémes. Ces moveos soot un plan , une regle , 
iiu compás et tm crayon : un pisua , pour tracer ses figures ; une regle , póur 
cfíriger son crayon en ligne droite ; un compás , pour le dlriger circulairement. 
Le plan est le tiei;i des problémes ^ ou le champ stir lequel ils se rc'solvent ; 
le ccrcle et la lignc droiie foumissent les moyéns de solution. Or comme op 
ne pourroit faire usage de moyens qn'on ne connoítroít pas ; j'ai dú faire 
connottre les ligilfes droites et clrculaíres , avant que de les employer a la 
solution des problemes qu'elles sont eflectivement capables de re'^>oudre. 

PROBLÉMEI."' 



n/ gg/ Ay^ec trois Ugnea drokes^ de grandeurB données ^ construiré un triangJe^ 

Commencons par observer^ que ce probl&me n*a de solutMMi/ qu*a¡ataat que 
dcux quelconques des droites données sont plus grandes que la troisiéme , 
parce que dans tout tríangle , deux cotes pris ensemble smit \A\is grands que 
le trolsicme j et eñ conséquence de cette <Aservalion , suppose que deux 
quelconques des droites K, L, M (fig. 77)9 soient plus grandes que la 
li'^lsicme^ faisoos 1.^ AB = K: 3«^ avec une ouverture de campas AC^L, 
decrivons du point A, comme centre, ime circouference FCE: 3.*^ avec tme 
ouverture de eompas BC = M , decrivons du point B , oomme centre, une 
eircoafe'rence DCE. Ces circonferenoes se couperont en deux poinls C , E : 
Car d^une part, AB distance de Icurs centres est plus petite que AC -h BG 
aomme de leurs rayóos ; et d'autre part , AB est plus grande que la difference 
^e ces rayaos , attendu que de la supposition AC <C AB + BC , il suit que 
AB > AC— fiC- Si done, des points A, B, Pon tire des droites á Tinter- 
section C , ou a Pmtersection E , des circonferences DCE , FCE ; . ces droites 
' fcroBt avec AB • des triangles ACB, ,A£B , dont les cotes seront respecti- 

Temen; egaux aUx droites dounees K , L , M. 
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. ER O B L É ME II. 

.■•-■..-■ ■ ■ > 

>*S9i Swr une droiie donnée EF(fi%. 78 ), faire un angle GEF^ égal á un angU 

donné BAC? 

Fkez une des poíntee de volre compás snr le sommet A de Pangle doune; 
décrivez l'arc BDC, avee un rayoa arbitralre ABj tracez du point E , avec Je 
niéme rayón , une circonfe'rence FRG , puis avec une ouveruire de compás 
. ¿gale. á BC, retranchez en l'arc FRG , capable de la corde FG = BC. Ces 
operaüoBs vous donneront xat poínl G , par lequel tirant' le rayón EG , voiis 
formerez l'angle FEG = BAC : Car les cordes egales partagcant le cercle 
cndeux segmens capaLIes de convenir uu-á-un, n.* 84, le segment FRG, pourra 
convenir avec le segment BDC; d'oü s'ensuivra IVgaliie' des angles FEG, BAC, 
comme angles au centre de cercles egaux , appuyes sur des ares egaux. 



PROBLEME II L 



.1 



B*. 100. lyun point Jiors éTune droiie , lui tírer une parallele ? 

r ■ . 

Afin de tlrer du point É , EG parallele á HI (fig. 78) ; de ce point E, i 

l'un quelconque des points de HI , tiiez une droite EH, et parle probléme 

precédent, faites sur EH un angle HEG= EHI. La droite EG sera parallele 

r •"? -y á HI, att'ehdú que déux droiCés", qui font sur une tioisiéme des angles alternes 

egaux entr'eux , sont paralleles. 



• . 1 1 ■ • tf 



t'loi. PROBLÉME IV. 



., T r. 



Coüper un angle en deux egáleníent ? 



»•■■• 

• ■ 



^- rr • 



■ Pourcóupcr Pangle ABC ( fig. 79 ) en deux egalement , Je fixe une des 
pointc^i dü*¿ompas sur le point^B, et Touvrant á discrétion , je décfis Tare 
^ ' * AC , ([íú cbupe BA, BC, en des points équídistans de B. De ces poínts A- C 
comme centres, avec un rayón plus grand que la moitie' d'AC, je de'cris deux 
ares DI , DK , qui se coiípeut aa poíni D , n.* 87 j enfin de ce point , je tire 
la droite DB, qui partage Pangle ABC en deux egalement, vu que les tnangles 
ABD , CBD peuvent convenir pdr Pe'gallte' respective de leurs trois cotes; que 
par conséquent , l'angle ABD' de Puü, est egal á Pangle CBD de Pautre. 
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B.*iox. Conséq^uencé. Decexpeh droite- BD ( fig. 79) y coupe Páng|e>^ABC en deiix^ 
egalement^ il suU qn'elle conpe áussi L'arc AMC en deux egalement , vu que 
Fan^ ABC e'um an centre^ de Faro AMC; ses mohiea AfiD, GBD, ínsÍMent 
sur dc^ ares e'gaux r Par cdnse'quent ^ la solution áw probléme ,' óouper un 
are en deux: égaiementy s'idenüfie avec la solutioii du- probléme, conper ün. 
are en deu» égaiemeni^ 

P R O B L ÉBIE V. 

, . - • ■ ^ .■ 

• "... \ ; ^ ^ . ' . 

€quper une droite en déucc égcUetnenti^ 

Tíkns iWendoa* de' couper AB (figí 80) , en detlx partie^ éffíléky \e fsás 

*^ *^ 'réfleiien, qu'un point égaleroent éloigaé'des extrémiiés^ d*tíne droite finiey 

étant toujours surlk perpendicuTáire au imlieu de celte* droite ;- si* jé^^pouvois 

trouver deux points D^E^ á égale^ (Bstanced-A et'dé B'|')e^i¿h<oitétfrée par 

ees pointt ty, £, passeroit par le milieu d^'AB; €*ést pfMirtjuoi' 'dil' poíAt A> 

. • • • 

avec une ouverture de compás ¡Jiis grande que ^ A^fi; étdil 'point B, a^ec' 
h méme ouverture' de compás, je décris d'une part*, la* circónféretiee' DKE 
et de Fautr^'party la circonference DIE, puis de Tune* de léurs intet^ec^ions' 
a Tautre, je tire la^ droite DE ,. qui- partag^ AB-^ au póint (yy eit' deuií partios- 
égales*- . — ' ti^ . ■'^ 



f R O B L É !«: E V F. 



'io4. 



Trouper le centr'e d^uU cerote ou d^un are de cercle ASG (fíg''8i )•• 

A cet eflet je considere , que la- perpendicuJaif^e sur le milieu dWe corde 
passant toujoups par le centre du oerple ; si apres avoir tiré les C9rdes AB ^ 
BC, je fesois usase dit probléme précfe'dem, pour élever MD^ perpeodículaire 
sur le milieu d'AB, et ND , perpendictilaire sur le mÜieu de BCj le centre 
ehercké seroit necessairement au point D , dans lequel ees perpendicul aires ^ 
se couperoient, attendu- qu'elle« doivent former un angle égal a Fangle de 
taita d'ABC n.* 38:^ ^ 






BRÍO tfXÉ ME ríi 

B*: ioS: Waire pMser une eírtonférencede cercte pasr irme points donnéa >' 



81 les trois' poimto donnéa e'foi0iit étí^ Hgde droite > e\ef probléme n'aiiroit pa» 
de solution y puisque s'íl e&^voit- tháe \' uneli^e drbitf^- et^ uirer' ligué circü- 

9í 
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r , . laire auvoient ti*ois, points commttBs , ce qui est imponible ^ a/ 86¿ Supposé 
>. , done que los poÍDtsiá.^ B, C (fig. 81 } , ne s^leot^pas ea ligue droite : Si aprés 
.avoir tire lea idreites AB^ BC, Ton eleve MD^perpeadiculaire sur le tnilieu 
d'AB^ e.t ND- perpendiculaire sur le milieu de'BC; cet perpeadicúlaires se 
reipcQuireroBt ea un |iomt D jx.'' 38 ^ ^de plus ce poiat sera á égale dlstance 
des exti emites d'AS d'une pan y et des exiremites de BC d*autre part ; par 
consequent^ le cercle decrit de ce point méme comme centre , avec DA 
comme rayón , passera par les points dojuiés A , B, C 

Remarque ei Conséguence. Remarquons d'abord , que si les points A, B , C, 

'Ctoient en ligue droite, les perpendióulaires MD, INÍD seroient paralleles ; que 

.par 'CQUsequent , .elLes ne se rencontreroiei^t pas el partant , «qu^ .le centre du 

cercle a dácrvre ne se jtrpuverQÍt nulle part ; conséquence qui s^aceprde' áve^ 

, ce qui a é\éf di^ pltis haux ^ que le probléme n'a pas de agluüoni ^uand les 

. |K>ints fiioi;i&es:]sont^en ligne droítei.> . . t . 

^ , . Ajouton^ que puisqite d'un cóté , la perpendiculaire MI) pas^e par ^tous les 

points du ; plan A9^^ q^^ ^^^^ ^ egale distance des extrémites d'AB ; que 

: ^ « d'uM.^tre cdie^ l^.perpendiQulaire ND passe par tous les poinls de ce plan , 

. 4)ui sont ¿1 é^fd^ 4ú)tance ^es exiremites de BC; iln^y a que Fintersection de 

.1 . ees pefp^n^cul^res y qiiipuisse étre e^alement distante des points A, B, C; 

a.^ 106. que par conséquenl , ^f deux points sont également éloígnés de. irois points 

donorés sur un plan ABC s oes deux points aoincidenJL 

PROBLÉME VIIL 

n^ioj. lyun point donné sur une droite luí ¿lever une perpendiculaire ? 

Pour eleverdu point B, sur la droite AC, une perpendiculaire BD (fig. 8a ) , 

- je considere* ce point B, comme le sommel d'mi angle ABC, ¿gal a deux 

angles droits , ei. le probléme propos^ n'est plus qu'un cas particulier de celut 

' ' oíi il s^agit de couper un angle en deux égale'meñt ; d'ou il suit qu^il doit avoir 
méme solution, c'«st-á-dire , qu'il faut faire BA =BC; de'crire des points A , Cj 

' ' commé centres , ávec un rayón plus grand qu'AB , des ares de cercle, qui se 
coupent en D , et tirer BD : Car oetie droite coupant Fáñgle ABC en deux 
cgalement, s'éleve pai: ceJa meme ^lu pnint C^ perpendiculairement sur AC« 
Au reste, sans recourir pour la preuve a la solution du probléme relatif.á la 
bisection de l'angle , il residie de la construction precedente , -que les cotes 
des triaugles ABD, CBD sontegaux un a un; que ees triangles peuvenl con- 
venir; que BD (a^t s^ AC„de9 2|pgles 4f^ suíy^jégaux ^enlr'^ux;: §t jOpalemem, 
^u^iBp .est^ perjjepdiíiu^ir^^ 5ur ^. .^ ^..,.- ¿ , , „, j,, .j.>¿..>: ú^ 
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P R o RL É M E IX.- 

• • .1 i > 



' ^ • 



n.*io8¿. D^un point hora d^une' dr.oite^ luí abais^erune perpen^iculáíre ? 

Etant proposé d'abaisber du poinl C, une perpendiciilalre sur AB (fíg.83); 
j|e donne á mon compás une ouvertuí^ CA, égale á ruñe des obliques qu'ojí 
peut mener du poinl C jusqu'á la ligue AB, etde cepoínt, comme ceñiré, avec 
, ceité' oblique, comme rayou, je décrb une c¡rconférencc'AEB,> qui coupe la 
droit^ AB dans les poincs A ei B^ de sorte qu^l sufnt de trouver un- second 
poiñt E, aégale dist anee des peints. A el B, pour qu'íme' dfoile' Ur¿iB de C 
en E, solí perpendículaire sur lemilieu d*AB. Or on^a déjá vu*, que (^ poin^ 
se Irouve á Piuterseciion de* deux ares dé cercle, res|>eclivemeilt décrils des 
points A, B comme centres , avec un rayón- plus grand que ^ABi* 



J'i : 



P KO B L É M k X.; 

B.* log. A^extrémité A d*une droitéAS, lui élepi^r uñé pierpendlculáire A€?'flg.84. 

Du point- A, jc'tire sur AB une droite AO^ qui fasse avec elle un angle aigu. 
^ OAB; je décris avec 0A, cbmme rayón, la circonférenoe BAG, qui coupe 
AB en A et. B; je tire du point B, par le point O,, le díamelre BC; enfin 
de re-xtrémilé C de ce dlamélre, je tire la droite CA, qui résout le probléme, 
attendu que Fangle dans le demi^cercle élant droil, elle est perpéndiculaire' 

sur AB. 

• . . . ■ 

R© B L É M É Xr. 



n. lio. 



Sur une dtoiie dónnée DÉ , faire un segniént' DGE^ capaBle d^un angla 



Je commence par Taire sur IDE^ un angle FDÉ=s=ABC; dú point D, j'eléve 
güf DF la perpeñdiculaire DO^ el du milleu Mde DE, j'éléve sur DE méme 
la perpen<£culáires MO, cela Tait,, j'observe , que Fimét$ection O des per- 
pendioulaires DO', , ^Q> e^t equidistante des éxtremités de \^ droite DE 
/ n.* 55, et que la circonférencé Ü&E , décrite de ce ppjnt^comme centre*, avec 
OP comme rayón , touche la droite DF au point D n.* 7^; que par conséquent, 
Fángle FDEt=:ABC, est angle du segment DLE. Mais Tangle du segmem est- 
égal á Tangle dáps le segment aiterpe; done FDE esi égal'a D6C5 dono le seg^ 
mem DÓE ést cápablé de l^aiiglé* dónné AÍPC. • '^ 
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Conséquence. De ce que l'angle du sej^ment est egal á Fangle dans le segment 

A."" iii.altenie ü suit que^ %ov» les angles dans le méme segHxeñt sont égaux enlr'eux^ 

(et que par lá-ipé/ne , toi^ les trianglea qui repoeenf sur la copde liu rnirns 

segment y et qiá ont leur sornimt sur Vart de ce segmejnt, opposent le tnéme 

angle á lewr hase^ 

Kécíproquement^ tout triangle qui a pour base la corde étun segment ^ 
fit dont le sommet iombe du méme^cóté que Varo de ce segment ^ mais hors 
de eei are, oppose á sa base un Angle plus grand ou plus pelit que Mangle 
.dans qe segmenta méjai^i Car premiéremept (fig. 86), lorsque le sommet B du 
jtríang^e ABC, tombe ep dedsgas du segmeat ASC5 si ou prolonge CB jusqu'au 
point M de TafG AMC, >ei qu'oi;! tire AM; rangle ABC , extérieur du triangle 
AtMB , est plus gr^¿ qne Fmtjérieur AMC , qui est dans le segnxent ASC : 
Becoodemeot, lorsque le sommet D du triangle ADC; tombe en dehors duseg'- 
ment ASC; le cóle' IK3 de ce triangle, coupe en M Pare de ce segment, et 
JTanglé D, intérieur du triangle ADM , est plus pelit qu'AMC, extéríeur de ce 
triangle , et angle 4^s le segment ASC^ 

FROBLÉME XI L 

II® lia- .•P^'' w» púint donné sur la eireonférence d^un fiercle, lui mener une 

fungente;^ 

Apres avoir tiré , depuis le centre du cercle proposé , un rayón au )K>int donné 
6Í, par le ProblX, vous élevez une perpendiculaire a Textrémité de ce.rayoB, 
elle tpuehcra le cercle au point donné p.*" 79. 

, PROBLÉMJE XIII, 



<• , # - 



i»\\ 



tt.** 1 13. lyun point donrÜ hors d*uh ¿érele p lui mener une tangente ? 

i Etant propose''4c meper du point A ui^e tangente au cercle FMG (fig. 87); 
i de ce point, je tire au centre C de FMG la drqiie. ACj jje partage cette droite 
en deux également, nar le Prob- ^; du poinjt xle divisio>p D, eomme centre ^ 
avee DA commc rayón; je décrís le córele AfC; dupqipt A, je tire enfin 
les'droites AF, AG, aux points par lesquels AFC eoupe FMG, et ees droites 
touchent FMG , Pune au point F^ Pautre au point G, vu que le* angles^ CFA, 
CGA sont dans le demi r cercle ^ que par conseqnent ils sQnt droits \ et quft 
|oute perpendiculaire a l'pxJUrémite d'un rayoa touphe 1$ perple. 
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4i.*ii4« Conséquence. 1. Observons d'abord, que les triangles reclangles CF A , CG A 
(fíg. 87)^ peuvent convenir , par deux cotes respectivement égaux et un angle droit 
non-comprís entre ees cótés; que par conse'quent, les deux tangentes que donne 
]b seludon du probléme précédent, sont égales. Observons ensuite, qu'il^eroh 
impossible de m^aer du point A a la circonférence FMG, une troisiéme tan- 
gente : car quelle que fút cette tangente AE ; l'angle AEC qu'elle feroit avec 
]e rayón tiré k son point de contact £ , seroit droit n.** 79; d'oü il suivroit que 
le triangle AEC seroit capable de convenir avec chacun des trUngles AFC, AGC, 
par deux cotes respectivement égaux et un angle droit non-compris entre et% 
cótés^ qu'ainsi, d'un point donne hors d'un cercle, il seroit meaé a sa circon- 
férence trois droites égales, ce qui est impossible. Finalement done, d*un 
point donné hors éCun cerclej on peut toujours men^r ú ce cercle deux tan" 
gentes, mais deux seulement, et ees tangentes sont égales* 

Conséquence 3.. La convenance des triangles ACF, ACG (fig.87 ) met en- 

tt«*ii5«core sous les yeux que, si du centre d^un cercle, on tire une droite CA , 
au point de concours de deux de ses tangentes ^ cette droiie divise en deux 
également V angle FAG^ compris entre ees tangentes, et Vare FGj qui s^é^ 
tend du point de contact de Vune au point de eontact de Vautre : car cette 
convenance garantit Fégalité des angles FAC, GAC d'une part; ceUe des angles 
ACF, ACG d'autre part , et partant celle des ares FM,GM. 

PROBLÉAe XIV. 

tt.^ii6. A trois lignes données, trouperune quatriéme proportíonnelle ? 



Afin de trouver aux trois donnecs A-, B , C ( fig. 88 ) , une quatriéme pro- 
portioimelle , jé commence par faire un angle EFG ^ de grandeur arbitraire ; 
sur les jambes de cet angle, je prends FGr=A, FI=B, FE==C; je tire ensuite 
EG , et aprés lui avoir mene , du point I , la paralléle IH , je trouve dans FH , 
la quatriéme proportionnelle demandée : car le parallelisme de lU k GE , fait 
de FGE, FIH deux triangles équiangl^s; d'oíi ü suit que FG:FI=FE:FH; 
que par conséquent FG, FI, FE, ayant eté Caites ¿gales une-á-une á A > B, Cj 
DeUes*ci ont FH pour quájuiéme proportionnelle. 



yo 
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P R OB L EME XV. 



9.* 117. Entí'e deux droHeé données, ftouvér une moyenneproportíennellé ?" 

Pour trouver tme moyenne proporlionnellc enire les droites A,B (fig-Sg), 
jc tire un€ droiie CE, sur laqucHe je prends CD=A, DE=B', du milieuF de 
CE, cornmc centre, et avec FC, commeTayeH, je décris la dcnii-circonférence. 
CGE; j'éleve enfin DG perpendiculaire sur CE et je tronve dans DG, pariie 
de cette perpendiculaire qui est comprise entre le diamélre CE et la circon- 
ference CGE, une moyenne proportionncUe entre CD-, DE, et pap lá^méme, 
entre A et B^; n/g5r 

PR O B L É M E XVI. 

Tk'^ iii.Couper une droiie dónnée en parties réciproquemeniproporñonnellee d deux 

droitéa données? 

Soit AR (fig«9o), la ligne k conper en parties AP, PB, réciproquement 
proportionnelles á CD,DE, ensorte qu'il falUe que AP:CD=DE!PB. Consi- 
dérant qu'il suit de la, que APxPB=CDxDE ; Ton voit d'abord que le pro- 
bleme demande Fimpossible, quand le carré de la moitié d'AB, ^AB^=AM* 
est plus peiit que CDxDE: carleproduit des parties d'une droiie partagée 
en deux , n'étant jamáis si grand que lorsque ees parlies sont égales ; AP X PB 
ne peut égaler CDxDE qu'autaut que CDxDE ne surpasse pas AM^. 

Supposant done que CDxDE ne surpasse pas AM^ ; je cherche i.*^J)H, 
moyenne proportionnelle entreCD etDE, de sortequcDH^=CDxDE. 2.*Du 
milieu M de la droite AB, je décris sur AB, comme diamétre, la dcmi-circon* 
férence AFB, et sur le milieu d'AB-méme, j'eléve la perpendiculaire MF. 
3.* Sur cette perpendiculaire je prends MK=^DH , et du point K, je tire KS, 
parallele á AB. 4.*" Du point S, par lequel cette paralléle coupe la demi-cir- 
confórence ASB, j'abaisse SP, perpendiculaire sur AB, et AB méme est coupée 
au point P , en parties réciproquement proportionnelles a CD , DE ; attendu 

que APxPB=SP^=MK»=DH»=CDxDE. 
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PROBLEME XYII. 

'^iiQÜ^uperune droite donnée^ en parties proportionnelles aux parties (Tune 

nutre droite f 

E^ftDt propasé de oouper AB (fig.91 )^jeii parties proportionnelles aux parties 
AD^DE) EF,FG,GG de la drotie AC; fiúcline arbitrairement ABsur AC; je 
tire CB;; je lui méne les parallcles GL^FK, EI^ DH; el le probléme est resolu. 

£n effet, par conitruction, les triangles ADH^ AEI, AFK, AGL, ACB^ 
^tant tous éqiúangles ou eeoiUables; U suit en particulier, de la ressemblance 
«d'ADH et AEl y que AI:AH=:AE:AD ; d'ou Fon tire succesávemeat 
AI— AH: AH=AE— AD:AD , HI : AH=dDE:AD , et finalement^ HJ:DE 
=:AH:AD. Mais une cooséquence semblable resulte de la ressemblance des 
triangles A£I 9 AFK., de celle des triaiígles AFK^ AGL, etde celle des irian-* 
gles AGL^ACB^ c'est-á-dire , queIK:EF=AK:AF; que KL:FG=:AL:AG, 
et qu'enfin LB;GC=AB.:AC; dooc le rapport d'une partie quelconqne d'AB, 
ii la partie d'AC qu'elle a en face , est égal au rapport des cotes autour de 
l'ang]e A, de chacun des triangles AI>H, AEI, AFK, AGL, ACB; done tous 
^es triangles ¿tant sembla]>Ies , les parties AH,UI, IK^KL,LB de la droite 
AB, sont une-á-une aux parties AD,DE,EF,FG, GC, de la droite AC, 
, comme AB est á AC; done finalement, AB est coupée en parties proportion- 
nelles atix parties d'AC. 

Autre solution du probléme precedente Dans le dessein de couper une droite 
KXi (fig'^s)) -en parties proportionnelles aux parties d'AB; }e ^onstruis d^:a-. 
¿ord siu* AB un triangle equilateral , en décrivant des points A et B , con^me 
.centres , avec AB , comme rayón , les ares de cercle ST , SVj puis en tirant a 
leur intersection S, les droites AS^BS. Je prends ensuite sur SA, ime Ion- 
.¿ueur &a==KLj et du point a, tirant ab paralléle á AB, je forme le triangle 
Sa¿, équiangle ii SAB, et par lá-méme equilateral, ensorte que a6c::::Sa=KL- 
£nfin, du point S, je tire les droites SC, SD , SE, SF, SG, lesquelles coupent 
ub en parties proportionnelles aux parties d^AB. 

En ^et^ les tríangles Sac^ Sed y Sde, Sef^ ^fg ^ ^g^^ étant semlJables 
•un-ft-un au triangles SAC, SCD, SDE, SEF, SFG, SGB; lea cotes des pre- 
jniers sont respectivement proportionnels aux cótés des seconds. De plus^ 
<deux quelconques des triangles consécutifs de la premiére auite ', Sed , Sde 
par exemple , ont un cote commun Sd; les deui triangles <$or réspoudans de 
. . Ja seconde suite, les triangles SCD ^ SDE^'Oot Mtssi un cdt¿ "commtm SD, 
.. : ; ^.^:<)^9 cót«s^ Sdj SD se oorresposdeát ^ én qualHé de cdtés des trian- 



* . 
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gles Sed y SCDj, comme en qualiie de cotes des irlangles Sírfe, SDE; par con— 
séquent SálSD, est aossi bien le rapport des coles des mangles Scrf, SCD,. 
que le rapport des coles des mangles. Sde j SDE : en general, le rapgorl des 
coles de deux mangles correspondans ,. Fnn de la premicre , Fautre de k seconde 
suiíe , est le méme que le rapport des coles de deux autres triangles corres- 
pondans de ees suites-mémes. Ce rapport est done teújours celuide Srf;SD, ou 
de Sa; SA , ou enfiíi de a6! AB , done les parlies d-'a¿ sont une-á-une aux pariie» 
d'AB> comme^a6:AB; done finaUmeñt, á6=KL est coupée en parlies pro- 
portíonnelles aux parlies d'ABv 

Conséquence.. & les parlies AC, CD, DE, etc., Je la droiie AB ( fig. 92), 

li.« i2Q;>4átoieBt teutes ¿gales, lesfparties á^ab le seroient aussi ; par conséquent^le pro- 
bléme^ Couperune d^aiHí dennée en parlies proportionnelles auxparties {Tune- 
autre droite?* resonad l^^TcAAkv^^ ^ Coaper'fUne-droiteen w parlies égales?* 
pourvu qu'en porlant unelongueur arbttraire n fois sur une droite indéfínie^. 

, on se ftrocure d'avance , vine droUe dívisée en n parlies egalesi 

P £L0 B L.É ME XVIIL 

n.o iMv- Ti^uver la plus grande commune mesure de deu^t droilés dónnées ?' 

• ■ 

Etant proposé de. trouver la [plus grande commune mesure des droites A, B& 
($g.g3); Fon olera la plus petiteB^ do la plus grande A,autant defois-qu'onle* 
^ourra, et^iceltesoustractian se fait saos reste; B seralaplus grande commune 
mesure. d^A el B : si elle • donne ' un resle C , la plus grande commune? mesure 
d^^B^-scra la méme que celle dc'B^, C : car ta ügne A* e'tant composce d'un 
múltiple de B',, plus le reste O, ensorle que A=nB-hC; touie. commune me- 
sure entre, nB-+rC et B, est commune aussi entre B, G; et réciproquement , 
toute comnmne mesure entre B^C, est pommune <iussi entre bB-4-C etC,. 
d'oü'il suit que la plus grande commune mesure entre B et C, est aussi Xa plus 
grande cownmne mesure entre nB*-hC et G. Opérant ensuite sur fi,Ccomme' 
on- vient de faire sur A,B, on pass^a deux autres lignes G^B, don% la plus, 
glande commune mesure est la méme^que celle de'B,G;.et ainside suite, opé- 
rant toujours de la mémemaniérey.la question sup A, B,. se cfaange successi- 
Ycment en questioBS semblables sur deux autres lignes, dont la phis* grande 
commune mesure est taujours: ki méme qué celle d'A et B. Yoyons en quelle 
progression ees lignes d&minuem. 

Et a cet eOet, considérant que, pat supposition, B est pluá petu qn'A; 
dUops que B peut étre ^alei ^A»> ou plus petiie qu^ ^ A, ou plmr grande^ 
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míe" 4 A : qiie dans le premier cas , PopératioB sur les dtoites Xy B'/nedonne 
aucuil reste; cjuc daris le second cas, Fopération sur A, B, donne un reste 
plus pélit- que ^ A , alténdft que lér- reste d'une división est toujodrs pfás pe tit 
que lé diviséüf ; cja^enfin, datis Ictroisiérae cas, lorsqüe B;i>5A, B reinmohee 
de A la réduit a une lOBgueur moindre que ^ A-. 

Ainsi' done, dans, tbiis les cas, Pópéraiion stií- A-, B-, dónnant^tftí terte plus 
pcfit que jAj represeotons ce reste ^ar C, el il s'ensuivra, qu'une opéra- 
tionsur B,C, semLlablé á ccllé qui aura e'tcfaiie sur A,B, doimera un reste D, 
pItis--pelivqB»^^B.-C'^ái-¿^díre quedeqib>operaiiokisv Jurpranó^ce sur les dróite'á 
AvB; la seconde sur les droites B,G, conduiront á deux droites C,D, qui se^ 
rom respeotivement pltis peiiies qtffe |'A , ^B. De sórte* ijptte-^si; ár la * suite des 
ligues A, B, Ton range les reístes C,D*, E,Fv<}íetc., des 'iojrératiótó' stismen- 
tionnéesvottatiraunc^suíte designes, qtá pi48és.patf coupf¿» AyB^ C^ D ; E, 
F;G,H; etc; , oflrirort dans diacpic ítHlptéff acepté 1^ 

respectÍTement plus- petites que les moitlés des déiir-hg¿íei^Jrt^fcyafeíiitfes; que:- 
par consequeot , la' progressicm ' suívimt laqoellc ttí^ coujrléfs'-dli^ligíie^'dl&inueat 
est pHis convergente que 1» progrcssion sausdou}:)ler ' 

Cela posé ¡c dis, que si lesligncs A*, Bj som intbmmeiffsúyahfes, on n'ar- 
' rivera jamáis á une couplo delignes, dont lá pedtésbit tbíixéúué dads la^ande^ 
un nomlyre • entier defois sáns reste**:- qu^áü' cAtírÁ-e^J *fei'eJIeV'io%ítí*¿Ómmen- 
' surables, on-arrivera enfin a xme cduple de Hgnés, 'doirll lár^tiA'sefa t<inteiiue 
dans la giaríde, un nonibYe entier de fois saits rcíátfe í éÁr p^tliíferetnei^t, *si A, B 
tftanf incomroensurables , on arrivoít á déúsíigiíe^, dont^lSpeBte'Fift b^ntemie 
dhns la gmnde un nombre entier dé-fbi* sans" reste; tó petite seróSt' la plus 
grande com'mune mesure- des deux i et^par-fi^feiéhícf 'd^^j 'B^ j¿e qui '¡ *d^com- 
mensurahles que sont cfelles-c?, eü'ferditijki KgncAt'caitffiietftttr&lJleí; f ^¿conde- 
nieni, si le^Ugnes AjB cHant commenisfCRálflcs, oin/arriVoif paS S'ííeni ligues, 
dout Tune fut contenue dans Pautre un nx>hibi'¿ ériticf de'ib?á's¿)ii]¿ rest<é^ on en 
viendroit enfin a deux ligues'^, Jb y plus petites qti'aticune lígíTé dotín^é , attendu 
que depuis A,B, jusqu'á elles, ótt^'áui'ott'fak'dótiblcs^ó^rdlióie,' etf i^ 
plus grand qu'áucun nombre* dbniic?; \Jtfe 'ees doub}es''d}JeVdt¡óti^ aurdieht £mi- 
nué A,B, en progression plus^qué sótiraoublier; quecép!íiid¿At*árnW%K:, ligne 
plus peiite qu^ucime ligne donneé; L seroit pouHatit la phb grande '¿ótumune 
mesure des ligues A-, B; quepar'cbdséqtiektces Kgtfes, <ipQrolfqiifc'ccAiim'e¿^ables 
par supposition , seroient úe'annicnDS incoriimensurbbléiS' p/a'h* demütl&thatSdn« 

Fremiéreuient done, lorsque A, B sont incoMiñiÑnltff^t¿¿,'b2i''ii^^ 
ináis k deux ligues K; E yáomU jéí^'léníeioii ^íJ^v^^^^ 

19 
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re^tey oo passe a une apération qui donne aiissi un reste, el aina de suite a rín- 
£ni.. jSecondement , lorsqu'A, B sont commensurables , on ne v^a point jusqu'á 
deux lignes Ky L 9 doml la plus peúte soit moi&dre qu'aocune ligae doanée, mais 
^ i .>on trpuve en chemin deux lignes de grandeiir finie, do»t I'une, fontenue dans 
l'autre un nombre entier de £bÍ6 san» reste , jest la píos grande commnne mesura 
..4fid deux et parla méme la plus grande x^ommune mesure d'A^B^ 

Pa O B L É ME XIX, * 
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Ca»periMB0 droíté domtée en mojrenne et extreme raUon f 

Fant-il; ccMjiper AB(%. 94), en mpyenne et extrémis rsosoo, c^est-a-dlre , 

. «ensorte (}ue,4JB:AF=:A^;F>^ ? on^ait, qu'une tangente qui pan du méme poini 

', < . qu'une aecanif I est m^yenne prQporUoanelle entre la sécanti} et aa partie exté* 

^ ^. ¡neuf^ n/ 93^; que par ^oonseqoent, ai á. Textr ¿cuite d'AB, Ton eleve la per- 

^ . ^|ieusidipal|IY^^^ et qu'aprés.avoir dé^i, du point C >pomme centre , 

;i. ..:;:.fTl^^ ^i^*'^^ rayoA) un eercle D^E^ ^on tire du poii^t B par le point C^ 

la séeante BD ; eette ^oant^. sera .coupée au point E , en moy^üone et extreme 

^ . raisQn.i atieip[,du qujepar le n.**97, BD:BA=BA:BE, proportlon qui, á cause 

c\. ..?^^.^^. ? ^^^.i^i^^-^ig^^^.^.BA^ ae phange «n cette autre BD:D£=DE:BE. 

^ Miiu^^pOT Prob. ^YII, une ligne etaut coupée en parties quelconques , -oa 

,^ , . peut ejp ^oi)|ipr une, autre <en pardea proportionnelles; done tirantDA, puis ElF 

I • parali^cjie Q; DA; AB est coupée an point F, en moyenne et extrema raisoB. 

. Ce qui ste ^prOjuve plus expUeitement par les considerations suivantes , savoir i.* 

VtjijieDB:pJE=^pE 

^4'oi^ il siijt fju^r les^i^o» ,,ABiAF, AF;FB, etant respeetivement 4gales k 
^ ^^ ^ PB:I)£^ íDjE)^]^,} rm^on^ ég^lesj .sont ¿gales entr'elles; que par consequeat 
^ , ^ . , ¡ I les lignes .^S^ ^ AF , ^^ ^'tant r^a pjr.opartÍQn continué ^ AB est isoupée. au point F^ 
, , ., en moyenne ,et extreme raisoa. 

j, fte^r^que. Tirezla corde AE (figg^)? vous formerez un triangle ABE, 

j^|,^j^^.pquiang]e h p^, par B^ angle ^onunun., etEAB, angle du segment, egal 

-,:,. í, lí »^^fi^' fM^gl^ ;4»ns le segment alterne. Mais le triangle DBA est equiangle au 

r f ^"^^!^ PM^.^^^ ^^ .tri;ujgle AB£;est equiangle aussi au triangle EBFj done 

^ / i. A^-^?=F¿^ prpporiion qui comparée á AB : AF=AF ; FB , fait BE=AF; 

, ,^ . .; , de sor^e q\i'on aj^régeroit la solutiouiiu Prob. préc. , si au lieu de la completter 

^fB t^r^jDA ^X sa.ip^allele J^F, op sie ^ontentoit de prendre sur BA une 

^"".Mih í»íí^f^f^f*<^%i:?tt»SIH«)P^^ Br^; r ''«• pjjiii^.diviser une droue quel- 

j^'.^^i^'p'^.mm^'^^f^^^^ ""^Wí m^m^^ S^.SA (fe^ a^i i^presente 



7íi 

^ * 



I 



eette droite , actuellement divisée au point £, en d^ux parties lejles que 
BD:D£==:D£l£B ; puis du milieu C de D£, avec CD comtne rayón , je de- 
cris le cercle I>A£, et je tire lo 'tangente BA^ laquell^ étont,^ comme D£, 
moyemie proportk>nneU<$ entre BD et EB/ est églale á DE^BA^^BÉ. £nfin 
eoBsidérant que, par la remarque ci-dessn»,* BE perlée sor BA^ I» divise en 
moyenne et extreme raisoír ^ f en tire cette conséquenev^ qu'üne* droke quel- 
conque ¿tant lUvise'e en noyenne et extreme* raison, aa* petite partie* portee sur 
la grande, la diviae en moyenáe et extreme* raison; D'bü 'ú snk uíttínetlreraent, 
que sí, par l'opératíon detaillécan Preb#> XVII,. on c&erche lar plus grande 
commune mesture ,. d'une droke divisée en moyenñe' et extreme raison et de 
sa grande partíe , on n'arríve jaman k une división quir se fasse sans reste ; vu 
que la grande partie de la droíte entiérc portee sur eette dreite méme donne 
nn reste , lequel porté sur le diviseur preeedenc donne tn^. seeónd re$te , et 
amsi de suite á* Finíini. D'oü je coAchis &ia]emeni;, qa'une droiie dii^isée en 
moyenne ei e%iréme raison^^ est incomménsu rabie apeé ee»^ partiee ^ et que 
n^i^i'¿¿s purtíee esni incommensarablee- entr* ellees. 

Autre soiutíon dii Prob. XIX. L'incommenstn-a&ifíté^ d^me droíte ceupée 
en moyenne: et extreme raison et de ses partid , &it nattre la curíosité de re- 
monier a- sa source, et comme selon toute apparence , cette source se trouve 
^/ dans les rapports numerlqnes des ligues dont U s'ágit} ^'est á ckereher cesrap-* 
poFts que nous sommes acbemines.- ..En consequencev proced'ant aríthmetique- 
ment á la solution du probléme susmentionne; soít AB(fig. 94) la lign^ qu'il 
faille conper en moyenne et extreme raison,^ et F le point par lequel la sec-^ 
tíon doi\e se faire : si Fon repre'sente une-a-une les ligues AB,AF,FB, par 
^ a^Xy. a — X ; leprobleme exige que a ixsssx :«— » ; d*oü Ven tire xxsszaa^aXy et 
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ensuite :|r=í=— -— . Dt sorteqnesi^ Tenprend pou^ unite jU ÍOMuCiUr of qu'iT 
faut di'viser en moyenne et extreme raison ; la gra^kie partie de cette l4ngneiir 
sera'xs= =s ■ =s^ ^: la petite sera a — x=l— x= 

1 — ■ *'"^^' . = ^^ , t)*oü ü resulte ^efiectívement y 'l^uW VíiücoMnrensara'- 

Milité d^une time comee en mqy0nne et extreme rahon ^t de ees Barties 

asa source, éuns Vincommensuraüilité des psombres i, ■ ^ > ' . 

c^est-d-dire , dáiis VirraÜohnami de l^$. * 

Complettons cette secónde solü'vion ^uFrolb. XM^én faísant voír comment 
iIfau()roit sYprendre, pourenujUr actuertement A6^*('Bg-'94)'y^*éñW point F, 
que AF en fui la grande partie, et FB la petite palfíie'rkf í c¿t effél, consl- 
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siderons que AF=íc, 113'ant ¿té irouvee egále i ; il s'eHsüit qne 

. I j »-^i-+->/*6 :^=i :« ; que par conséquent, pour determioer x , il faut convertir en 
Ifgneslés trob .premiers termes de cette proportion, >et tcouiter a ees lignes 
une quatriéme propordonnelle. Or ^ous «avons deja que i;=AB , qu'juusi 
. ..A;=qAiB; et par rapport a iHt-j/'jB ; comme i/'B est moyenne ^roportíonnelle 
entre 1 et 6; on Gommencera par a'assurer de la moyenne proportionnelle entre 
AB et 5A3; .apresquoi) retraachant AB méme.de cette moyeone ; les trois 
pi^emiers termes. d^ Ja proportion^— ^-4^5:3;=^ tac, seroot conY^et^tifreo lignes., 
et le quatriéme xs=zAF se trouvera, >par le Probl. Xiy. 

Ajoutons que Féquatipn pómiiive x3tj^=^aa — a$Cy cond^taiine oonstmction 

plus prompte de la ligne AF^^x (íig*9^) * car cette equation fesant ap=:-^^a 

, 4^í/^(aa4-i oa) ^í si ¿l!e}iu?en|ite d^ARj^i, Fon eleve une perpendiculs|ú-e AO=^^ a ; 

^l'hypothenuse 3Cidu triangle rect^le BAC est =^y^(^aar^\aa) j valeiir de lar 
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r¿mcif¿p(¿on 0Í oireonscription des polygones y .et.de ím 

reotification du cercle.. 



.\ 



IOqmme 3 ne resul^eroit rien de la xomparáison iramediate d'une ligne -eir^ 

culaire a une lígne droite , vu.qne ees lign^s ne peuvent convenir, ni en tout 

-ni en partie, on^ubstitue a la ligne óirctilair^ dcHx longueurs rectilignes, l'une 

M'.plus{>^rande,.l'autre pluspetite qú'eUe,savoir,«d'un cóve, le contour d'up poly- 

gone forme par .des t^ng^ntes , -et de Pautre, le eontour d'un polygone formé 

par descordes; on cherche. ens^ute ilésrapperts de ees conti^urs au diamétre, 

.e,t,l£ rsipport^ipoyen eptr,'eiix^estjadopt^' Qomme approchant de celui de la cíp- 

.conference aú diamétre. Mais.celte nianiére de preceder , .exige des definitions., 

''¿ni doijnoiit uné'idée distinctfe He la'-nóüvélle rélatíon souslaquéllé onse pro- 

-pose d'envis^iger las polygonesj; «elle* oiige de plus des theorémes , quiíétablis- 

sent qu'en effet , cette rclatioa e$t de ^ature 4 faire CQnnoitre , .plus qvl moiz^ 

ipxactement) ]e rapg^rt-d<^ la^pirconferonce au diamétre, ensorte qu'pn ne sera 

pas s^rpris, que-noi^entrions^enmatiere par ees de&xitjLpns^ e^t ^e ,nc^asi;aB" 

¿Qntinuyiapis par ;9es ihéoréme^. . . , , , 
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Définitions. L'on dit d'un polygone qu'il est inscrit au cercle*, ou que le 
.cercle lui est circonscrit^ quand tous les cótés de ce polygone sont des cordes : 
»on dit d'un polygone qu'il est circonscrít au cercle, ou que le cercle lui est 
mscrit, quand tous les cotes de ce polygone spnt des tangentes. Ajoutons 
^ue les tangentes, consideVees en elles-ménies sont des droites infiniés, qui 
D^ont qu''un point eommun avec Ja .circonfcreoce du cercle; mais que, con- 
sidérées par rapport á des apcs de .cercle, elles se réduisent a des longueurs 
finies; ensorte que sous ce rappOrt, Ja tangente d'un are de cercle, est cette 
partie de Ja tangente a Tune des exiremités de cet are,, qui s'étend depuis le 
j>oint de contact , jusqu'au point oü la tangente rencontre la secante tire'e du 
centre par Fautre extremite de Tare en question, Ainsi par exemple , AB (fig. 94) , 
.est tangente de Pare AE. U en est de méme des secantes : ce sont en elles- 
mémes des droites inSnies qui coupent le cercle ^n deux points j mab relati- 
vement a des ares de cercle, eUes se pe'duisent a des grandeurs finies.: c'est- 
.á-dire, que la secante d'un are, est cette partie de la secante tiree du centre 
par Tune des exlremités de cet arc^ laquelle s^etend depuis le centre, jusqu'au 
point oü la secante est réncontrée par la tangente á l'autre extremite de l'arc 
ren question. CB, par exemple, est secante de Tare AE. D'oü il resulte que 
la tangente d'un are, la secante de cet are , et le rayón mené au point de con« 
tact de la tangente, forment .un triangle-rectangle CAB, dont la secante est 
l'bypothe'nuse. 

Autres définitions. S'iL est possíble que la quantíte' angulaire autour d'un 
"point siu* lui plan soit divisée en un nombre quelconque de parties e'gales; il 
estpossible aussi que la circonfe'rence du cercle dacrít autour de ce point comme 
centre, soit divisee en un nombre quelconque de parties egales n."* i5. Or 
.cette seconde possibilite en entrame ime troisiéme , savoir que d'une part , 
tous les cóte's , et que d'autre part^ .tous les angles d'un polygone quelconque 
de la premiére classe soient egaux : car (fig. g5), soit ABC un cercle partage 
• ;.en autant d'avcs egaux que l'on voüdra : si l'on tire Jes cordes AB , BC , 
.CD, etc.; de tous ees arcs^ elles forment le polygone ABCD..., dont les 
cotes sont e'gaux^ vu que les ares egaux ont des cordes iégales ; et dont les 
angles sont cfgaux aussi, vu que chacun d'eux est ala circonfer^ce , et insiste 
sur toute la circonfe'rence , moins deux des aliquotes dans lesquelles elle est 

- fpartageeé 11 y a done lieu de disünguer les polygones de la premiére classe, 

en Re'guliers et Irreguliers : Polygones réguliers^ ceux dont tous les cotes 

- d^une part, et tous les angles d'autre part, sont égaux entr^eux : Polygones 

irreguliers, ceux dont les x)ótés ou les angles ne jsont. pas tous egaux eiitr^eux. 

125. ^onséquence. Puisque la somme des angles intéríeurs d'un polygone de n 
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• eote5,'est ¿gale k an — 4 angles droíts, tt qne tous les angles d'oB polygone 
régulier sont égaux; il s'ensuit que chaqué angle d'im polygone regulier >aQt 

211*4 • 311*4 

-TT- angles droits, ou que sonrapport á Fangle droU est celul de -^ ; 1 • 

ou enfin, que soa rapport k toute la quantké augulaíre autour d^uu p\)int 

2in*'4 ii-'^^ n*3 

sur un plan est = ""¿"1^4=:— :i. C'est-a-dire que si, dans la* fracüon — , 

OD fait passer n par les valeurs 3, 4, &, ff , etc. ; elle donne successiveiuent 
les parties de la quantlte' angulaire aiitour d'un poínt sur un pran , qtd sont 
propres a l'angle du tñangle equilateral , a Fangle du carré , a l'angle du 
pentagone regulier , á Tangle de ITiexagnne regulier , etc-^; que par consequent^ 
ees angles sont egaui un á un aux parties de la quantite' angulaire autoiu: 
d'un point sur un plan, qui sont represénteles par les fractions ^y 7> ^^ ^9 etc. 
».• ia6. Digression sur les nombres polygones. Les polygones re'guliers avant 
suggeré Fidee des nombres polygones ; c'est ici le lieu de developper cette 
ide'e : et a cet eflet (fig- 96), soit premiérement BAC, un iriangle equilate'ral. 
Si aprés avoir prolonga indeGmment deux de ses coles AB, AC, Fon porte 
AB n fois sur AB prolongc' , et que par les points de división, on tire des pa- 
rálleles á BC; chacune d'elle sera 1» base d^un nouveau tríangle equilateral, 
et les cotes de ees triangles seront daos le rapport des nombres 1, 2, 3, 4, 

5 n Or portant aussi AB sur les bases de ees triangles, aulant de fois 

qu'il se pourra ; les extre'mites de ^ cette droite marqueront sur ees bases , 
un nombre de points superieur de Funite au nombre de fois que cette droite- 
méme aura pu y étre porte'e, c'est-á-dire , n points, si elle a* pu y étre„ 
porte'e ( n-i ) fois; de sorte que les nombras de points raarque's sur BC, 
DE, FG, etc. , avec Funite' a leur tete, formeront lasuite i, 2, 3, 4, 5..../I j 
dans laquelle n represente le nombre de points marqucfs sur la (u-iy^'base. 

Mais la somme de cette smte est -— r — : done -7^0 est aussi la somme des 

points semes, comme on vient de le diré, sur la surface d'un triangle equi- 
lateral , qui en porte n sur son cote ; et c'est pourquoi les nombres de la 

nfri-l-i) 
suite dont ™¿— est le terme general, sont appeles nombres triangulaires. 

Quant i Fusage ou Fon est de donner au nombre n le nom de cóté du 
nombre triangulaire ~-¿ — ; c'est parce qu'il indique combien de points soni 

ranges sur le cóté du triangle, qui en porte -~-^ á sa surface. Plus expH- 

citement, a mesure que n passe par les valeurs 2, 3, 4, etc. J 7^3 passe par les ra- 
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le«irs 3^ 6, 10^ «te; de Mite qufi 2 est le cote de 3; 3 le cote de 6; 4 
le cóté de lo; ete« . 

Sec(uid§meiit, eoit A^40H no carne (fig. 97) : si apresen avoir prolonge indefi- 
aimeát la 4iagonale AO , et les deux cotes AB , AH ; on porte sur AH pro- 
longe , la longueur AB ^ autaat de fois que n eonuent d'uiiites ; si ensuite 
iles points de división oa tire des paraH¿les á HO ; puis des potnts oii ees 
paralUks nsacontrent AO prolongée , des paralléles i OB; Toa formera une 
mnud de figures ADPI, AEQK, AERL, quiseront toutes des earres; attendu 
•que les triangles AIF, AKP, ALR^ sete. etant équiangles au demi-carre 
AUOy soBt des demi-earrés ; que les triangles ACPy ADQ, AER, ete. etant 
«'quianglee au demirearre ABO , sont ausá des demi-carrés ; que de plus , les 
demi-rcarres de la premiére de ees suítes y ayaat un á un méme diagonale 
^ue les deim-oarres de la secoade^ fbnnent.avec eux áutant de carres eom- 
plets ACX^Iy ADQK^ AERL, etc,^ auxquels joigaant ABOU, les cotes de 
tous <2es carres som entr'eux comme les nombres I9 s, 3,4, 5... ^n 

Cela pose, si sur ceux de ees cotes qm sont en dedana de l'angle HAO 
Ton porte AB autant de fois qu^il se pourra ; les exinemites tle cette dixnte 
marqueront sur chacua d'eux , un nombre de points supeñeur de l'unite au 
nombre de féis qü'elle aura pu y étre portee ; de serte que mettant k la 
tete de tous ees nombres l'unite, comme representative du poiat A; Ton 

ibrmera la suite 1 , a , 3 , 4, S n , dans laquelle n designe le nombre de 

points marque's sur le cote du (n-i Y** carre'. II en sera de méme des point^ 
marque's sur les cotes que renferme Fangle BAO; leurs nombres respecüfs, 
precedes de Tunité represenutiye du poiat A , íbrmeront la suite i , a , 3 , 
4, 5......;?, et la totalité des points marqués sur les eótes des n-l carres 

ABOH, ACPI, ADQK, etc. se trouvera dans le double de la progression 
1, a, 3, 4, 5.. ..71, moins ?i, vu qu'a défaut de cette seustractioa , les n 

fK)ints marquéis sur la diagonale AO^ se compteroieat deux fois au lieu d^une. 

Mais a(i-4-a-+-3-+-4-f-5 1-71) — /i==a X -]^¿— — n=«nj done «m represente 

la somme des points /narques ^ comme il a éte dit , sur la surtace d*utt 

«arre , qüi en porte n sur son cote. Veilá pourquoi les nombres de la suite 

1,4, 9, 16, a5..... nny doat mn est le terme general, ont été appeles 

nombres carrés. A qupi il íaut ajouter quW a donné a a le nom de GÓié 

de nn, parce qu'il indique le nombre des poiats qm soat rangés e^r le cote 

du carré <pii en porte rm sur aa siufaoe; 4le serte que les nombres 3,3, 

4, etc. sont en particulier et respectivement les cAtés de ^> 9> ^6, etc. 

■ Présentemeat,^ afin de préparer le développement ^ l'idée ^^crale dea 
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> sombres polygones ; soit ABCD...,. (fig. 98), un poJygone r^gnlier de m 

cotes : si apres avoir proloDge', tant ceux de ees cóie's qui renferment Faogle 

^ A^ que les diagooales qui partént du sommet de cei aagle; on'prend, sur 

( AB prolonge , une longueur AG plus grande qu'AB , et que án peini G , 

^ l'on tire GH paralléle á BC; dupoiiit H , HI pciralléle a CD ; du point I , IK 

paralléle á DE ; et enfin du point K, KL parallele a EF ; lepolygone AGHIKL 
sera re'gnlicr, et de niéme nombre de cótcfs que le polygone ABCDEF : ca^ 
les triangles GAH , HAI , lAK , KAL, ayaní leur sommet en A, comme les 
triangles BAC, CAD, DAE, EAF, et les bases des premiers e'tant poralléles 
une á une aux bases des secouds; cetix-lá sont respecá?ement equiangles k 
ceux-ci; d'oíi il suit deja , que les polygones AGHIKL, ABCDEF , ont méme 

f , nombre de cotes et sont equiangles enir'eui. Quant á la grandeur de leiirs 
cótés ; remarquez que les deux suites de triangles, GAU, HAI, iAKy KAL; 
• BACy CAD^DAE, EAF, sont telles, que les premien» de chaqué suite^ 
savoii* QAH, BAC y ont deux cotes correspoudans AU, AC, qui sont aussi 
cotes correspondans des deux seconds HAI , CAD ; que les deux seconds 
ont deux cotes correspondans AI , i AD y qui sont aussi correspondans des 
deux troisiemes lAK, DAE , et qu'il en est de méme des deux troisiemes 
par rapport aux deux quatricmes, et ainsi de suite; ensorie que les cót^ 
de toutes ees couples de triangles, sont en méme rapport que les cotes de 
la premiére couple, c'est-á-dire , en rapport d'AG;AB ou de GHlBC, et 
que c'est dans ce rapport méme, que les cótcfs du polygone AGHIKL sont 
aux cotes du polygone ABCDEF ; que par cousequent , ABCDEF eiant equi- 
lateral, AGHIKL Pest aussi.. Mais il a éte demontre que celui-ci etoit equiangle 
a celui-la, et qu'il avoit autant de cotes que lui, done puisque par-suppo- 

^ ,^tion , ABCDEF est un polygone regulier de m cotes , AGHIKL est aussi 

un pcJygone re'gulier de m cotes. 

Cela pose, soit ABCDE (fig. 99), un pentagone regulier : Si apres avoir 
prolonge indefiniment ses deux diagonales AC, AD, et ceux de ses cotes 
AB, AD, qui forment Pangle A; Ton porte sur le premier de ceux-ci la 
longueur AB , un nombre de fois /z , et que des points de división , Fon tire 
des parallélés á ED; puis des points oii ees paralléles rencontrent A Y des 
paralléles a DC; et enfiñ des points o& ees secondes paralléles rencontrent 
AZ, des paralléles a CB¿ Ton tracera une suite dé pentagones reguliers AFQRL , 
A6STM, AHVXN et'c: dont les cotes seront dáns la progressicn des nombres 

1, a, 3, 4, 5 ñj ensoñé (¡dé portant AB sur ees cotes mémes, autant 

, de ibis qu'il se pourra, les extre'mite's de cette droite marqueront suf chacun 
d^eut^ un nombre de points superieur de' Timité aa noxúbre de fois qu'elle 
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anira pu y étre portee , et que meitaní le point A á la tete de céux qui se 
trouveront sur les augles EAD ^ DAC, CAB; la surfaoe de chacun d'eux en 

portera iH-2-f-3-t-4H-5 f-72=— — . Mais Fes poims setnes sur lepen- 

tagone dont le cófé cóntient AByn foís , sont eir méme nombre que Tes poinis 
semes sur les angles EAD^.DAC, CAB^ moins- ceux qui sont communs a ees 
angles-mémes j lesquels se ti*ouvent en nombre n sur ohaeune des diagonales 

AD , AC prolongeés ; done 5 X ^^r^ ' — a/i-:-^ ^ ¿ — est le ferme general déla 

suite des nombres pentagones i> 5*, ra*, 2ra,56, 51-^- "irr'i — r ^^ ^^ 

eotes respectifs de ees nombres sont i, a, 3, 4, 5, 6 /r. 

Maíntenant, pour trouver les termes ge'neraux de tomes les suites denomBres 
figures, represen lons-nous d'al^ord un- polygone rcgulier de m cotes; semons 
ensuíle sur sa-surfaco des pomts, comme nous v^ions d^n semer sur la stlrface 
d'un. pentagone régulier, et considerons : que du sommei d'un des angles d'un 
polygone de m cotes, on peut mener dans ce polygone /ti. — S diagonales; que 

ees diagonales lepartagent en tti-— a^triángles; que chaque-triangle porte -p-^— 

points sur sa surface ; que par consequent tous ensemble en porient - . T. ' 

X (^'i — 2); que de plus, lasomme des points semés sur ees triangles, sur- 
passe la somme des points semes sur la polygone , de tous ceux qui sont sur 

til n I I \ I 

les diagonales qu'ony a tirees. B^oü il suit que ^ /^ ^ ' X (m — 2^) -^n^m-^Ot) 

^-j. ^ ^ ^ est la somme des pomts semés sur le polvgone, et par- 

tant, que eette somme est le termc general des suites de nombres pdlygones 
ou figures quelconques, c'est-á-dire , que si Fon y substitue á m les nombres 
3, 4) 5, 6*, ele. , elle donnera successivement , le terme general, de-la suite 
des nombres triungul aires , de 1» suite des nombres carres ,. de la suite des nom- 
bres pentagone^ , de celle des nombres liexagones,* etc.- 

Remarquons á present ,^que ees substitutions font passer eettie somme par les 
-, /»(/2+i ) n{3n — i). r •- •» ir 

valéurs "j — j — yun, ^ ^ — , n ( 2;^— i ) ; que les troig premieres sont eucc- 

tivement celles qui oni deja paru comme termes geneVaux des suites, des nombres 
triangu] aires ^ des nombres carres, et des nombres peniagones; que par rapport« 
k la qualriéme n (2/1 — 1), qui doit represenier le terme general de la stiiie des 
nombres hexagones ; nous n'en avons pas fait, comme des pr^'cedeiítcs, le sujet 
d\ine recherche pariiculiére j mais que le résuliat de la recbercfie géne'rale, 
confirme par son accord avec les residíais de trois redbiercbes particulieres^ 

TV 
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fious garantít son exaetiiude, Aussi xie IWons-nous ajouté aus: trois termes qui 
k precédent, qu'afin de remarquer eucore^ qiie les termes impairs , separes 
des termes pairs de la suite d^s nombres trianguLaires , coraposent toute la suite 

des nombres bexagones : car si dans ""PT'^ — y terme ge'neVal de U suite des 

nombres triangulaires , oo ne std>slttue k n que des nombres impalrs í^K. — i, 
ce terme géne'ral prend la forme K (aK-^i), qui coüneiJe avec /i(9/2 — i), 
forme du terme general dos nombres hexágonos. Mais en voilá assez sur les 
nombres figures ou,polygones; rev^nons aux polygones mémes, et developpons 
ceux de leurs rapports au cercle , qui se présentent le plus naturellement. 

T H É O RE M E Xhllh 

n.* 127* Tout polygone régulier esí inscripüble et circonscríptible au cercle. 

Soit ABCDEF (fig. 100) un polygone re'gulier quelconque : afin qu*il soit 
inscriptible», U faut que le centre du cercle circonscrlt, soit a égale distance des 
sommet^ de tous ses angles; il faut en particulier qu'il soit a egale distance des 
poinls A , B I C , ce qui le place á Tiniersection O , des perpcndiculaires PO , QO ^ 
eleve'es, Tune sur le milieu d'AB; l^autre sur le miíleu de BCj attendu que hofs 
de ees perpcndiculaires, il n'esl aucun point sur le plan ABC, qui soit h égale 
distance des points A , B, C. Re^e á sav<>lr, si touies les droites OA,OB, OC, 
OD, OE, OF, tirees du point O aux extre'mites des cójiés d'ABCDEP soot 
egales ? 

Or les trois premieres sont ¿gales par construction , done les triangles AOB^ 
BOC sont isósceles et peuvent convenir par trois cotes respectivement égaux; 
done leurs angles a la base sont e'gaux; done OBA, OBC , OCD , sont autjant de 
moilies de Fangle du polygone ; done les triangles OBC, OCD peuvent con- 
venir, par deux eóte's respectivement égaux et l'angle comprís égal a Fangle 
compris; done COD est isoscélc comme COB; et ainsi de suite , tous les trian- 
gl^ AOB , BOC , COD , DOE^ EOF , FOA , sont isósceles et peuvent convenir; 
d'oü il suit que le point O est a egale distance des sommets de tous les angles 
d'ABCDEF, ¡et partant , que ce polygone est inscriptUíle au cercle. Quant a ce 
<fu*il soit circonscríptible ; c'est jce qui resulte de la convenance et de Pisosce- 
lisme des triangles AOB, BOC^ COD, etc. c car les perpcndiculaires OP, OQ^ 
OR , etc- abaisseesdu point O sur les bases de ees tiiangles, etant tQutes égalesj 

si avec l'une comme rayón , et du point O comnxe centre, on decrit un cercle, 

■ « 

3 touclvpra tous l^s cotes d'ABCDEF n ® 79; par consequent, nul douie, que 
ce polygone actueUement circo^crit , ^e soit circonscriptibU; 
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m.*i28. Conséqúence» i. 3^ De ce que le poiut O (fig. loo) , centre dii cercle cir- 
conscriptiblc au polygone régidier ABCDEF , est snr Fintersection des perpen- 
díciüaire^ PO^ QO, élevées, Pune sur le milieti d^ABj Pauíre sur le milieu de 
BC; il s\iíl , qu'exclusivetneTftt á lout autre pomt du plan de ce* polygone , le 
poinw est le centre dir cercíe* circOBScripiible. Mais de ce que ce point O est 
surl'íntersectioBdes droiies OB, OC, qui conpent en deiix égalcment les angles 
B, C, d'ABCDEF, il snit , qu^eiLclusivemem á lom autre point du plan de ce 
polygope, ce méme point O^ est le centre dci cercle inscrlptiLIe ; done le 
centre du cercle inscriptible y coincide apee le centre du cercle circonscrip-^ 
tibie á un polygone régulier. £t l'mverse n'est pas moins vraie , savoir , qoe 
lorsque le centre du cercíe inseriptible coincide auec le centre du cercle 
eirconscriptible á nn polygone ^ ee polygone est régulier $ attendu que de 
«elle eoincídence il résnlte, que tous les triangles AOP,BOP, BOQ, COQ, 
COR , etc* peuvent convenir, par deux cotes respecti^ ement égaut, et un angle 
droil non compris entre ees cotes j que par consequent ^ tant les demi eótes que 
les deniiangles du polygotíe*, sont egaux, et partant, qn^ est regnllcr. 

«.•"laj. Consequences.'b. ^. Qúand un polygone régulier ABCDEF (fig, loó)^ est 
circonscrit au cercle , nous venons de voir que tous les triangles AOP , BOP , 
BOQ ,. COQ , COR , etc. peuvent convenir, par deux cóte's respectivemcut 
eganx el un anglc droit non compris entre ees cotes ; par consequent ,^ les 
points de conlact d*un polygpne régulier circonscrit , soni tous au milieu 
de ses cótés : Et réciproqu^cment, lorsqüe tes points de con tac t d^un polygone 
circonscrit , sont tous au milieu de ses cótéa j ce polygone est régulier j 
atienda qu'alors tous les triangles AOP, BOP, BOQ,. COQ, COR,^etG. peu- 
vent convenir, les üns AOP, BOP, par uA angle droit et Fégalite respective de 
leurs cotes aütour de cet angle; les autres, BOP, BOQ, par deux cotes res- 
pectivemeni egaui , et un angle droit non compris entre ees cotes ; d'ou il 
resulte que , tant íes demi cotes que les demi angles du polygone sont egaux, 
et partant , qu^il est regjulier. 

TH É O R, É M E XLIV. 

nJ'iSo.Vn polygone régulier étaní inscrií au cercle; si par les sommeís de ses 
angles on méne des tangentes , ellesforment un polygone réguliet circons- 
crií y de méme nam que Vinscrií. ^ \ 

Soit ABCDEF ( fig. loi ) un poíygone régulier inscrit ati cercle ABC : ú par 
les sommets de ses angles, on méne les tangentes GH, Hl, IK, ele, ellcs 
forment GHIKLM , polygone régulier circonscrit , de méme nom que ABCDEF : 



Jes «res egaux , el Tangle du segmenl ayant 



^ "^ ^ ^ ^^^ . lous les tilajjgles AHB , BIC, CKD, DLE, 

"^^ ^^,^g¿r par I^egaliié de Icurs bases , et des angles sur 

^^ ^j^i^ i^us les poííits de contact du polygone GHIKLM, 

" " ^ . ^^iK-iW^w^^ ^^ partant, que c'est un polygone regulier circom- 



VKV. 



THÉORÉME XLV. 

^ j^>¿^/4Vr ¿tant eirccnscrit; si d*un poínt de contact au Muívant, 
A^ ^"^U"-^ 9 ellea formeat un polygone regulier inscrita de-méme 

%\\ \víUKl*M (fig- loi ) , un polygone regulier, qui touclie le cercle ABC, 

^^ K^x|HwU A , B, C, D , E, F : les cordes AB, BC, CD, DE , EF^ FA etant 

v¿vV^\ IWhm'"^ ABCDEF, polygone inscrii et regulier : car tousles poiots de 

sshM^^I df>ílUlK.LM, etant üu milieu de ses coles n*'. 129; tous les Iriangles 

MIWi IU( ', CKD, DLE , EMF, FGA peuvem convenir, par IVgalile respective 

s\y il»^»»> im\ii»!i* ct de l'aogle compris entre ees cotes; d'oii il suit que lous les 

^Ms^^ iT ABCDEF sont e'gaux. Par rapport ensuiíe a ses angles : comme ils sont 

\y\\\^ l\ lu circonfcrence , et que les cordes egales soutendent des ares égaux; 

Itkur i^^ulíte est aussi démontrée, ctpariant, ce polygone est regiilLer, et de 

inOiM»' ijom que GIIIKLIVL 

, .,|^, (Jítnsii^í/uence^ 11 suit immédiatement de ce the'oréme, que lorsqu'un poly^ 

uunu regulier est circonscrity il y a égalité entre tous les ares qui s^étendeni 

ihpuíM un de ses points de contact au point suivant» 

THÉORÉME XLVL 

n," ^^%.Les contours des polygones réguliers de méme nom sont entr^eux y eteomme 
les rayons des eercles inscrip tibies y et comme les rayons des cercles cir^ 
conscriptibles á ees polygones, 

Solent ABCDEF , abcdefy ( fig. 102), deux polygones réguliers de n cotes: 
b\ dn poínt O, centre du ^emier, on tire OA, OB, aux sommets de ses angles 
A , B, et qu*on ahaisne siu' AB, la perpendiculaire OP; on verra dans OA le 
rayón du cercle circoiiscripiihle , et dans OP , le rayón du cercle inscriptible 
í ce polygone. De nulme, si du point o , centre du second polygone , on tire 
ca^ ob f 4UX <M>maicu d^ ses angles a , ¿ , et qu'o^ abaisse 00, perpendliculaire 
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Sñv ah; Ton verra dans oa le rayón du cerclc circonscriptible , et ÓMPi)p , le 
rayón du cercle inscriplible á ce polygone. Considérant alors que les triangles 
• t: AOP, aop smit tous les deux rectangles, el que leurs angles corresp<>ndan^ 
O, o sont mémes sousmultiples de touie la quantíte angiilaire aulour d'un point 
sur UQ plan ; on en conclura que oes mangles sonl eqüiangles ; ^ue par conse- 
queni, OAloa = OP : op ;= AP : «p = a/iX AP l^nx ap ; et partaui, que 
2n X AP, aw X «p conlours d ABCDEF, abcdef, soni entr^eux comme les rayons 
OA y oa des cercles circonscriptibles y et conime les rayons OP ^ op des eereles 
^ inscriplibles a ees poIygones« 

n.*iSi. Observation i. Si du centre O ¿tun cercle ABC (fig. io5), Von méne 
á TA tangente de ce cercle une secante OS^ la partie BS de cett^'tfécante^ 
qui se troupe entre le cercle et la tangente j est plus petite qui'AS^ tangente 
de Vare determiné par la secante :^ar tirant.Ia corde AB^ les angles a la 
base, du triangle isoscéle AOB sont aigus ; dk>ii il suit quABS , angle de suite 
d'OBA, est obtus; que par consequent AS est le plus grand colé du triangle 
3 AS ; et partant , que BS <^ AS- 

K.*i35. Obserpation 2. Si du centre O dtun cercle ABC (fig. io4-) , l^on tire des 
rayons OB , OCj OD ^ etc. au trauers d*une corde gueloonque AF^ les 
parties de ees rayons, qui se troupent entre la carde et Pare^ sai^oir bB, 
cC, dD , etc. sont toutes pius petites que la demi^oorde MF: Car 1.^ le 
rayón OE, qui passe par le milieu M de la oorde AF , etant perpendiculaire 
6ur cette corde; la demi corde MF, est moyenne proportionnelle entre les 
parties EM , MG du iliametre EG ; par conse'quent EM est plus petite que MF . 
a.^ OM, perpendiculaire sur AF , n'etant pas si grande que les obliques Ob , 
Oc, Ody etc. il s'ensuit que ME est plus grande que ¿B, oC , cfD, etc. Mais 
ME est plus petite que MF ; done 6B , cC , dD^ etc. sont plus petites que MF. 
Done les parties de rayons, comprises entre tm are et sacorde, sont plus petites 
^ue la moitie de la corde* 
• 

THÉ ÓREME XLVIX 

n.^iZG.Un are AtíB (fig. io5)^ moindre que la demi^rconféreoce , est plus 
grand que sa corde AB y mais plus petit que la somme des tangentes 
ATy BT, qui partent de ses extréníités et se termineni á leur point de 
concours, 

Poup demontrcr ce tbeoreme , f observe d'abord que le rayón OM (fig, io5), 
ahaisse' du centre O perpendiculairement sur AB, partage au point M, Tare 
AMS ea deux egalement n.^ 85, et que les cerdea AM^MB prises epsemble^ 
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.' .surpasseDt la corile AB. J'bbserve énsuite, que fes rayons Oa, Ofi, tiies Ju 
. \ .centré par les milieüx a, fr, des ares AM, MB, parla^ent aussi. ees ares ea 
4^ux egalemeut , et Cfue les qualre CQrdes Aa^ aM , Mb , 6B , sont phis grandes , 
prises emeoiblé 9 <I^^ AMH-MB j el par conse'quent qu'AB ; de sorte- qtie subs- 
V tiijuuint a AB saecéssivementa, 4, 8 ^ i6 é . . . . 2^^ eordes e'gales; la^ somme des- 

cordes subsuiiuees surpasse de plus en plus AB. 

Maimenant, si au mayen des dávisiou» de Tare AMB en a , 4 , 8 , i6 . , . . . . 2^ 
pames egales,. on subsiUue d'abord au» deux- tangentes AT, BT , quatre tan- 
gentes egales AS, SM , MV, VB; puis huit tangentes egales Ac^cOy ad^ dMy 
Me y eb y bfy/B ; et ensuite seize , trente»rdeiix , et ainsi de* suite ; íl est evident 
qjo'apves k premiere substkution, To» aura a^ tangentes egales ; qu^aprés la se- 
conde on en aura a' ; qu'aprcs la troisiéme , on en aura a^ ; et qu'en gc'neVal , aprés 
la n"^' on en aura a"+*. Blais deux cóte's d'un trianglesont plus grands que le troi- 
siéme; dono la somme der oes a*^*^*^ taj^entes y sera plus petitc que* les deux tan- 
gentes AT,BT, plus grande touiefois que les a*^ eordes substituees a la corde AB* 
A mesure cependant qu'on double et redoublele nombre des tangentes et le 
I nombre des cordés , la longueur de chaqué corde et dé chaqué tangente diminue 
aurdessous de tonte longueur donnee : car si elle ne diminuoit pas au-dessous 
d'Om, par exemple ; il s^ensuivroit qu^aprés le nombre /i de dupKcations , la 
somme des tangentes seroit au moíns e'gale k a**+ * X O/n , et celle des eordes ,, 
i a» X Om^ que par consequent , le nombre n etant iHmiite , les longueurs 
2n4-» X Om , a"* X Ch», scrolent aussi illimitees; ce qui repugne á l'observation 
faite plus haut , que la somme des a'* eordes est plus petite que la somme des 
3**+* tangentes , et que cette derníére est moindre que la somme des deux tan- 
gentes priraitives AT , BT. II est done impossible que la longueur de chaqué 
corde et de chaqué tangente ne diminue pas au-dessous de toute longueur 
donnee , et qu'áinsi les eordes d'une part , et les tangentes d^autre part , ne 
finissent par former une ligue courbe ; attendu que dans la chaíne des unes , 
comme dans la chaine des autres, il n'y a (inalement rien qui soit rectilignc. 

Quelle est done cette ligue courbe ? En reponse á cette question , j'observe 
que par le n.* i35 , les points par lesquels les eordes s'eloignent le plus de l'arc 
AMB, n'en sont pourtant pas distans de la moitie d'une de ees eordes; et que 
par le n.^ i54 , les points par lesquels les tangentes s'eloignent le plus de Taro 
AMB y n'en sont pourtant pas distans de la longueur d'ime de ees tangentes ; 
d'oü ¡e conclus que , puisque ees eordes et ees tangentes diminuent au-dessous 
de' toute grande ur donnee; a plus forte raison, peut-on en diré autant de ees 
dbtaoces; que par consequent, la chaíne des eordes, comme la. chatne des 
, üu)gj&ntes, fioUs^t .par CQüocider avecüarc AMB ^ cet.arc est la courbe d^man- 



dee; et partant, qu'Q est plus grand qtie l*une quelooBque* des diaiües de« 
cordes y et plus pem que Tune quelconque des ehatues de tangentes : cNerst-á^ 
diré, qu^il est de graodeur moyemle .entre la premiére oorde AB^ etlés deux 
prenñéj^es tangentes A-T , BT. 

Autre démonstraíion. Lorsqu'aprés avoir eoupé en deui eg^eroe^'t^un are 
AMB = A (fig. io5) , an eoupe ses ptairties , puis les parties de ses parties ^ et 
^insi de suiie ; en deux egalement ; les ares résultans de ce^ biseetions^'sueciés^ves, 

4)omposent avec A la progressíon convergente A y ^ A . ^ A • . . . . . ¿^pr A > "5» ^ 

íCt les cordes de ees ares forment la progression C , G y .C"^ , C('*^0 , Cí") 

qui converge aussi y mais moins viie <|ue celle des ares ; attendu qu^AM y M B y 
iCordes des moitiés d^un are AMB, etant cgales entr'eUes , et plus grandes, 
príses ensemble y qu'AB y corde d'AMB ; ehacuijie^ d'elles surpasse ^ AB« 

Par rapport aux tangentes couplees aT^ aT^a^T'', . . .... aTÍ*»"".*)^ aTC'»!, ' 

iqui embrassent les aros ..... ^ ... ^ A., 5 A , 7 A , . i . . . . ^^szri) A , "^ A ; 

la suite qu'élles forment, est plus convergente que «elle des ares correispondans : 
car TA , TB , qui embrassent l'are AMB , sonl plus que doubles des tangentes 
VB, VM, qui embrassent la móilie de cet are; atlendu que TV, hypotlie'nuse 
du tríangle rectangle TMV , est plus^rande que VM, Tun des autres cotes de 
ce tiiangle. 

Puis done que Farc A dimínue dans la progression des nombres 1 , |', 7 , | , 
^g , etc. tandis que la corde C dimlaue en prog^ession moins convergente , et 
qu*aprés paémc nombre de diminutions , ees deux qnantites se reduisent á 
£¿ro ; ú faut que , dans Forigine , A fítt plus grand que C ; c'est-á-dife , qu'un 
are moindre que la demi^circonfe'reace soit plus grand que sa oorde. D^unauíre 
rcóte', puisqu'A , diminuant dans la progression des nombres 1 , 5, { , ¿, xe , *tc. - 
. 5¡T diminue dans une progression plus convergente , et qu'aprés meme nombre 
de diminutions ^ ees deux quantíte's se reduisent a zero ; il faut que , dans 
Poiigiue ^ aT fút plus grande qu'A , c'est-á-dire , que les deux tangentes , 
'qui embrassent un are moindre que la demi-circonference y sont plus grandes 
que eet are. 
i57. Con&équence. Le seul are duquel il ne soit pas demontre qu'il est plus grand 
que sa corde , est le demi cercle ; mais le demi cercle peut se partager en 
deux ares , et cliacun d'eux est pKis grand que sa corde j de plus ees deux 
cordes sont plus grandes que le diametre j done le demi cercle est plus grand 
que le diametre j done un are quelcanque est plus grand que sa corde. 

Observations 1. a. Lorsque deut tangentes partent des extr^núiés du 
méme diam¿tr£, eilesns se rencantrent pái s mais lors'qu'elks ppHent des 
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f^' , .éxirémH^a d^une mime cor de , plus peüte que le diametre; elles se renccn^ 
VL*9\3^trent: Reeipoquement y lorsque deux tangentes^ quipnrient des extrémités 

2- ds) la mime cqrde^ ne se rencontreni pas , ceite corde est un diamétre; maia 
¡orsque les deux tangentes se rencontrent y la corde est plus petite qu^un 

o diamett^el - . " 

Ea .efl«t ,. les tangentes- DT, ET (ig. ió6) , qiñ partent des extreWies du 
4if^ii)ietre DE ), etant Tune et Tavitre perpentUculaú^és k ce diamélre , elle* 

^ «pnt paratleles y et par conséquent , ne se rencontrent pas ; mais les tangente» 

^AS, BS, qui partent des extremlte's d^AB, corde plus petite que le diamétre y 
faísimt Pune et Tatitre sur cette corde mr angle aígu n-.^ 89 ; se rencontrent. 
Re'ciprbquemeiit, les tangentes DT, ET, qui ne se rencontrent pas, partent 
des extrémrte's d'un diamétre , vu que si elles parioient des extremites d'une 
corde pfus petite que* lé' diamétre, elles se rencontferoient : done les tangentes 
• AS, BS, qui se rencontrent,- partent des extremites d'une oorde AB, plus 
petite que le diamétre , puisque si. cette corde etoit e'gale aa diamétre , elles 
ne se rencontreroient pas. 

o.f'iJg. Ajoutons que , lorsque deux tangentes se rencontrent y la corde tirée du 

point de contad de Vune au point de eontact de Vautre ypartage la circón^ 

férence en deux ares, Vun plus petiiy Vautre plus grand que la demi" 

circonférence y et que te premier est plus prés que le second du poiui cCr 

concomas des deux tangentes. 

THÉOKÉME XLVIII. 



B 



.• 1^0. ^Un are de courbe queTconqae ,^ esfplus grand que sa corde. 

Queíque soít Tare de courbe AMB (fig. 107), divisez-íe d'abord en deux- 
également au point Mj et les droites AlVÍ, BM seront plus glandes qu'AB. 
Diviscz ensuiíe en deux egalement les ares AGM, MHB^, et des extremites de 
ees ares , tirez a leurs milieux reSpectife les quat1*e droites AG , GM , MH , Bffi, 
íesquelles prises ensemble seront plus grandes que íes deux pre'ce'dentes AlVf 
-+r MB , et a plus forte raison qu'AB. Divisez ainsi successivement et sans fia 
les pariies de Farc AMB , en deux également y et des extremites des ares 
resultans de ees divisions , tirez des droites aü milieu de cfaacun d'eux : la 
somme de ees droites surpassera de plus en plus la corde ABJ 

Faites k présent re'flexion , que Farc de courbe AMB , est d'une longuenr 
finíe. oa infinie : que si elle est infinre ; elle surpasse évidemnient la corda 
AB : que si elle est fime ; chaqué bisectíon réduisabt les parties de l'arc 
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a Teiir moitié , une siiite illimitee de bisections , les réduira au-dessous de 
tome grandeur doDDée , c'est-á-dire , á zero. Faites de plus reflexión , cpie 
les extrémítes 'd^ün are zero se touckent; que par consequen i , les droiies 
qui de ees extrémités vont au milieu de Pare , n'ont liea qui les distingue 
de Tare méme , qu'elles coíncident avec lui ; et partant , que par une suiíe 
de preuves , tireés de ce que deux cotes d'un fríangle sont plus grands^ que 
te tFoisiéme y il.u'est aucune des chaines de cordes^ menees dans l'arc AMB, 
qui no soii plus grande qu'AB oorde de cet aro , et que ees c^líaines etant 
d'autant plus longues , qu'elles sont composees d^ún plus grand nombre de 
parties-j Tare AMB |. qui est cdile qui ea contietit le plus,^ est plus gtand que 
sa oovde AB*. 

Ajoutez que'cette proposition géneVale^, uH are de courSe eaf flus grand 
qu9f sa cor de , coincide avec cellenú', laligne dnoite esi la plus coufte qd'on 
puisse mener d^un pointd un autre sur un plan é 

jídiire démonslration. Le théoréme^qui viem d'elre démonttó dtrecttment| 
90 demontre indirectement , en faisaat voir v^^'^ ^^ impossiUe qji'une lígne 
oourbe soit la plus courte entre* deu»|)oinls sur un plané- 

Suppose en effeb, que Ia< courbe AMB (fig. 108) , soit la' plW* coorte des 
ligues qu'on puisse mener du point< A au point B-, siír le plan AKL : si aprés 
avoir tiró la droitc * AB, Ton prend hors de cett e droite un point M sur la oourí>er 
AiVlBv et qu'on y méne les droites AM, BM ; eJles formeront avec/AB ua 
triangle A^IB, et chacune d'elles soutendra un are d'AMB. Or 1.^ fuisant 
tourner autour du point A- la droite AM^avec l'arc AKM , jusqu'ace que cette 
droité et cet are arnvent, l'une en AD, l'autre en AKD : 2/ faisant tourner 
autour du point A la droite BjVI avec l'ái'cBI^I, jusqu'á ce qtie cctte droite et 
cet are arrivent , l'une en BC , Fautre en BLC; les points C, D, toml^eront sur 
AB en láissant entr'eux un* intervallé GD, égal á Texcés des cótés AlVf, BM 
sm- le cótcf AB dutriangle AMB^; de sorte que Tare AKD = AKM>, coupcra 
en un point N l'arc CLB = MLB, et que la courbe AMB ,. qti'omsupposoit 
plus courte que toule autre ligne' tirée d'A en B, sera pourtant plus grande 
que la somme des ares AKN, NEB; que par conséquent , une ligtie courbe 
quelfconque ^ n^est jamáis Ih plus courte des Hgnes qu'on puisse tire)* d'uli point 
a un autre sur un plan. 

Dira-t-on, qu'il se pourroit que la ccfurBe AMB'(ffg; T09) , fut tefte , que 

TárcBLC túmbát d'nn cote de la droite, AB , tandis que l'árc AKD tomberoit 

de Fiautre, et qu'alors , ees ares ne se conpant pas, il n'y auroit plus lieti a diré 

qu'une partie de leur somme fút plus petité qu'AMB? Maís/ repliam alors la 

moitié do phn qui est au-dessous d'AB , sur eeile qui est au-dessu9 , l'ai c 

12 
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BLC lomberott du méme cote qii'AKjD el !e couperott en un point Nj par 
conseqaent daus ce cas , eomroe daos le precedent ^ il seroit demontre , 
jqiie la courbe AMB y u'est pas la ligae la jplus courte q\i*oa p&t ürer du 
point A Au point B^ 

T H É O R É M E XLIX- 

n.^iii. Lia d/^conférence da cercle est moyenne entre les contoars de deux poly-' 

ganes quelconques , Vun inscrita V nutre circonscriU 

Patirai demontre ee tlieoreme , si je fais voir d^un cote' , qtie la circonference 
est plus grande que le contour d^un polygone inscrit qiiclcouque ; et d^un autre 
cote , qa'elle est plus pe lite que le oontotu*- d'un polygone eirconscrit qnelconque. 

Or premierement, le conlour d'un polygone inscrit est forme'' par des pordes: 
La circonference est composée d*arc$ en nombre égal a celui des ees cordes : 
Cbaeun de ees ares est pins grand que sa corde '.- Done la eircóufeVence est plus 
grande q^\^ le contour d'un polygone inscrit quelconque. 

Secondement , le contour d'un polygone circonscrit est formé par des tan- 
gentes't^Ces tangentes touclient toutes le cercle. par un de leurs points ínter* 
mediaires : Ces points partagent la circonference en autant d*arcs que le 
polygone a de cotes : Cfaacun de ces ares est plus petil que les tangentes qui 
' parieni de ses extreniiiés et concourent Time avec l'autre n/ i36 ; par con- 

scqnent la somme des tangentes qui forment le contour du polygone, est plus 
grande que la somme des ares qui forment la circonference. 

THÉORÉMEL. 

n.^ lia. II y a iels polygones réguliera de ¡neme nonty Vun inscrit^ V autre circonscrit y 
que la différence de leurs coniours est plus petUe qu^aucune longueur 
donnée. 

ABCDEF , abcdef ( fig. i lo ) , sont dcut polygones reguliers de n cotes ; le 
premier circonscrit au cercle abe } le second inscrit au méme cercle , en 
tiran! des cordes depuis chaqué point de contact au point de contact suivant 
d' ABCDEF. Cela posé, si.du centre. O du cercle ahc ^ l'pn tire Or par le 
milieu p de la corde a¿; ce rayón fera un angle droit avec cette corde, 
et sera le rayón du cercle ii^riptible au polygone ABCDEF , tandis qu'Op , 
Tune des p^rties de ce rayo^, ,sera le rayqn du cercle inscriptible au polygone 
... cihcdefy ipt que.pr^ so^ ^utre . pai;tie ^ ser^ k( difiTérence de ces deux rayons. 



\ 
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* Hw onpeut aiigmenter á volonié le nombre n des cóteVdes dcux'poíygones, 
et dimuiuer ainsí ees cóte's )usqu*a ee qu'íls soient plus petits qu'aucufie longiieur 
donnée ^ doBC la longnenr pr y toujocirs plus petite que la moitic d'un de ees 
cotes n.^ i35 ^ diminue á plus forte raison jusqu'á devenir plus petile qu'aucune 
loBgnear dofinee- * * '. 

Repr^'sentoas 1/ par G , le contour du polvgone regulíer circonscnt : 
a.° par Tmiite', le rayón Or du ccrcle inscriptible á ce- polvgone : 3.** par C , 
le contour du polygone inscrít : 4." eufin, par 1 — pr ^ le rayón du cercle 
inscriptible á ee polygone; il s'ensuivra n/ i35, que G : Cs=i : 1— pry 
que par consequent, C==íG — G X />r, et partant , que toule Fa diflerence 
des coBtonrs G , C , eonsistera dans le prodmt G X pr^ Maís pr, faeieiir de ce 

• produit, peut étre re'duit á une louguenr plns pciiie qu'aucune loogneur donnée ; 
done ce produit méme pent étre re'duit a une longueur plus peiite qu'aucune 
longueur donnee : done 3 y a en eflet tels polygones régulíers de ménic 
Bom , Pun inscrit j l'autre circonscñt , qne la difiference de leurs contours est 
plus petite qu'aucune longueur donnee^ 

TRÉORÉME LI. 

nf. t45, Les eírconfeteneea de^ cercle» soní enft*elles cx>mme teurs rayons. 

On vient de demontrer, qu'ií y d tels polygones régulíers de n cóie's,- Pr.n 
jnscrit, l'auti*e circonscrit , que la diiférenee de leurs contours est plus [^elite 
qu'^aucnne longueur dounéc; on a de'montre plns haul , que la circonreience 
dü cercle etott naoyenne, entre le contour d'nn polvgone inscrit , et le con- 
tour d'uB poíygone" eirconscrit quelconcpie ; cfonc la circonfe'renco' dtv cercle 
diSere moins , et du contour d'un polygone inscrit de n. cotes , et du* contour 
d'un polygone eirconscrit- de n cotes j que ees contours ne difTérem l'un de 
Pautre. O» sait de plns, que les contours des polygones régulíers de nién:<r 
nombre de cotes ^ sont en méme rs^port que les raj ons des cercles ¡nscrip- 
tibles ou circonscríptibles ¿ ees polygones; done les círconfeVences des córeles 
seroient entr'elles comme leurs rayons, s'il etoít demontre ^ que deux quanr 
^ ' tStes , qui ne différent <le deux autres que par uno grandeur méind^e qu'aucime 

** ^* grandeur donnée , sonl eo m4me rapport que ees denx autres. Cest pour 

arriver á cette démonstration que nous nous próposons la question sni\ante'. 
j«*i44; JLeÉ différ$nees de de»x qaaniHés A, i5, á deux autre» í7, /? sB^oir A — €, 
^ C .: et B^-^D éiani plu$ petitea qu^aacmie qtfatMié assignable ^ on demandé sHl 
itv ¡ . <sl,JtQfi9ÍbJl4i que i«i rapporU A :, Jff , € : D soieni inéficu4x 7 
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Je reponds qií'il implique cootradiciion que ees rapports soíeat* inéganx : 
Car si le rapport A I B , n'éléit pas e'gal au rapperl C : D , il seroit plus grand 
.ou plus petii : Or dans le premier cas A : B >► C : D, Pea poorroit augmenter 
rantecedentC, de lelle quahüie c , que A : B =C -+- c, : D; d*e{i ü suivroit 
que AlC-|-c = B;D, c'esl-a-dire , qu^une quantite A aerek a%C -f- c ^ 
quaD%ité plus ^ande qu'elle , ^^omnie uoe <|uaiiüle B^ sepeit ii D^ quantite 
pJus petite qu'elle. Dans- le second cas A : B <C C ; D, Ton pourroit aug- 
menter le consequeflt D, de telle quantite d , que A ; B-= C 1 D -+• rfy d*oíi 
il siuvroit que A :C;=B :!)•+- d, ^'est-á^dire , qu'une quantite A seroit a 
C) quantite'pluspetiie qu'elle^ eomme une quantite B seroit i D -+•<?, quantite 
plus grande qu'elle. II .est done de'niontre que les xapports A 1 fi , C : D ne 
peuvejfit étre inegaux : quand les diíTerences A -— • C , B -^ D sont plus petiies 
qu!aucuiie ¿randeur assignable ; done il est de'mootre , que les circouferences 
de deux careles sont entr^elles eomnie les rayoiis ele ees aéreles. 

Passons á la solution des problémes suivans , dsqis le dcssein de trouver , 
sinon le vrai rapport de la cirjconference au dianxetre du cercle j dy moins^ 

i' 

un rapport c[ui en approche. 

Problérries dcins les^uels on prend tpujoun le rayón du cercle 

pour Vuñité. 

PRGBLÉME XX. 

».• i45. Inseriré et circonscrire qku cercle mi irjangte equilateral? 

Comme T^nonee du probléme ae donne pas le tríangle «'quilatéral ABC 
.( fig. 111 ) , ou commencera par le construiré , de la maniere indiquee á la 
fin du n,'"^ 119 : On fera pass^r ensuite une cir.coafei>ence de cercle par les 
sommets des angles de ce triangle ¿n.^ ip5 : £n&i y on tirera des tangentes par 
.fies sommets ;a.'* 11a, et le tríangle ABC^ sera un mangle équilateVal inserit j 
le tríangle DJEF 9 sera lyi trian^le equilate'ral circo;iscrít au cercle jx.^ ;l3o. 

P B. O B jL E M F X X I, 

a«* ii/S.. TrQUver les rapports qu'ont au rayón , les ^ contours des tfiangteB 
équilatéraux ii;iscri£s £tx:irconscritSj etposer les lirnilesd^ ¡^ cirgo^ferenee 
. qui résultent de ees rapports ? 

Les points de eoatactdii tríangle e'quilatérál circonscríl DEF (fig. 111) etant 
au milieu de ses cotes \ les di*oites EB , EC sont 4a moitie' des droites ED ^ 
£P; d'víi il suii que le triangle fiiEC| est'equiangleautiíaagle XíEJÍ f par uÁ 
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. w irogle eotnmna E^ et les cotes autour decet aogleprbportiéilnels'av» cotes de 
J]t£F } ^ue par consequent , D£F etant equilateral , BEC Test aussi. €)ii prou- 
Teroit de la méme maniere'^ que CFA^ ADB aoat dquUi^nraux 5^ 4d[onc les 
trois triangles BEC ^ CFA ^ ADB sont équilatéraux , et comme chacun d'eux 
a un <)óté commun avec ABC , chacun d'eux peut convenir avec lui ; par 
xonséquent le contour de DEF est douI>Le du contour d'ABC. 

Maintenant ^ ú du centre O du cercle ABC , Ton Ure le rayón OB =^ 1 , et 

X ^^on abaisse OP perpendiculaire sur AB ; OP sera le rayón du cercle ins- 

€riptil>Ie au triangle ABC , OB sera le rayen du cercle ioscriptible au triañgle 

■r DEF , et i^r le n."* i53:, OP serin a OB = i ^ ecHnme le contour d'ABC au 

jcontonr de DEF , c'est-fr-dire , comme 1 ; a ; de soite qu^ OP 5= 5 , BP ^ = 

OB * ~ OP^ = 1 — ^ =F=!^ BP =f |/"3 et AB=|^3. U contour d'ABC 

est done 3^3^ ^i le coptour de DEF, 6y^5; done finaJement., 3^5 et 

6y^5 sont les limite8.4Q la circonférence^ qui re'sulteot de FiinscriptioB et cir- 

conscription du triangle. e'qDÍlaterpL • . 

9lT 147^ Propositioa iacidenie. Un triangle quelcomgué ABC ( fig. 11a) est 

inacrípiible ^et virconscripüble au cercle. II est inscríptible , puisqií^on peut 

ÜBure passer une circonference de cercle par les sommcts de ses trois angles : 

. 41 est circonsci*ipüble.> puisque les droites AO, CD ^ ^\ partagent ses angles 

A 9 C y en deux egalement , ^e rencontrent en un point O 9 cfquidistant de 

•ees trois. cotes n.^ ¿6. 

«i**i48. Seconde proposiiion incidente. Un tercie ABC (fig. ii3 ), éianl donné^ 

Pon peut toujoura lid inseriré et ^circonscrire un triangle équiangle á un 

triangle donné abe. 

Par rapport á Tinseription*: Placez au centre du cercle donne , un angle 
SKC, doubk de Pangle a ; faites ensuite sur KC, un angle AKC , double de 
•Fangle ¿, et quand vous aurez tire les cordes AB, BC, CA , le xriangle inscrit 
ABC, aera équiangle au tiiangle donne abe; attendu que ses angles A^ B, 
etant a la circonference , sont egaux aux moiáés des angles au centre BKC , 
AKC 9 et-par U méme aux mgles a, by ^abc. 

Par rapport k la circonscription (fig. il4) : Proloagez de part et d'autre 
im des cotes oc du triangle donne abe \ places au centre du cercle donné 
: ABC, v^ angle AOB ^=^bafj angle de suite de,¿aey iaíies ensuite Tangle 
BOC=s.Ac^^ angle de suite de bca j et qulwd par les points A > B , C, vous 
aivez tioe les tangentes. KM , KL , LM y le triangle circonscrit KLM , sera 
<éqnian^ei a«6o: Car le quadrílatére KBOA, ayant deux angles .dipits A et 
B ; son an^e .K est ^é^ :á l'angle de suite de son engle O, c'est-ii-dir/^ , á bac : 
.. , ...«t de méme» b qnadiiUiére JLBOC ^ jiyant deux;angl^dyQÍu£^C>.';ipn&Dglo 
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caries cordes égales soutendant des arcsegaux, et l'angk du segmenl ayant 
pour mesure Tare du segmenl; lous lés mangles AHB, BIC, CKD, DLE, 
EiMF, FGA, peuvent convenir^ par regaliic de leurs bases , et des angles sur 
l^enrs bases; d'oü il suit que tous les poiQts de contact du polygone GHIKLM ^ 
sont au milieu de ses cotes , et parlante que c'est un polygone re'gulier circons* 
crit , de me me cíom que Tinscriu 

THÉORÉME XLV. 

n.* i3i. Un polygone régulier étant eirccnscrit; si cTimpoínt de contact au suwantj 
Qu tire des cordes ; elles formeat un polygone régulier inscrita de-méme 
nom que la circonscrit^ 

Soit GHIKLM (fig. loi ) , un polygone régulier, qui touclie le ccrcle ABC, 
par les points A , B, C, D , E, F : les cordes AB, BC, CD, DE , EF^ FA etant 
tire'es , forment ABCDEF, polygone inscrit et régulier : car tous les points de 
<ontact de GHIKLM , étant ^m milieu de ses cotes n*^. 129; tous les tiiangles 
AHB, BlC, CKD, DLE , EMF^ FGA peuvent convenir, par IVgalité respective 
de deux cotes et de l'angle compris entre ees cotes ; d'ou il suit que tous les 
cótés d'ABCDEF sont égaux. Par rapport ensuite á ses angles : comme ils som 
tous á la circonfcrence , et que les cordes égales sOutendent des ares égaux j 
leur égalité est aussi démontrée, ctpariant, ce polygone est régiílier, et de 
me me nonj que GHIKLM* 
«.** i32. Conséquence^ II suit immédiatement de ce théoréme , que lorsqu^un poly^ 
gone régulier est circoascrit y il y a égalité entre tous les ares qui s^étendenl 
depuis un de ses points de contact au point suipant» 

x 

THÉORÉME XLVL 

m^^i35.Les contours des polygones réguliers de méme nom sont entr^eux ^ eteomme 
les rayons des eercles inserip tibies^ 0t ccmme les rayons des cercles cir^ 
conscriptibles á ees polygones, 

Soient ABCDEF , abcdef^ (fig. 102), deux polygones réguliers de n cotes: 
si du point O, centre du fliremier, on tire OA, OB, aux sOmmets de ses angles 
A , B, et qu*on abaisse sur AB, la perpendiculaire OP; on verra dans OA le 
rayón -du cercle circonscriptible , et daus OP , le rayón du cercíe inscriptible 
M ce polygone. De méme, si du point o , centre du second polygone , on tire 
ca^ pb j ;atix sommejts d^ ses angles a^b^ et qu'o^ 9bais6e 09, perpendliculaire 
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^angte ABC n.* iii. Or dans Ic|)reiniep cas, lasumme desacglcs P, D du 
jquadrüaiéi^ kiscrii AFCD , aeroit plus grande <]ue deux anglos draits : Dana 
le second cas , la soimne des angles Q | D du quadri|atcre inscrit ÁjQCD p 
seroit pliis petilc que deux angles droits.; ce qui est impossible. 
•.*i5i« Proposition incidente a. La aomme de deux des cótés opposés d*ai% qua-* 
drílaiére circonscriptible au cercle, est égale á la somme des deux autres 
€t réciproquement, tout qaadrilatére de la premiére classe , est circons^ 
cripUhle au cercle^ lorsque deux de ses coles opposés, pris ensemble sont 
égaux aux deux autres. 

£t d'abord, Ior5qu\m quadrílatcre FGHI (fíg. 117}, est circonscríptiLle; 
aupposé qu'il soit actuellemcut clrcpnsciil au cercle ABC; deux tangenles 
qui partent du méiue pouit etant egales; il s'ensuit que. le cote Gil, est egal á la 
somme des parties GA y HC des cotes FG, HI , et qué le cote FI, est egal a la 
somme des parties FA , IC de^ cóuis FG, IH; que parconséqueut , GH+FI, 
aomme de deux des cótés oppo^es^ est egale á FGH-IH, ,somme des deux autres. 
Quant a rinverse de cette proposition, savpir, que lorsque la somme de 
deux cotes opposés d'un quadrflatére de la prcmicrc classe , est cfgale a la 
somme des deux autres, ce quadiílatére est circonscriptible au. cercle; on 
distinguera le cas dans lequel ce quadrílatcre FGHI, est ua (]Mai;aIlelogramrae 
du cas dans lequpl ce n'cst pas ún parallélogramme. 

Et d'abord, lorsque FGHI est un parallélogramme, ses cotes opposes e'tant 
egaux, la somme de deux des opposes ne peut étre égale a la somme des 
deux autres, qu'autant que chacun des premie rs csl égal a cliacun des se- 
conds. I^oü ü siiit que les quatre cotes du parallélogramme sont égaux; que 
cliacmie de ses diagonales le partage en deux'triaugles isósceles, capahles 
de convenir; que chacune d'elles. fait deux paiMis égal^s de$ angles. qu'elle 
coupe^ et que leur point d'intersectioneíant a égale distance de irois quel- 
conques d^s cótés du parallélogramme , est a égalev distance de tous les quatre. 
De sorte qu'on qe peut douter qu'un parallélogramme 4^^^ doux cotes op- 
poses sont cgaux aúx deux autres, ne soit circonscríptible au cercle. Reste 
, .., i cávoir ;^ \m qüadri^tére de la premiére classe , qui n'esi pas uo parallé- 
I 'logramme, est' circonscriptible au cercle,. .quand la somme. |d^ deux^ de ses 

, ]C6ti^ oppos^., €i3t.'egiJe la ia somme des deux autres. 

1 :. i ^< A cet efTet )e jcommeace par observer , .:qt|e puisqiye par 3upppsiuon, le 

. , ..^adriUt¿re;FGHr (¿g.- ¡117)^ n'est pas iu| parallqjpgrapiimq, )^ux.,au nioins 

j.*.i| A9 MifiCiAiés' ojiposés jBpnt, convergens;; qpe» Gft,fFI par .ea^empl^y con- 

"*^ vergent.d'ütí. cótéV^Jequel aoit itesigné jw la Iwre.Q-. Je ;4i¿ :*nstij^e, que 

si l'oi^ diviae en deux egalement les angles F, G, par les droites FO, GO^ 
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,' .surpasseDt lá corde ABr J'bbserve éDsuite, que ks rayonsOa, Oí, tíies Ja 

«centré par les milieüx a , ^, des ares AM, MB, parta^^ent aussi. ees ares e» 

deux egalement , et Cfue les quatre cQrdes Ao^ aM , M¿, 6fi, sont phis grandes, 

prises ensemblé^ , qw AM'+MB^ el par consequent qu'AB ; de sorle- que subs- 

V tituaot a AB saccéssivementa , 4, 8 ^ 16 .... . s'* cordes egales; la somnie des- 

cordes subsiitiuees surpasse de plus en plus AB. 

Maintenant, si au mfoyen des fivisioi» de Pare AMB en a , 4 , 8 , 16 2» 

pañíes egales,. on subslilue d'al>ord aux denx tangentes AT, BT , qitatre tan- 
gentes egales AS , SM , MV, VB; puis huit tangentes egales Ac^ca^ ad^ rfAT, 
M^, ^b^bfy^/By et ensiáteseize , treme^denx , et ainsi desuite; íl est eVldenc 
qs^apvés k premiére substkntion , Von aura 2^ tangentes egales ; qu'^aprés la se- 
conde on en aura 2* ; qu'aprés la troisléme , on en aura 2* j ct qu'en ge'neVal , aprés 
la n"^^ on en aura 2»+*. IMais deux cóle's d'uii trianglesont plus grands ejue le troi- 
sieme ; done la scHnme de ees 2*^*^*^ tangentes , sera plus petita que* les deux tan- 
gentes ATyBT, plus grande toutefois que les 2'^cordes substituees ala corde AB> 
A mesure cependant qu'on double et redouble le nombre des tangentes et le 
I nombre des cordes , la longueur de choque corde et de cliaque tangente diminuer. 
aurdessous de toute longueur donnee : car si elle ne cUminuoit pas au-dessous 
d'Om , par excmple ; il s'ensuivroit qu^aprés le nombre n de duplications , la 
somme des tangentes seroit au moíns e'gale á 2^^" ** X O/n , et cdle des cordes ,. 
á 2" X Ofn; que par consequent , le nombre n etant ülimite , les longueurs 
fin+i ^ Om , 2** X Om^ serolent aussi illimitees; ce qui repugne á l'observation 
faite plus haut , que la somme des 2** cordes est pkis peúte que la somme des 
311+1 tangentes , et que cette derniere est moindre que la somme des deux tan- 
gentes primitives AT , BT. II est dónc impossible que la longueur de cliaque 
corde et de chaqué tangente ne diminue pas au-dessous de toute longueur 
donnee , et qu'áinsi les cordes d'une part , et les tangentes d'autre part , ne 
finissent par former une ligue courbe ; attendu que dans la chaíne des unes y 
comme dans la chaíne des autrcs, il n'y a fínalcment rien qui soit rcctilignc. 

Quelle est done cette lígnc courbe ? En reponse a cette question , j'observe 
que par le n/ i35 , les points par lesquels les cordes s'eloignent le plus de Faro 
AMB, n'en sont pourtant pas distans de la moitie' d'une de ees cordes; et que 
par le n.^ i34 , les points par lesquels les tangentes s'eloignent le plus de l'arc 
AMB , n'en sont pourtant pas distans de la longueur xl'ime de ees tangentes ; 
d'oü ¡e conclus que , puisque ees cordes et ees tangentes diminuent au-dessous 
de'toiíte grandeur donnee; a plus forte raisoh, peut-on en diré autant de ees 
distaqices; que par conse'quent, la chaíne des cordes, comme la. chatne des 
; tíu)gjentes , fimsswt .p4r CQü)cidcr avec l!arc AMB }. cet. are est la courbe dpman- 
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».• i53. Proposilion incidente 4. Piolomee l'astronome demonira le premier , 
q¡o!en touí quadrilatére inscrit au cercley leproduit dea diagonales e»t égal 
á la somme des produits dea cóíés opposés; et de Ik vient que cette pro- 
poñúon porte encoré anjourd^bui le nom de Théoreme de PtQÍomée ^ en 
voici la démonstration. 

Soit ABCD un qnadrilatere inscrít aü eercJe ABC"(fig. ííg): lorsqu'on 
coupe un de ses angles B, de maniere que ABF=DBC; le tríangle ABF 
est e'quiangle an iriangle DfiC , attendü que les ánglé» ABF , BBC sont 
e'gaux par construclion , et que les angles ar la círconference BAF, BDC 
reposent sur le niéme are BC. De plus, les tnaíigles ABD , FBC soni aussi 
equiangles, vu que les angles ABD^ FBC áoni e^gaux par construcilon, et 
que les angles á la circonfeVenee ADB , FCB , reposent sur le roéme are 
AB. Mab de la similUude des trlangles ABF, DBC, il suít que AB: AF= 
' DBlDC; d'oü ron tire Ag xDCi=AF X DB; et de la similhude des 
mangles ABD, FBC , U. suít que AD : DB=FC : CB , d'oíi Fon tire AD x 
CB= DB X FC. Dono en additionnaíit , AB X DC+ AD X CB= AF y DB-h 
DB X FC= ( AF+FC) DB=AC X DB, 

Propositions incidentes 5,6. La proposítíotr, que danés tout quadrilatére 

inacriptible , la somme de deux des angles opposes est egale á la somme 

des deux autres, n'est qu'un cas particulier de la proposition g<^neVale^^ ^Wen 

B.*i54. tout polygone inscripíible , d^an nombre de cátés pair, la somme dés^ angles 

alternatifs cVune part , est égaíe á la somme des angles alternatifs d^autre 

part. £t de méme, la proposition, qu^en toul c^uadrilatére circonscriptible, 

la somme de deux des cotes opposes est ¿gale a la somme des deux autres, 

n^est qu'un cas particulier de la proposition genérale , quVii lout polygone 

».• i5S^circonscriptible , d'un nombre de eótés palrj la, somme dea *b^áésj alternatifs 

d* une part j est égale d la somme des cótés alternatifs d^aíétre,part. 

En eOet , soit en premier lieu 1 , a^ 3, 4, 5 ^^-:— (a/^— 1) , slu.{&q* 120), 

na polygone inscrit, d'un nombre de cotes pair.a/i : cliaeim de. ses angles 
aJtemattfs 1,5,, 5, 7 — - — (a/i — 1), etautá la circonference .ét insis\ant sur 
elle, moins ce qu'en soutiennent ses jambes; 4ous ^ii$emble\ insitícnt sur 
(n^i) circonférences , et valent parcousequent a {n-^i^ ángle» dfoíts. Mais 
on peut én diré autant des angles ahernatifs a^ 4^ 6^ ^:;i^>^f:'i^va'«i; doAc la 
somme des angles alternatifs d'une part, est e||al€ & Ifr somine deB angles al- 
, tematils d'autre part. En d'autres termes , daña túut polygone insbripti^le ¿Pun 
nombre de.cótés pair, la somme des angles alternatifs vnpair0j> comme 
la somme des angles alternatifs paire ^ est égale á la moiáié de la somme 
. . des angles du polygone^ . .^, \ ;• . ^ 

i3 
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f^í . ^éxirémH¿9 d^une méme cor de , plus peüte que le diametre; elles se rencon- 

n.9\3^irerit: Reciproquement y lorsque deux tangentes y quipnrtent des exUémités 

y declámeme corde^ ne se rencontreni pas , ceite corde est un diametre; mais 

lorsque les deux tangentes se rencontrént y la corde est plus petite qu^un 

^ ' diametre: > 

EaeSGet). les tangentes^DT, ET (ig. ió6) , quí partent des extre'miies da 

, ¿if^li^Ue DE ). jetant Tune ei TaiAtre perpentUculairés a ce diamelre , elles^ 

¿pQt paralleles ^ et par copséquent, ne se rencontreni pas; mais les langenles^ 

*AS, BS, qui partent des extremite's d^AB, corde plus petite que le diametre , 

faísant Pune et Tátitre sur cette corde mr angle aígu n.^ 89 : se renconlrent. 

Reciproquemeiit, les tangentes DT, ET, qui ne se rencontrént pas, partent 

des extrémite's d^un diametre , vu que sí elles parioient des extremites d^me 

corde pPris petite que lé^ diametre, elics se rencoñtreroient : done les tangentes 

• AS,BS, qui se rencontrént ,- partent des extremites d'une corde AB, plus 

petite que le diametre , puisque si cette corde etoit egale au diametre , elles 

ne se rencontreroient pas. 

ii.*'i5g. Ajoutons que , lorsque deux tangentes se rencontrént, la corde tirée du 

point de contact de I* une au point de eontact de Vautre ypartage la circón^ 

férence en deux ares, Vuñ plus petity Uautre plus gr and que la demi^ 

circonférence , et que líe premier est plus prés que le second du point de^ 

concours des deux tangentes^ 

THÉORÉME XLVIII. 



B 



.• 1 io. ^'^^. oirc dé courbe queTconqae ,^ es f plus grand que sa corde. 



<t 



Qtiel que soít Tare de courbe AMB (fig. 107), divisez-íe d'abord en deu» 
également an point M; et les droites AlVÍ, BM* seront plus glandes qu'AB. 
Diviscz ensuile en deux egalement les ares AGM, MHB", et des extremites de 
ees ares , tirez a leurs milieux re'spectife les quatl*e droites AG , QM , MH , HB, 
íesquelles prises ensemble seront plu3 grandes que íes deux prece'dcntes A&f 
-+r MB y et a plus forte raison qu'AB. Divisez ainsi successivement et sans fin 
les paiiies de l'arc AMB , en deux ¿galement , et des extremites des ares 
resultans de ees divisions , tirez des droites aü milieu de cliacun d'eux : la 
somme de ees droites surpassera de plus en plus la corde AB. 

Faites k présent re'flexion , que Tare de courI>e AMB , est d^une longueur 
finieron infinie : que si elle est infinie ; elle surpasse ¿\idemnient la corda 
AB : que si elle est fime ; chaqué bisection réduisam les parties de Tare 
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por ooBseqnent^ le nombre des aogles impairs> siirpassant de runitele noiill^re 
des anglés pairs; si Pare i.... 5 est egal á la* démi-circonference ; la sotmúé des 
anglespairs est egalé^alá somme des angles impairs : Cest-á-dire en ge'néraly^^ 
qu'tf/i touipolygoneinecrit d^ un nombre impair de cótés , la somme des angíes 

^'^^^^' pairs est égale d la^ somme des angles impairs j^ guand l^un- dks cótés du- 
polygone esP un diarjiétre , et qu^on numeróte les angles^ en comméngant 
par I* un des' deuxgui ont leur sommetá Vexttémité du diamétre\>£tfinissunt 
par l*autre: Proposidon qui^ applique'e au triangle^ prend la forme suivMite : 
JSn tout triangie inscrit > ayant pour base un diametre ,^ Vangle n y, typposá 
á ce diamétfe, est égal á la sofrune des angles i*, 5ygui sont aux extré^ 
mitas de ce diametre^méme; ce qui s'accorde avec la propositian démontrée^ 
plus baut, que l'angle* dans le deoii^cercle est droíu 

A ees proposiiions incidentes j'en- ajouterai une relativo anx polygopes cir^ 
oonscrits ABCDE (fig. iii5) d'un - nombre inqpair de cotes, en observant que 
sí Fon- détrait successivement tangente par tangente, saToir, 1 A par A^, sB 

ai* 1S7; pftr B3 , . 3G par C4, 4D par D6; il restera enfin 5£+£i , pom* Texcés des 
cótés impairsy. sur les cotes pairs. Resultatqui, dans son rapport avec le trtangle 
fait connóítre, que la oifconscription de ce polygone , determine géomécrique- 
meiit,. l'-eice^ de deux quelconques de ses cotes sur le troÍ5Íéme,í 

B R o B L É M E XXIIl. 

né*iS8é '. Inseriré et'circonscrire au cercle un pentagone réguUer?^ 

Sóit'ABGBE (fig. 1^24),. un pentágono régulier inscrit aii cerde ABG: Si 
Pon tire les cordes(3A, CE des deux quints de la circonierence , il se forme 
itn tiiangleisoscéle AGE, dout les angles a la base sont doubles de I'angle au 
somme t, attendu qu'iU- insistent sur Ic^s deux' quints, tandis qii^ n'insiste 
que surlequint de lá circonférence. SiPótí tire ensuite la corde EB, qili coupe 
AG anpoint F, on Toit que les trianglés AGE, AEF, ayant un ai^e commun A^ 
et un second angle G', egal ¿ un, second ang]e£, sont équiai^gl^s., ^t' que le 
premier c^tant isoscéle^ le second l'est aussi; qUe par con^éq\i0nt.)SF=A£. 
Muís de la similitude des triangles AGE, AEF il smt encore> que GA:AE=. 
AE:AF, proportion dans laquelle substituant £F a AE, Fon^obuént' GA;EF 
s=:£F: AF. De plus, les angles £,C du triangie EFG, étant' á la circonférence 
et insistant sur des ares égaux, sont égaux; done les cótés £F, €F de oe trian- 
gie sont egaux j done laproportion GA:£F=fc^£F:AF pent se ohanger encelleci, 
*CA:GF=CF:AF; done lorsque dúos un triangie isoseele, I'angle ala base est 
— ^ 4c)uab)# de Fangle au soms^et, la- . traite qfú. divise en deux également I'angle 
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BLC lomberott du mónie cote qii^AKjD el !e couperott en un point N: par 
conseqUient daus ce cas , eomroe daos le pre'cedent ^ il seroit de'monti é , 
jqiie la courbe AMB , u'est pas la ligne la plus courtc quW p&t tirer du 
point A A\x poini B. 

T H É O R É M E XLIX- 

n.^iii. Lia drconférence da cercle est moyenne entre les contoars dfí deux poly-- 

gojies quelconques , Vun inscrit, l^autre arconscriL 

Patirai demontre ee iheoreme , si je fais voh* d^un cote' , que la circonference 
est plus grande que le contour d'un polygone inscrit quclcouque ; et d^un autre 
c6x<i , qu'elle est plus pelite que le oontottf* d'un polygon^ eireonscrit qnelconque. 

Or premiérement, le conlour d'iui polygone iuscrit est forme'* par des ^rdes: 
La circonfcVence est composée d*arc$ en nombre egal á celui des oes cordes : 
Cbaeun de ees ares est plus grand que sa corde > Done la eircónference est plus 
grande qne le contour d'un polygone inscrit quelconque« 

Secondement , le contour d'un polygone circonscrit est formé par des tan- 
gentes ^t* Ces tangentes toucbent ioutes le cercle. par un de leurs points inter- 
mediairés : Ces points pariagenl la circonference en autant d'arcs que le 
polygone a de cote's : Chacun de ces ares est plus petii que les tangentes qui 
• parieni de ses extre'mkes et concourent Time avec Fautre n/ i36 ; par con- 

scqnent la somme des tangentes qui forment le contour du polygpne, est plu* 
grande que la somme des ares qui forment la circonference. 

THÉORÉME L. 

n.^ 1*2. II y a tels polygones réguliers de méme nom, Vun inscrit^ V autre circonscrit j 
que la différence ele leurs coniours est plus petUe qu^aucune longueur 
donnée. 

ABCBEF , abcdef ( fig. i lo ) , sont deut polygones reguliers de n coles ; le 
premier circonscrit au cercle abe ; le second inscrit au méme cerche , en 
tirant des cordes depuis chaqué point de contact au point de contact suivant 
d' ABCDEF. Cela pos¿, si.du centre. O du cercle ahc ^ Fon tire Or par le 
milieu p de la corde a¿; ce rayón fera un angle droit avec cette corde | 
et sera le rayón du cercle ii^nptible au polygone ABCDEF y tandis qu'O/; ^ 
Fuñe des p^rlies de ce rayo^, ,sera le rayqn du cercle ins^críptible au polygone 
^ . . abcdef y ^py qtie.pr^ so^ .^uu e . pai;tie ^ ser/| la^ difiTéreace de ces dciUL rayons. 
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«ríangles AKL, ACE étant équiangles, vu qu'ils soqt isósceles el que Pangle K, 
comprís entre les cól¿s de Fun , est égal a Pxingle C, compris eotre fes cotes 
de Tautre; il s'en^uh que CA: AE^sKA: AL. Mais AE est egale a la grande 
partie de CA, coupee eu moyenne jBt extreme raisou j "do^c CA:AE= 

r::ii±!í2jdoncKA:AI^i:=i±i:^ dopc aL=KAx ~Í±2.=: 
— , puis(|ue nous sommes co^vepus de prendre KA, rayón du cercle pour 



2 

funite^ 



ConsideVons á présente que les triangles CAL, AML étant reetangles el équian- 
gles entr'euxj il s^einsuit que AL*=^LxLM=aLM5 vu que CLsca; que par 

Xíonséquent, LM=|AL*=i (Iini— ) ~ K ^ " l ) = ^^^^^ ^^ H^^ CM 
5==CL— LM=?— 5—^=^^, Ajouions que AM'=CMxLM^tbi2 

X — ¿ — = — ^ í q«« par conséquent A]yi=|K , et que 2AM=sAE, 

icótc du peoLtagene régulier inscrit e^st =^ — — ^ easorte que le contour de 

íCe polygone est =íj/^ • 

Maintenant) suppose que par les sommets des a^gles d'ABCDE, Pon cir- 
^sonscrive au cercle ABC , un pentagone régulier ; le rayón du cercle inscrip- 
tible a ce pentagone seraKA=i, tandis que KM, rayón du cercle inscrip- 

(5_|/'5) 1+K5 
.tibie á ABCDEy est =KL-í-LM=i — r — = -^^7 — . Les conto.urs des 

ipentagones réguUers uiscrit^t clrconscrit sont done dans le rapport de : i — r — , 

.done le quatnéme ppoportionnel aux termes -^-j — , i , 5|/" ^ savoír 

--r-r-j/'— — , €st le contour du pentagone régidier circonscriptible á un 

.cercle de rayop i . 3/Iais le contour du pentagone régulier inserit k ce cercle 

5— j/^5 
<est 5f^ ' j done les limites 4e la circoiáerejace qui resultent de l'inscription 

5— j/'S 2o 5— J/'S 
et circonspription du pc^ntagone régulier, sont Sy^ et V. ^ • 

^^ Conséquence i • X^a solution du prot>léme pre'cédent nous app||g|l que AL^ 
^óté du déc^eoe régulier ínscñt^ est =9 y done ce GÓté, multiplió 
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par lo, dobne^ 6( — l-f■^^5), paur le contour du decagone r¿gu}ier ínscr¡|. 
Mais KS, rayón du cercle ¡nscriptible ¿ ce polygene, esl =:í/*(KXi* — LS*) 

1 )z=2^i/^ , elKL, rayón du cercle inscripuble au 

decagone circonscrit j est s:= i ; done puisque tes contours des polygones 
réguliers de méme nom, sont comme les rayons des cercles a eux inscripti- 
bles f le contour du decagone réguller circonscrit doit se trouver en faisant , 

comme ¿[/'■ " í i , ainsi 5(— i-4-J/'5) a un quatrieme terme = TVTP^ 

= ^ P(T+K¿1 > ^°'»*' 5(-H-I^5)et I^t^l', sont Íes limites de la 

circonférence | qui résultent de l'inscription et circonscríption du de'cagone 
régulier. 
n.®i6i. Conséquence ü. AE est egale k la grande partie d'AC'^ coupée enmoyenne 

et extreme raison; par conséquent AC: AE=qpi : — . Mais AE a été trouvée 

^e 4 y^ti^, dono AC== ' y.^ZÍ^^yr.'"-^'^ -''^>^» 



(5— J/'SXS+^^S) 5-f j/'S 

=¿1/', TT.^r; — :zt:=I^ ; additionnellement á ce que AE, cote du 

pentagone re'gufier inscrit a un cercle de rayón l y est egal k J/' ■ ; nous 

2 

voyons qu*AC, diagonale de ce pentagone^ est egale k J/^ 

n.* i6a, Conséquence 3. L'angle au centre BKJj^ inñstant sur l'arc BAL, qui est les 
trois dixiémes de la circonfe'rence , est ¿gal á BCD , angle du pentagone regu- 
lier n.^ isS. Or BL, corde de cet angle et de cet are , se tire dti triangle BLC, 

rectangle en B , qui la fait égale a K(CL'— BC';=K(4— ^^^)=K^'^^^ 



2 
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n.* i63. Conséquence 4. La yaieur numérique d'AE , cóté du pentagone régulier 
inscrit au cercle de rayón i , founiit un moyen expe'diiif d'inscrire ce poly- 
gone : Ce moyen consiste (fig. ia5) a elever du centre C du cercle circons*- 
eñptible, le rayón CD , perpendiculaire audiapnetre AB ; á diviser CB au point 
M, ^ deux'également; puis á tirer MD et faire MF===MD=K(CD^-+-CM*) 
t=:|/'(i-+^)=^|. La li^e Df esl alors égale au cotc^ du pentagone a iHscrire^ 
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• 76, DF=K(MD*+MF»-aMFxCM)=K(aMD*-aMi:UCM) 



Vik^-^Bx^u) '-^"^^ 



FROBLÉME XXV. 

ig4. Inseriré él circonscrire au cercle un hexagone réguUer, trouvet les rap^ 
ports qu^ont €ui rayón les contoura de l^ hexagone inscrit et de V hexa- 
gone circonserit , et poser ainsi de noupelles limites á la circonférence ? 

L'angle du tríangle equilateral etant egal k la sixieme partte de tome la quan- 
tité aogulaire autour d'ua poínt sur un plan, si l'on place au centre O, d'un 
scercle quelconque ABC (fig. 126), six angles de ce triangle; chacun de ees 
anales insistera sur la sixieme partie de la circonfe'rence , et les cordes de ees 
sixiémes 9 formeront Iliexagone régulier inscrit; attendu que l'égalite' des cotes 
«ntraíne l'égalité des angles de tout polygone inscrit. 

RemarquQz á présent, que Fun quelconque des six triangle^ OAB , OBC, 
OCD,etc., qui cemposent Fhexagone ABCDEF, a deux rayons pour cotes , 
^t pour base, un cote de Thexagone; ce qui en foit un triangle isoscéle ^ 
^ont les angles a la. base se partagent ¿galement ce qui reste de deux angles 
^droits 9 quand on en a oté le tiers de ees angles-mémes ; que par consé- 
^quent , ce triangle est eq uiangle et par-lá méme e'quilatéral ; d'oü il suit que 
«deux de ses cotes étant egaux au rayón, le troisiéme Test aussi, et paftant| 
'que le contour de Fhexagone regulier inscñt est=^. 

Quant k la circonscription de Fhexagone regulier GHIKLM , et a la deter-* 
mination de son contour : la circonscription se fait, en tirant des tangentes 
par les sonunets des angles d'ABCDEF ; la détermination s'opére , en abais- 
sant du centre O , sur la corde AB , la perpendiculaire OP , rayón -du cercle 
mscriptible á ABCDEF ; en tirant la valeur de ce rayón de Féquation 0P== 
f/'ÍOA'— AP^)=í/'(i — ^)=^j/^3; pub en faisant usage de la proposition, que 
les contours des polygones réguliers de méme nom ^ sont entre eux comme 
les rayons des cercles á eux inscriptibles , laquelle fait ^^'b\l^=£lXy dont le 

quatriéme terme x= =4^3, est egal au contour de GHIKLM; ensorte 

que 6 et 4^^ sont les limites de la circonférence , resultantes de Finscriptioa 
et circonscription de Fhexagone regulier. 
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PROBLÉME XXTI. 

n.* i65. Inseriré et circonscrire au cercle un heptagone réguíier ? 

Soit ABC un triangle isoscele dont I'angle á la base soit triple de Pangle 
au somniet (fig. 127) : Ce triangle e'tant ínscrit au cercle ALM, son angle B, 
insiste sur un are AGC, égal a la septiéme partie de la circonference , et AC^ 
corde de cet are est le cóté de Theptagone régulíer ALMBNKC; d^oiiil paroít 
que la solution du probléme proposé dépend de la solution de cet autre, 
Construiré un triangle isoscele y dont V angle á la base soit triple de V angle 
au sommet ? 

Soit done derechef ABC un triangle de cctte éspéce : Si Pon suppose 
que CL , CM divisent son angle C en trois parties égales ACD,DC£,ECB; 
le triangle ACD, est equiangle au triangle ABC, par un angle Gommun A, 
et nn angle C=^B; d'oü il suit qu'ABC étant isoscele, ACD Pest aussí, et par- 
tant, que son cote CD est egal & son cote CA. Si done du point C, Yon 
abaisse CP, perpendículaire sur AD , etqu'onfasse ABs=^ et AC=;:c; CD est 
aussi =jc, et la proportion AB:AC=AC:AD, resultante de la similitude des 
tríangles ACD, ABC, prend la forme suÍTaute alXssXiAD, de laquelle oa 



XX XX 

tire AD=^ — , et AP=4AD=x-— . Mais CEB est un triaRde* isoscele, pms- 

a ^ 2a ® * 

que ses angles C, B sont ¿gaux; done CE^^BE. De píus, fe tnangle CAE 
est aussi isoscele , tu que son angle C est double de I'angle ABC , et que son 
angle E, córame ente'rieur du triangle EBC, est double aussi de I'angle ABC; 
par consequent AE=AC=a?, et CE=BE=BA— AE=a— jr. Maís C£'=a=AC''-H 

3CX 

AE''— aAEx APaaaAC*— -aACx AP; done (a— a?)^=3axx— aarx— ; dona 

«' — flxx— -aa*jc-+-a'»*o, Equation culnque , dont les Elémens ne sont pae censes 
donner la solution. 
ii.*i66. Remarque. Le probléme qui víent d'étrc mis eú equation suggére Pidee^ 
que tous les polygones re'guliers d'un nombre impair de cotes a/i-f-i , s'ins- 
criroient et se circonscriroient an cercle, ¿ Paide de tríangles isósceles, dont 
Pangle á la base seroit n.^'^P^de Pangle an sommet. Mais puisque la construc- 
tion du triangle isoscele , dont Pangle k la base est triple de Pangle au sommet ^ 
dépend d'une e'quation cubique; la constrnction de tríangles isósceles, dont 
les angles á la base seroient qnintuples, septuplcs, etc., de Pangle au sommet^ 
dependroit vraisembhblement d'equalíons de degrés supe'ríeurs au troisiéme ; 
c'est pourquoi , sans recourir ^ des constructions de ce geure potur trouver 
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des límites plus etroites de la circonférence , cherchons a nou» en procurer y 
par la s<dution du probléme suivant» 

PROBLÉME XXVII. 

Connoissant les rapporfs du rayón anx eontours cíe potygones r¿guliera 

de méme nom ^ Vtm inscrit y V aulre cireonscríi j irouver les rapperis du 

• c royon anx eontours de polygones réguliers , Vun inscrita V autre circons^ 

rr/ií, de deuxfois aufant de cóiés que les premiers? En d'ffútrcstfermes: 

Mtant donnée la carde d^un aro et sa distance du centre y trouver la corde 

de la moitié de cet are et sa disiance du centre ? 

* 
Soit EBD (fig^ 12^) nn are quefconque , ED:^::: afa , la corííc de cét are, et 

. , CH = 6, la disiunce de ceile corde au cenlrtí : Soit de plus Tare EBD, 

divise eu deux e'galemenl , au point B , par CH prolbngeé : on demande 

BD = íim^ corde de BGD==:^' EBD, et CF:=/7, distanae de BD au tíentre? 

Pour satísfaire á cclie qjiesiion , [e tire AD j et la similitude des tríangics 

rectangles ADB , DHB me donne la proporiion BA : BD = BD : Bíi ; de 

kqueÜe il suít que BD = V^K X BHT, ou que 2w =:= j/^as (i — 5). Par 

rapport a CF^ íes tñangles équíangles GFB , DHB font DB : DII = CB : CF ; 

DHXCB aXi , 

par consequent L/t =2 — — — > ou w=i— — - — — fvalcur qui se presente sons 

ane forme plus simple , quand on la tire du triangle rcctarigle CFB , par GF = 
r^(CB^— BF2)=>^(CB^— iBD^):^|>^(í— i(2— 5í¿):^-;-F^a-^^^ 
•••i68'. Qonséc[ue7ice. R¿ciproquement , sr Ton suppose connnes a7;i=.DB, corde 
4e la rooltié de Tace EBD , et n = CF , distance de ceiie corde au centre ; on 
fire de ees donnees ,. ED = la , corde de Pare eniier ,• et CII = 5 , distance 
de cette corde an centre; en commencant par observer , que CB*==CF^-+- 

BE^, c'est-á-dire ^ que l = mm^nn j puis en preúant les carrés des e'qualions 

* 

- •/ns&l/'a (l— í ) > n::='— -» et en tirant de ^mm =fc 2 (i — fi), carre 

dfe IeI' premiere, 6 = 1 — ^mm = mm -i- wn — ^¿mm ^s=.nn — mtn , ei de nn sp 

■■ > y earre déla seconde , aa ==/»/i ( a-— aé )r Eqtiation dans laquelle 
a (i— 6) 

8id>stituant á a — a5 sa valeur kmm\, onísi change eB cellb-ci aa-^/s^nn X 4mm, 

pV qui se réduil a «= 2/7»/i. 

11.9169. jíppHcation. Ón a yu n.* 162, que le rayón du cercle etant súppo?étíü 1, 

la corde de la siiieme partie dé la circonfereuce etóit aussi =^ 1 > et que 1» 

i4 
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i^stance de cene corde au centre etoit = ¿ >^3. Subsüitiant dono | a a , 

el 4 1^5 á b , daos les formules eenerales, y^ (^ — ^b). — ^r; '^ Pre- 

miére donne y^ ( 2 — j/'i ) , pour le cóie du dodecagone régulier inserit ; la 

seconde donue , pour le rayoa du cercle inscñpiible a ce polrgonc. 

Le contour du dodccagope re'guller inscrll est 4onc^í=i2^^ (a — ^3) , ci k 

quatriéme terme de la proporiion — -: 1 = ia|/^ (3 — y^5 ) : x ^ 

savoir 24 (2 — Í^Sj, fait connoílre le conlour du dodecagone re'gulier cir- 
aonscrit, n."i3o; par 'conse'quent , les Imiites de la circonférencc , qui résullent 
de rinscripüon et circoascription du dodecagone reguUer , sont i2í/^(2 — í/^5) 
et 24 (2 — y^^) « el en de'veloppant , 6,2ii656 ele. , 6,450770 etc. , limites 
trop distantes , pour n*en pas cliercher de plus rapprochees y au moyen des 
formules qu'offre le n.** 167 , lesquelles , par les contours de polygones re- 
guliers , l'un inscríl , l'autre circonscnt , donneni les contours de polygones 
réguliers , Pun inscrit, l'aulre circonscrit, de deux foís plus de cóte's. Cependant, 
avaní que d'employer ceiie meihode , n«us en chercherons une plus expe- 
diiive , en essayaní de determiner la corde du liers d\m are el sa distance 
du centre par la corde de Pare entier et sa distance du centre. 

PROBLÉME XX V 1 1 1. 

j^^ ,yo^ £fa cerde cVun are et sa distance du centre élant données, irouver la eorde 

• du tiers de cet are et sa distance du centre ? 

Soii AMB (fig. 129) Tare duquel la corde et la distance de cette corde au 
centre sont donnecs : Cette distance KL prolouge'e , passera par le milieu M 
de l'arc AMB, et si Ton divise cet are en trois parties ¿gales AD, DC, CB, 
les cordes de ees ares seront e'gales. De plus, Farc AM élant e'gal k Tare BM; 
si du premier on retranche AD , et du second , BC ; les restes PM , CM 
seront egaux , et le polut M sera aussi bien le milieu de Tare DMC j que le 
milieu de l'arc AMB. Le rayón KM sera done perpendiculaire surDC, comme 
sur AB, el DC, AB seront pai-alléJes; de sorte qu'abaissanl sur AB , les per- 
pendiculaires CP, DQ, il y aura e'galite entre DQ, NL , CP , comme entre 
DN, OL, NC, LP, n.** 58; 59. 

Présentemenl , si Ton tire les rayons KB, KD, el qu^on fassé AB=:2^, 
KL=6, DC=2.t; ils'easuivraqueLB==«, LF="jc, BP=¿i— a?, KB* =^ 
la? -^ LB^ '= W Vaa = 1^^ 
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Zxx-hf^ax-^aa — Ui^, KD^ ==: DN^+ KN^= DN*+ (KL-+.LN)^=! 

DxN^H-KL^-+ aKL X LN-+-LN^, ««+ W= .Tjv^- ¿é + 3jc^H-arix — ««-+- 
sAj/' ( 3¿r^ -f- aax — aa ), d^ou Pon psKse a 4a?^ + 2ax — a/ia = — ^by^ ( 5ar^ -+• 

aax—aa) , puis a ( ax^ H- ax — aa)^ = 66 ( 3x^-f- ¿^x — aa). Faisant alors le 

rayón d^ cercle egal ^ FuBite , c'est-á-dirc y aa-H ¿A =ri , ou ¿¿ ;= i — aa , 

Pon cd>fient ( 2x^ -+- ax — aa )^= ( i -^^aa) ( 3x^ -+■ 2ax — aa) , et ensuite 

4x* -+- 4aír* — Sxx — íutx -^ aa =s o ^ doai 1er prenner mcrabre divise par 

a? + a, donne pour qiiotient 4x' — 5a; -f- a =o. Equaiion cubique , dont les 

Siemens ne soBt pas censes donner la solution ; mais qui se réduit á Téqua- 

tíon 4«^ — 3 i=o , dans le cas oíi l'arc qu'on se propose de diviser , est egal á 

tome la circónfe'rence ; parce qii'en qe cas ja cordc AB -=: 2a est nulle. Alors 

done X =:^ j/^5 , racine de rcquation 4r^ — 3 -=- o ^ esl la denii-cordé du 

tiers de la circonference ; et c'est aussi la valenr qui lui a e'lé assigneV n." i46. 

Cependant Pequaáon géne'rale 4a?' — 5x -H a= o , ne nons apprenant rien 

relalivenient aux eas dans lesqueTs Farc* AMB est une parlle de la circonfe- 

vence; seuh cas oü la división de cet are nous procureroit des limites plu!) 

rapprochées de la circonfe'rence* ; nous cherclierons dans la solution du-pro- 

ftléme* suivant, un moyen plus efficace de rapprocher ees limites^ 

PROBL EME XXIX. 

Tt.^vfv.Les^ cordes de d¡eux ares et leurs disfances du centre étctnt dormées , 
ttoiwer la cortee de- la différence de ees ares et sa distance du ceñiré? 

Distinguons d'abord iroís cas , d'ans ce protl^me : Le premier (fig. i3o ) , 
dans lequel le centre du cercle est hors du triaugle forme par les cordes en 
question: Le second (fig. i3i), dans lequel le centre du cercle est en dedans 
du tríangle susdit : Le troisiéme en&n (fig. i3a^) dans lequel le centre du cerde 
«st sur l'un des cóte's de ce triangle.- 

Dans le premier cas (fig. i3o) , etant donnees íes cordes EG ssi Hti , ¥G:xíí 
ac y et les distances de ees cordes au centre , CA s=& , CBae±c/; il faut trouver 
la corde EF, et la distance CD oíi elle est du centre? A cei cflet , on obsef- 
Tera d'abord , que les angles I des tríangles rectangles EDI , CAl, etant 
oppos^ au sommet; ees tríangles sont équiangles. On obser^ era ensuite , que 
Tangle au centre FCB, eontieut entre ses jambes la moitie de l'arc sur lequel 
insiste Pangle E, qui est a la circonference ; que par eonséquent, les triantes 
•rectangles EDI , CBF sont équiangles aussi ; et que CAÍ est equiangle encoré 
a CBF } 4U>íi ü suk que C^ ; CF = CA : Gí , et rpe Cfi : FB = CA i AI ,. 



' • I 
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d*oü Fon ure CI= — ~ — = — —i AI = —--—= -——i EI=EA— AI = 

CA d CA d 

a =• • Mais d*íiuire part , la similiiude des triangles EDI| CBF , 

d d 

fournit les analogies suivantes , CF : CB = El : ED , CF : FB ss El : ID ; 

ad> — bo 
he 

done CD5^CI + ID=^ + ^(ad— 6c) , quanüte quí , eu égard a ce que 

-, b IcC'^dd) c 

ce •+• rfá = 1 , pem élre mise sous la forme "^5 ( ^^ — ^^) ^^^ ^^ "'^ 

id; de serle que Pequalion CD:=acH-¿rf, jointe a Pequation ED=:ací — 6c, 
cu a Pequatiou £F ^ 2 (ad^^bc) ^ resout le premier cas du probléme 
propose'. 

Dáosle second cas (fig. i3i} : Etaní donnees, comme ci-devant, les cordet 
EG?=2a, FG^=2c, et leurs dist anees du centre, CA=¿, CB=d, Fontronvera la 
corde EF et ^ distance CD , ¿i? prolongeaut DC , jusqu'a ce qu'elle reneontre 
EG en I ; puís en observant , que les triangles EDI , CAÍ sont eqoiangles , 
par un angle droit et un angle eommun I ; que de plus, Tangle au centre FCB, 
contenant entre ses jambes la moitlé de l'arc sur lequel insiste FEG, angle á 
Ja circonfeTence ; les triangles rectangles EDI , CBF sont équiangles aussi , et 
qu'il en est de ménie de CAÍ par rapport á CBF. Mais de la similitude de 
ceux-c¡ , ü suit que CB : CF = CA ; Ci , CB : BF= CA : AI j done CI = 

CFXCA iXb .- BFXCA cXb _. _. , ._ cb ad + cb 

= 9A1= == — -— > r-l s= J¡* A •+• AI =5= aH-"T=^ 



ce d C3 d ^ d 

D'autre part , la similitude des triangles EDI , CBF fournit les analogies sui- 

vantes, CF : CB =EI : ED , CF : FB ^ El : IDj done ED;^?^^' 



CF 






= ad-*. 6c, IP = ——.== _^=5(nd4-6r), CD 



JD— CI=¿(ad + 6c)— ^=J(ad+6c)— ^(cc-Hrfd) = ac— 6d. Equa* 

* tion qui jointe á ED = ad-^ 6c ou a EF s 9ED ?? % (ad^-^ 6c) , résout le 
seeond cas du probléme proposé, 

Enfín dans le troisieme cas (fíg. i3a) les eordes EGasday FG ssrac, et 
leurs distapces du centre , CA = 6 = 0^ CB=7d, aunt doiiiiée«;.ao trouve 



OáOMÉTUTB 'éí.É Af ENT A r R B. «ÍÓh 

la eorde EF ti sa distance CD", »n consíderant preniiérement ,' qnc Tonglc F , 
dans le deim-^cercle est droit ; que par conséquent , les tríangles rettangles 
EDC, CBG, soni equiatigles au uíangle total EFG, que de pb», leuci Lypo- 
thetiuses CE , CG , étant égales au rayón ; ús peuvenC ^onvénit- , par ün colé 
egal a un cote et les angles sur ce cóté respectivementégaux : En coñ^dcraut 
secondement , que de la conyenance de ees triangles résültent les egalkés &ui- 
vantes ^ ED = CB = d ou EF = ad , CD c= BG = i FO = ó-\ qUé ¡íar con- 
séquent , le troisiéme et dernier cas da ptxAléme proposé^s^vhfsó'iMI'par tes 
équations EF "^ ac{, CD 2= c. ' ? ' »i > ' ovi> .;, Vi U 

Remarque. Ainsi les e'quaüonsr qni re'solvent le prbbIcíVMr ^áris scs premier, 
seoondy et troisiéme cas, sont respectivement , EF = 2(ad — fc),*CD = 

ac-hbd EF =a(arf+¿c), CD = ac — 6d EF = 3rf, CD= 

c; et les différences qui s'y font remarquer, sont bien celles que doit y meitre 

la difference des cas auxquels elles se rapportent- r Car dans le premier cas , la 

corde EG du plus grand des ares donn^s^ est placee relatiVemiánt au Rehire C, 

du méme cote que FG , corde du plus peiit de ees ares; au lieu que y tians le 

secondcas, EG se trouve du cóté oppose^a celui oíi est FG; d'oítil ^it que 

sá distance CA = 6 , doit avoir , dans ce cas-ci , «n signe contraire a celui 

qu'elle a dans ce cas^á; ce qui a eOectivement lieu. Ouant au'tVoisiénte cas, 

qui différe du premier , tant parce que la distance CA'=:: ^ > y ^^^ tltillfe , que 

parce que la corde EG =saa, y est egale au diamétré 2 ; les'é'quátións EF = 

üd , CD =^ c , qui s'y rapportent , derivent bien aussi des equations EF = 

s(ací— bc)y CD °=^ ac -t- 6c , relatives au premiel" cas , ' qtiand on y fait b :z=o 

' et a= 1. ■•' ! 

^.* 179. Ájoutons que le premier cas du probléme^^dont il s^agit ^ ést Celu'i atad lequel 

EFG , le plus grand des ares donnes , est plus pe til ^e la deiíii-^irtoMfórence ; 

i. que le second est celui dans lequel cet are est plus grand que* *)á déiÉriHcircon- 

férence ; que le troisiéme enfin est celui dans leqnel cet are est égál á ia demi- 

' circonfer^ence. D'oü il resulte, que ce probléme eiant destine', á de'terminer 

la corde de la diSerencc de deux ares plus petits,que la demi-cirponfereuce 

* et la distance de pette. corde au centre , par les cordes <ie ees ar^s ét leurs 

distancés du centre ; c'est la solution de son premier^ cas , qiu doit y étre 

. , emplovee. 

n>^ijS. Application. Uinscription ét la circonscñption du tríaugl^ , du quadrilatére ^ 

. dti pentagoiié, de lliexagone , du décagone et du dodédag<;>né réguliers, nous 

' ont fait connoitre' des lipiites de plus en pliis e'troilés de la' círcpnfereíice ; mais 

les plus elroítés, cellés que fournissoit nnsprípupn et circonscriptiq^ ,dü dode'- 

|dagone teguheri ne retoient pas assez, pour qull en resiutat umrapport sulh- 
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. sammeni approclie de celui de la circonfe'renee au díameire. Cesi poi^rqiiai , 
< ñon.eoDteiis d'ávoir resolu le probleme qiii, du contoiir d'un.polygoae legulíer 
/. quelconque, ni^e án conloar do polygone réguH^r de deují fois autaot de 
cotes y nous avon^ resolu celuí :qu¡ y des contours de devx polygones regnlíers 
quelconques , iineiieau contour du polygone regulíer , dont le cote souteiid la 
diíl^rence desifircs respeclivemeot soiHendus par les cotes des deux preceMens* 
Itf^jennaDt le premier de. ees problémes , oír peut bien se procurer les con- 
- ir. t9;jüi^ dejpolygones reg^liérs iasícritc et circonscritó , d'un aussi grand nombre 
de cóte's qnc Ton veut : On peut passer des contours des dodécagones regnlíers 
. . * ¡f^crit ex <&r609$prit, aux contours des polygones réguliers insciit et circonscrit, 
de vingt-quatre eóte'tf ; pnis de ees contours~ci ^ a ceux des polygones regnlíers 
ínscrU et circonscrit de 48 cotes , et ainsí de suite ; mais au raoyen du second 
. des problémes sosmentionnes ^ quand o& part des contours des polygones 
^, feguliers íi|sci¿t et circoxiscrk, Fun de dix, Fautre de dbuze cót&, on arrive 
'i^^bord Skux cootours des polygones réguliers inscrit et circonscrit de 6o cutes , 
'Yu que la diflcrence d'une douziéme á une dixiéme de la circonférence , en 
est la soixantíeme. C'est done aller au but par tm ehemia plus court ^ que de 
calculer d'abord, it Faide de notre second probleme , les coatours des poly- 
gones, regidiers inscrit et circonscrit de 6o cotes ^- et der revenir énsnite au 
i; ««. Ilt^P^^'^ v'P^^^ Qli' tireí: les contours des polygones réguliers iascrít et cir- 
co^e^ñ V 4e . 1 í^ cotes ,et s'y arréter , s'ils donnent un rapport snffisamment 
apprpcbe de celui de lá circonference au diametre. 

'PrefiaiefemeBt done , recourant aux equations ge'úérales EF ^^ a (ad — ¿c ) , 

CD = ¿£?+ac, pour en tirer EF , corde de la soixantieme partie de la circón- 

^.-n I Í4^ex^ce^ pt CDj^distance decette cordé au centre $ on y fera aa e'gal au caté 

-' ;4ii^'4eCagoae régulíertinsf^niti et 6 égalau rayón du cercle inscrit á ce poly- 

'* g^uae;; cbvy fdra ac cfgal au cote du doddc^one regulier inscrit y et d égal au 

. ráyondu cercle inscrita ce polygone:c'est-a-dire, qu'onferan^={ (— 1"+->/^5), 

= ^j^(a^^^3) n.' 169. D'ofiU suivra qne EF = i (— .n-v^5)K<'2-hK5) 
~ií<^(ioH-3K5Jj^(3 — >^3), etqueCD = ¿K(io4-aK6)K(a-+-K5) 
+ i(-H-'K5)V(a:r-K3). 

Secondement ^ afin de 4^onvertir ees valeurs d'£F et de CD en fractions déci- 

males, sur lesquelles on puisse compter jnscju^a certam nombre de figures; on 

exprimera chaqué radical, par une decimale trop gcande. et par. une deciniale 

trop petite. De cette maniere , on arrivera aussi á deux expr^ssions decimales 

-r. d'EF 9 Funertrop grande . Fautre trop petite , et Fon sera s&r que la \aleur de 

/ 
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. «eite Itgee , oe eessera point d'étre exacte, jusqu'á la deíaiiere des figures ¡ui- 
4¡«iles conaiwipes.1 ses denx espressiooft* f en disaoia&tvde la. volear ida >CD. 

Je preseuievaí tontri-rheure les resalláis de ¿es cáleuls^ eo y joignaní les 
lexpressioAs de'oiinales des eonlours des poly^ones re^uliers iascritr^t circonr>crit 
de soiíanle cotes , formees/la premiére^ en mulüpliañt £F par Cb^.Iasecoude 
-en disanl ^ CD rayón dn cercle inscríptible aa polygone re^ulier de 6o cotes , 
•esi k riinit¿y rayón du cerele loscrípiible au polygone regnlieccireonseijl de 6o 
4)¿lés, eomme le conlour du premier de ees poKgones^ esl au coixioui^du 
second. Je conilnuerai par les expresslons' decLosales , laiHiin cote dn polygone 
regulier inscríl de 120 coles, que de sa dislanoe dn ceñiré y ürees d5BS formules 
qui donnent la corde de la moiúé d'un are el sa distance du centre , par Ist 
corde, d^ eei are el sa disumce du ceñiré. En&n je terminerai celte suiíe de 
residíais , par les expressions decimales -jdesc^fionlours deis polygones régulíers 
inscril el circonscril dé 120 cotes >. ayaol soln comme ici*devant , de former á 
double Tune el Taulre de ees expressions , c^esi-ardtre ^ ide £aire la premiére 

: trop grande , el la seconde irop petiie ; afín d^étre súi^ X]ue la quanlite doni 
«elles aofil les limhes j esi eucie incliisivenienl j jusqu'a la demiere dea figures 
4pú leur soni couununes ; 
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K(a-f-l<'3)K(io+aK5) 

EF= ^ [(— i-t./^5)K(2+K3)^f a^l^)^'(io+^5) } 

CoDtotir 4ii ffiél, Wjd. iáscrk de 60 cAUs • •• ^L . 
GflDtoiir du pali r^* circooscrit de 6o ^¡l^^ 
CoU du pol. té%, ÍDScrít de lao cb\é% 
Vniuoee du e&ié oe re pul. au centre^' ' 
■ i2éU du pol. r¿g. ctiicoi|«crit de iso o^lit > 
Contour du pol. rég, inscrit de lao cbti» 
Contour du pol. r^|;. cúrconicrit de 130 cotis 



.Valeúrt.irop |pny>dcft. ■ ,Yi\lfiin irop peiiles. 

1 '73205,08075,68877 ,3. ' 1 '73205,08075,68877,». 

a,a36o6,79774,99789.7.- 1*23606,79774,99789,6. 
. 4/116794,9 1924,31 iaa,8« . o'26794^9i924,3 1 1 21 ,7. 

5'732o5,o8o75,69877,5. 3'73»o5.o8o75,68877,2. 

"1^23606,79774,99789,7. 1 '23606,79774,99789,6- 
1 4'472i3,59549,99579,4. i4'472 43,59549,99579,2. 

o'5 1 |63,^^2,^5o5. fo'5 1 765,80902,0504. 

i'95i85,46?25,78i4, 1*93 185,16525,781 3. 

5'8o42%*,^5r,8d62. ^ '^3'Sd422,€o65 1,8061. 

c/63993.58672»96$K ; :o'639a5,38672,3659. 



^'38789^50,^189. . 
t '9692 1 ,23 1 5o ,8837 . 
7^34920^ 1 o8,oob2. 

0'io467,i9i24,S?9o. 
o'99862,95347 ,5458. 
6'28oSi, 4749^,53^5. 

6'29393,2^i39,653$. 

o'o5235,'38966,i6ii. 

0*99965,73249,7556. 

o'o5237,i843i^3874. 

€'28246,75939,332. 

6'a8462, 11766,488. ' 



2*38789,99650,3187. 
'i'9692Í^23i5o,8832. 
9'3492o,o4 1 07 ,9995 . 

0*10467,19124,8587. 

o'99^2,95>347 ,5456. 

' 6'28o3i^«:^ ,525o. 

6'28893,35i39,64i4. 
o'o5235,38966, 1 57 1 . 
<)'99965,73249,7555. 
o'o5237WaI^i,3833. 
6'28246,75934,532. 
6'28462,i 1761,566. 
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C?est de. la supposIlionlqneli^rayoDidu cercle esi = i, que sonl résuli¿cs 
' :Ces Yaleiira numeriquea .des cont9nrs>dea,polyg<mes régnüers inscril ei oircons- 
; >ak.i|U ISO cotes.;, d'ou ü auii qn^afin qp'ellea ae rapporteata une imité deux 
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• uj .r*?éb<s aussi OTande y Jc^ési-a-^dire 9' au diamétre; il fant lesdíviser par 3 : ee qrn 
. ddnne Sa4i23^59í8 etc. pour le contour du po]ygoneintorit) «t 5'i4a3i ,o58 etc» 
íf ' .^<'ipóttf le coniour áa polygóne cifcónscrit. La différence o'ooi07,68o etc. de ees 
,N ; 1 cont^urs, est plus petite que 11 dlx-milliemes parties du díamétre ; par con- 
r>iH'. eéqueiú, si Fonifall la circoiiférence égale á 5'i4i23 , on ne la fait paé de 11 
; :> dix'inilliemes parties du diaméti^ plus petite qu^elle n'est; si on la fait egale á 
( 'i- 3'i4a5i y oa De la fait pas de 11 dix-millieines du diamétre plus graocle qu'elle 

' 10^ . !i On s'eo nipproche encoré plus, quand on considere que la moyenne arithmé- 

' :í : tKiue éntrenles limites d^une grandenr quelconque , ne difiere pas de cette 

. grandenr , par la moitié de l'excés de la limite supérieure sur l'inférieure ; que 

• '; ' par conséquent 5'i4i77,ai8 etc. moyenne arithmétique entre 3'i4lSí3,378 etc. 

et «Vi423i,o58 elc.j limites de la circonférence , ne difl'ére pas de la circonfé- 

renec par la moilié de 1 1 (JUx-milliénies , c'est-á-dire , par .1 1 vingt-raüliémes 

cm 55 cent«áiiUiémes> parties du diamétre. 

Si done étant connue la longueur d'une circonférence de cercle^ par le 
nombre n de mesures quelconques y contenues; on yeut connottre la longueur 
du diamétre; la proportion 3'i4i77 : i'ooooo=3/2 ZXj la donneraj á 56 cent- 
iñílKéíhés prés dcf sa veritakle grandeur, et méme plus prés. Et réciproquemeut, 
fií <étanl connu le díamétre d'un cercle, par le nombre n de mesures quelcon- 
ques y contenues, on veiit Oonnoitre la circonférence de ce cercle ; la proportion 
l'ooooo ! 3*i4l77s=;/2 ; j> , la donnera , par une valeury, qui ne s'eq ecartera 
pas de 55 cent-m^émesr 

Ceperidant bette détermination des valeurs x, y y resultant d'ui\e multiplica tion 

,et fl'i^e, división , faites par les termes du rapport de 3'i4i77 : l'ooooo; se 

fucilitera>au moyen d^nn rapport , qui y avec de plus petits termes , ne s'en 

ecarte \pas beaucoup : ce rapport est celui de 212 : 7 , qui prend la forme 

5'i4ao5 I 1 '00000, quand on divise ses termes par 7 ; de sorte que son ante'- 

á^e'denty he surnasse l'anteicedent de 5'í4l77 . i'oüooo , que de 108 cent- 

mifliémes^ parties du-diamétre , tandis que 3'i4i77 ne surpasse pas la eirconfe- 

teitíce de '55 de ees mémes' parties; que ]jy¡W conséquent , on'ne s'expbse pas a 

tuie erreui' de 1X)8 4- 55 =r i63 cent-milliémes du diamétre , en en faisant 

utf^e; et part-ant, qu'on peut Femployer toutes les fois que semblable^ erreur 

^ n^est pas de conséquence, ou que, pour. l.e moQient, on veut sé la permettre. 

Aussi Archiméde s^arréta-t-il á ce rapport de aa : 7 , lorsqu'il y fut parvenú par 

^ •^ le óalcul des contoiirs des-polygonesrégúlierf^imorit et circóni^rif de^96 cotes, 

' c'est-á-dire , Idrsqu'il eut demontre^;* (fUe prenant le cUamétre pour Punité , la 

'* oirconferenoe étoit plus petite q)ie'i^k3s^3 !«*: S |§ , n^ pius |^aalde «que 3 f^. 
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Cottseqnence qni resulte anssi du calcul des oomours* des polygones réguliers 
inscrít et- circonscril; de lao cótés; puisque d'une part ^= 5' 1 4285, est plus 
grand que 3' 1 433 1 , contour du polygone circónscrit, tandis que d'auíre part^ 
3 jj =3' 1:4o etc. est plus petit que 3'i4i2 etc. comour du polygone inscrit. 



SECTION VIL 

J3e la courburecks lignes courbes en general , el de la ooitrbure 

du cerole en pariicuUer. 



^•^^„í^ÁNTRODBCTta», Un paint M (^g; f33)j^qui se-meui'en'lígne droiiü AS\^ 
éur un plan ABC y s'éloigné ou se rapproche loujoure d'un seeond point C ,• 
place 9ur ce^ plan' hora de cetie droHe^: car abaíssant de Gsar AB laperpen^ 
diculatre CP; siJe-poini Mse meut de M vers N, il s'éloigue; s'U se- meut de*- 
M- Yers«M^,.U s'lapproche de G ; attendu • que les obliques tirees de G aux poíais. 
de MN, voni toujours- en ^ croissant^ depuis GM jusqu'á GN. 

II n'^n^est pas de méme d'un point Mr, qui se meut sur la circünferenced'úa 

. eerdte MPQ (fig. i33). Ge point reste toujours a I» méme disiaace du centre 

6, ensoFte que jamáis il ne décrít le plus- petit eJément de ligne droiie , vu 

que s'il eu^décrívoit un-, il' se porteroit a. d'inegales distances du centre. Un^ 

:n%^\j^;,poini qui se meut sur la- circonférence d^ un cerdo y. y charige done conti^ 

, nu^lUment de direclion;. d^ow il suií'qu'ón' peut demander, quelle est celle 

qui lui est propre, en un point quelconque de ceite circonférence ? 

E R O B L É ME XXX.. 

«.•'i76. Qiiellé est' la direction du point M"(fig. ^W), lórsque semoupant sur la- 
circonférence du cercle ARQ,\ il' est parvenú en A? 

Je reponds que la díreciion qu'il' suit alórs, est ccHe d*AT, táx^cntc au 
point A dü cercle ARQ, et la prenve queje puis en donner est, que cene 
direciion tend'moins que toute autre , a eloigi^er du centre le point M, ou a 
l'en rapproclier. 

Eíi eflet, supposcf premierefnent que le point M, am\e' en A, se mút seTon 

la dBreciion AS, au^dessus de la tangente ATj il parcourfoit en certain tems, 

selóti cette directión, une longueur AS, égsde a la longueur AT, qu'il par- 

cóorroH-^ dans le indine tems, s'il'se mouvoit selou la tangente. Alnsi , les 

l5 
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^ 4^tea CA, AS, du tñangle CAS, eunt respectivénient egaiix* aui cót^s CA, 
AT, du tñangle CAT , el Taogle CAS surpassant l'angle CAT ; la base CS 
de CAS, seroit plus grande que CT, base de CAT; d'oíi U suivroit que CS — 
CR= RS , surpasseroii CT — CQ =QT ; et partant, que le poínt i^eloigneroít 
plus du centre , en suivant la direction AS , qu'eu suivant la direcüon AT. 

Secondenient , suppo9e' que le point M ( fig. i35) au lieu de suivre une 
direction AS , éleve'e au-dessus d'AT , en snivit une AZ , abaíssee au-dessous : 
si Ton divisolt l'angle TAZ en deux e'gaiemeut , par la droite AL , ct qu'on 
. abaissat du centre C sur AL , la perpendiculaire CK , aboutissant en T ; 
les Iriangles AKT, AKZ pourroienl convenir, par un cóle' commim AK , et 
les angles sur ce cote' respectívement e'gaux ; d'ou il suivroil qu'AT seroit 
= AZ^ et que le point M, se mouvant selon la tangente AT, arriveroit en T, 
dans le ínéme tems qull arriveioit en Z, se mouvant selon la se'cante AZ. 
Or arrive en Z , sa dístance du centre se seroit raccourcie de la quantite Za : 
arrive' en T , sa distance du centre se seroit allongee de la quantite Ta <^ Za ; 
done lorsque lé point M se nieutisélon la tangente; il s'eloigne moins du 
centre , qu'il ne s'en approche , quand il se meut selon la secante ; done , de 
touces les directions qu'il peut soivre, aucune n^ le maínfíent mienx a egale 
distance du centre, que celle de la tangente; done en gc^néral, la direction 
^un point qui se meut sur la circonférence d*un cercle est , en chaqué point 

\ de cetie circonférence j celle de la tangente en ce point méme, Ajontons que si 
ee point parcouroit une portion , quekpie petiie qu'elle ful de cetie tangente, il 
se porteroil á une distance du pent re , plus grande que le rayón; que par 
consequent , il ne fait que passer d'un point de cette tangente au point qui 
suit immediatement , et qiie ees deux points sont sur la circonférence du cercle 
ausñ bien que sur la tangente.* 

DeBnition. Une tangente du cercle est done une droite qui passe par deux 
points contigus de la circonférence de ce cercle. DeSnition qui se pre'sente 
aussi , quand on considere des cordes paralléles á une tangente PB (fig. i33.) : 
car ees coixles MQ , MR, MS, etc. etant, comme BP, perpendiculaires au 
rayón CP, et dlmmuant a mesure qu'elles s'eloigncnt du centre; la demiére 
eoTncide enfin avec la tangente , ce qui fait participer jCjsjU^-pi^ayx dem points 

qui sont communs entre la derniére.et la circonférence. • . .^ * . 

Voila done une défíñition des tangentes , diOerente de celle qui en fait des 

perpendiculaires a Textrémite rd'tm rayón. ^ Ces deux de^itions ^conviennent 

cependant aux mémes lígnes ; mais Tune les d^'ternune par d($u]^t points; 

Tautre , par un point et par Fanglé qii'elles font ayec J{^ rayon.^qji^ ^l^outit á 

ce pomtmW U ^WíÍ?i ?í^ ""PP^^"" 
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cable anx tangentes de toutes les lignes courbes ; qn'on peut dire en general ^ 
que ce sont le» droites qni passent par deux poinls qui se suiveat immédiale- 
ment , sur la courbe dom elles sont tangentes. 

Cette definition des tangentes par deux de leurs pornts , les rend propres 
a caracteriser les diñerentes courbures , par la maniere dont elles divergent 
les imes des autres : si elles (fivergent partout e'galement et dans le méme sens; 
la courbure est nnifonne : si elles di>ergenf dans le méme sens, mais plus stxr 
un are que sur un antre; la courbure du premier are est plus grande que celle 
du secoiid : si aprés aroir diverge en un sens , elles divergent en sens opposé; 
la courbure est en sens opposes. Mais ees nottons n'cftant pas encoré suffisam^ 
ment developpees ^ nous prepai*eron& leur entier developpemeot pai" les deux 
observations suivantes^ » * 

Obaerpaiion i.L'on ne peut pas dire de derix droiies qui se conpent, que 
Fuñe soit a la droite, ou qu'elle soii a la gaucLe de Tautre; parce que , quel 
.que soit celui des angles formes par ees droites* } dans lequel un spectateur soít 
place y si la premiére moitie de la droite cenpante, lui paroíi a la droite de 
kr premi¿re moitie' de la droite coupe'e; la seconde moiti^ déla lifne ec^ipante , 
Iqí paroft ¿t la gauche de la seconde nioitic de la droite conpee. Mais lorsque 
derax droites cpii se rencontrent y sont termínees á leur point de reyícoiiitre , un 
apeetateur , place en dedans de Tangle^qn^elles forment^ peut dire que par rap- 
pórt k lui f Pune toinl)e á droite et l'autre á gauche. « 

. ^kfonde obsen/ation. On a le choix 4;^ parcourír la cireonfe'reape d'un 
cercle., soit ep ayant toujours le centre de ce cercle a sa droite ,, soit en* 
Fuyant toujours a sa gauche : dans le premier cas , on la parcourt de gjauclie' k 
droite ; .parpe qu'en tournant j on devie toujours de gaucbe a droite : dans 
le second cas , on la parcourt de droite a gauche ; parce qu^en toum^nt , on 
devie toujours de drorte a gauche. Ces deux manieres de parcourirla circón-- 
ference d'un cercle j conviennent aussi á un point ^ il peut 1« parcourir de 
gaucbe a droite on de droite á gaucbe y et dans le premier cas ^ 1« direc^ 
tion qu'il suit en un point quelconque de la cireonference , est eontrairé a 
eelle qu'il suit au Aéme point, dans le second cas. En general ^ un point qui se 
meut sur un plan ^ peut y changer de direciion de deux manieres :• Tune ^ 
en devi^t 4... droite J Tautre, en deviant á gaucbe de sa precedente direction. 



.1 L I ' i< 






. t ; • ' i 



r 



^í*Oliv* /.» C ^^ ; : á> ^\- : 



1 



Il6 aáOMÉTRIE ¿ LÉXBNT AI RE. 



» » 



THÉOaÉME LIl. 

o.'»i77.£ia courbure de la tígne circulaire est uniforme ^^ el les demi-^tangentes qui 
en inarqueni les directions de 'gauche á droiie, tomhent successií^ement 
á la droite les unes des autres ^ faisant chacunej sur célle qui la precede 
immédiatemeni ^ un angle plus petit qu'aucun angle donnji^ 

ABK est trn ccrcle (fig. a 36 ) ; -CA, un rayón de ce cercle ; AT, la demi- 
tangente liróe de l'extremité A, de ce rayón; et le rayón CK est paratlcle 
i cene demi-tangente. De plus^ AT et CK «ont si bien fixe'es et assujetties au 
rayón CA , que celui-ci venant á toumer amour de sqn extremUe' C, eelles-la 
ne cbangent point de situatioQ par rapport.a luí. 

"Cela pose , lorsque le rayón CA se porte en CB , le rayón CK se porte en 

CL , et la demi-tangente AT , parríent en BV , *saiis avoir cesse U9 beijatant 

d'étre tangenue , et de rinainfenir aon pai*aUélisnie avec le rayón CK. Or célui- 

(ñ ^ant passé. de CK en CL ^ par un mouvement angutiure et unifenae , de 

' gauche a droite ; 4a demi-tangeme AT , est passee aHssi d'AT «n BV , |>ar 

xm. tnouveinent anguláíre et uniforme , de gaucbe á droite ; par conse'quent, la 

^onrbure de Tare AMB , dont elle a pris suceessiv^ment toutes les ^ürectioiis ^ 

' est une courbure uniforme, et ses demi-tangentes tombent succes^yement a la 

droite les unes des autres , t^bacune faisant im angle plu^ petit qu'up angle 

donne' , avec celle qiíi la precede imm^diatement , vu que le rayón CA íie 

parvient a -une situation Bouvelle , qu'aprés étre passe' par toutes les skuatiojis 

iaterme'djaires. 

Déjinitiofis . On entend par angle donné^ un angle dontln grandeur peut 
étre assígnee , par les degres, minutes , secondes , etc. ^ui y sont contenues : 
et lorsque cette graiideur n'est pas assignable , faute de tijouyer panni les 
minutes, secondes , tierces etc. , des valeurs assezpetites pour la earacte'ríser ; 
Fangleauquel elle convient est dit infinimeni petit. J/angle forme par deux 
tangentes du cercle , qui se süivent immédiatement , est done un angle de 
cette denomination. il porte aussi 4e jiom Ól angle de contacta «t ce pom 
s'applique a tous lels angles comprís .entre deux .taogentee <le ügne courhe , 
" - tírrás^á pr¿si'une de i'atttce , qu'une troisiéiAe- «e peiít1«up étre in^iposée. 
n-^i/S. Remarque. Je reviens au theoréme LlI, pour observer que, si au lieu de 
tirerla demi-tangente AT (fig. i36)^ de gauche á droite, oi;i favoit tiree de 
droite á gauche ; ce second cas n'auroit diOere du premier , qu!en ce que les 
demi-tangentes se seroient placees successivemeot i la gauche , au lieu de se 
placer a la dreite les unes des autres ; et ^'a raisQni de cette differ^ce ^ 
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•* l^nonce du théoréroe auroit pris la forme suivante : la courbure de la ligne 

<circulaire est uniforme ^ et tea demi-iangentes , qui en marqnent les direc- 
4ions tie iiroéte á gauche , tombent auccesaivement d la gauche lea unes 
dea autrea , faiaant j chacune -auec celte qui la precede in%médiatement , un 
jongle plua petit qiíaucun angle donné. 

Diairibution dea lignea courbea en deux claaaea. La denionslraüon du 
theoréme LU , et la remarque qu'on vient d'y ajouter , font voLr qu'un point, 
qui parcourl un cercle enlier de gauche á droite , passe sucoessivement d'unc 
dfirection a ime autre plus a dnoiie ^ et qu'un point qui le parcourt de droite a 
gauche ) passe successivement d'une direciion á une autre plus a gauche ; que 
par consequent , dans l'un et l'autre cas , les direciions de ce point n'aliernent 
pas de la droite á la gauche , mais ae portent constamment du méme cóle'. 
C^est cette disposiiion á toumer dans le méme sens^ qui caracterise \es -courbea 
á courbure en méme aena , et les distingue des courbea á courbure en sena 
oppoaéa y dans lesquelles , les demi-tangentes , aprés avou* pris sur un are des 
xhrections , de plus en plus a la droite les unes des autres , en preiment , sur 
l'arc auivant, de plus en plus á gauche ; ce qui me t entre ees courhes autant 
•de differences, que peut en metlre le nombre dWcs tourne's en sens opposes 
-dans les unes, comparcf au nombre d'arcs tounies en sens opposes dans les 
autres* 

jSeconde distribution des ligues courbes en deux claaaea. L angle de oontact 
donne líeu á une seconde distribution des ligues combes en deux classes : la 
premiére , composee de celles ou cet angle est partout infiniment petit : la 
seconde , composee de celles oü cet angle, en un ou pluáeurs points, est de 
grandenr finie. Le nom de courbes á courbure continué y comient aux pre- 
mieres , attendu que la demi-tangente n*y passe d'ime direction a une autre , 
qu'aprés avoir passe par tomes les dtrections ioterme'diaires. Le nom de courbes 
ú courbure discontinué , convient aux secondes , attendu qu'en un ou plusieurs 

^ points, la demi-tapgeate y fait un angle fini avec la taqgento qui la suit 

immcfdiatement. 

Remarque. Lea courbea á courbure continué , qui ont dea arca tournés 

'«^»7S».«n :8ena oppoaéa ^ doipent étre exemptea de courbure y dona ceux de leura 
\ u poinífi qui aéparent un are íourné en un aena ^d' un are toumé en aena opposé: 
xar lea denai-tangeotes tombaot a droite ou a gauclie les unes des autres sur le 
premier d^ ees ares , et á gauche ou á droite sur le second ^ li( loi 4^ con-^ 
^uité exige que la demi-tangente , qui ^ieat immédúi^tement ^apres k (^rniére 
jde celles qui tombent a droite , ne tombe ni a. droite ai.]» gauche úfi celle 
^ia precede I xom ea suive ladirectioh : .et la jpoéme: loi vauI que la demi- 
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tangente qni víent -inimediatement aprés la derníere ele celles qni tonibent a 
gauche les unes des auires , ñe tornee ni a gauche ni a droile de celle qui 
la precede , mais en suive la dírection ; ce qui suppose en ce lien irois pbinl» 
en ligne droite, et par conséquent une endére exemption de courbure. 

Jlutre maniere de démontrer que la courbure du cercle ett uniforme. 

L'arc AMB (fig. i56) > est proporiíoonel ¿i Tangle ACB=KCL , et Fanglé 
KCL est e'gal á l'inclinaison que BY a piíse sur sa premiere direction AT ; par 
consequenl y plus un are est grand , plus grande aussi est Finclinaison qae pren* 
nent , Tune sur Fautre y les demi-tangentes tirees en méme sens arux extremites 
de cet are. Or la courbure n'ayant d'autre efiet sur les demt-tangenies, que 
de changer leur dírection ; la proportionnalite de ees changemens k la grandeur 
des ares par lesquels ils s'opérent y demontre que ees ares sont partout e'ga^* 
lement courbes; et partant , que la courbure du cercle est uniforme, 
xi.*i8o. Conséquence. Comme les demi-tangentes , en meme sens^ des courbes a 
courbure uniforme , divergent d'autant plus y que Tare qui les separe est plus 
grand ) on con^oit que les courbures uniformes , comparees les unes aux 
autres y sont d'autant plus grandes y qu'il leur suffit d^un plus petit are , pour 
changer d'une quantitcf donnee la direction de leurs demi-tangentes; qtt'ainsi 
une courbure uniforme, qui change cette direction d'une quantite*^ a y par un 
are, 2? i> 4> ^^^' d® V^TC qu'il faut a une autre pour produiré le méme 
changement, est double , triple, quadruple, etc. de celle de cétte autre; 
et qu'en general, les óourbures uniformes sont en raison ínuerse des ares 
par lesquels leurs demi- tangentes prennent, les unes sur les autres, des 
inclinaisons de grandeur donnée. 

THÉORÉME LIIL 

Lies courhures de différens cerctes , sont en raison inverse des rayons de 

ees aéreles. 

n.^181. SoientlMBF, def (ñg. i5^)y deux eercles eoncéntriques; ensofte queX!<ci^' 
Ce y rayons tie defy fassent pariie de CD , CE , rayons de DílF : J^s angle§ DCE, 
iK/e*^ e'lánt egaux ; si Fon tir€ les <leni- tangentes DT, EY ^^odty ¿PfEV fait 
ovee sa premiere direction DT, un amgle egal a DCE : ep fait avec aa 'premiere 
éirection ^/, un smgle egal a dCe; de serte que les derni^ tangentes ont aiuant 
' ' éhang^ d« dii^ecHon sur le cercle DEF , par Tare DME , qu'eUe? en ont change 
tur le' cercle ¿léfy par Tare dnie ^ que. par eoM^quem lea coui|>areijide ees 
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cerotes ) sont en mison inverbc des ares DME y dme. Mais ees ares sóat entr'eux, 
• comnie les ciroonférences dont ils foat parüe ; done les courbures de D£F , 
defj sont en raison ínverse de ees eiroonferences ou de leuis rayons : done en 
general , le» courbures de différens cerotes sont en raison inverse des rayons 
de ees cercles* 

m^ i8a« Conséquence 1 . II siiit de lá , que íes lignes circulaires sont susceptibles 
de tous les degrés de courbure , qui pe u\> ¿ni convenir aux lignes á courbure 
continué : car puisqne dans toates les lignes de celte dénomiuaüon , la demi- 
tangente ne passe d'nne direction á une autre y qu'aprés avoir passe par toutes. 
les dii eciions ínlermediaires ; ce n^ést qu'á rexlre'mité d'un are plus ou moins 
grand qu'elle £át un angle de grandeur donnée ávec la direction qu'elle avoit 
4 Torigine de cet are. Or il y a des ares de cercle de toule longueur, par 
lesquels deux de mi- tangen les divergent d'un degre, d'une minute, d'une 
Mconde , et de tout autre angle donne' ; done il y a tel de ees ares , dont la 
courbure est la méme- que celle d'un are donné de courbe a courbure 
continué. 

Dira-t-on que Tare de courbe n'etant pas egalement courbe dans toute sa 
longneur , on né peut pas assimiler sa courbure a celle d'un are de cercle? 
Mais rien n'oblige á £AÍre le premier si grand , qu'il soit inegalement courbe 
^lans ses difierentes parties ; on peut le reduire a tel degre de petitesse , qu'il 
n'y ait plus lieu a cette inegalite'; et alors, Pobjeclion perdant toute sa forcé , 
lea lignes circulaires demeurent susceptibles de toutes les courbures qui peuvent 
convenir aux lignes a courbure continué. On ne peut nier cependant , que 
celles-ci n'offrent , en certains points , une singularíte que n'ofTrent nuUe pait 
les lignes circulaires; singularité qui consiste dans une parfaite nuUite' de cour- 
bure. Cette nuUite a lieu dans toutes les lignes a courbure continué , qui ont 
. des ares tournés en sens opposés : la courbure y est nuUe partout oü elle 
passe d'un sens dans le sens oppose'. 

n*. i83, Conséquence a. La courbure des lignes & courbure continué , excepte le cas 
de nuUite , ayant tou jours son cgale dans celle de quelque cercle ; le meilleur 
nioyen de Festimer est , de trouver le rayón de ce cercle : ce á quoi Ton pro- 
cederá par la methode suivante , qui s'applique egalement aux courbes a cour- 
bure discontinué. 

Etant propose de trouver le rayón du cercle de méme courbiu-e qi\'ABDE , 

en B, point quelconque de cette courbe (fig. i38 ) ; on commencera par tirer, 

. de part et d'autre de ce point, les cordesJBA^BD; Ton élevera ensuite sur 

kíir núlieu les perpendiculaires KR, LF;.,et le point C , dans lequel elles se 

couperonty sera á egale. distance dea tit>is.p(Hntft A9.B9 Di dVv ilstiivra que, 
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de ce point conime centre, avec GA comnie rayón, dccriváut tíri cerélc; íl 
passera par les poínls A , B , D , el les aura en commvm^avec la coiirbe ABDE , 
ensorte que si ceite conrbeest depatnre, qu'on puisse delcrraíner le* rayón 
du cerde qui passe par treis qudcoBques de sesr points ; il ne restera plus 
qu'á faire ,. dans Fexpression genérale de ce rayón, les dislances BA, BD, 
¿gales a ze'ro , pour qtfelle se rapporle an rayón du cercle de'méme courbure 
qu'ABDE au point B; puisqu'autour de ce poínt , il y arara troís points con- 
tigiis, commims au cercle et á la courbe, lesqueis suíBront , poui* donner 
roéme angle de contact á Tun qu'á Pautre; 

Déjinition. A Fexpression, rayón dw cercle de méme courbure, oír a subs- 
títné^ edle de rayón de courbure ; ensorte que rayón de courbure , et rayo» 
du cercle de* méme courbure quHine ligne courbe en quelqu'án de ses points^ 
sent des expressiens synonimes. 
n.* iS4. Coneéquences, Supposé que, par la methode que nous venons de proposer, 
on* pAt trouver le rayón de courbure d'une ligne courbe en Pun quelconque de 
ses points; la longueur de ce rayón serolt fínie , infinie , ou nulle : si elle 
eioit finie-, iFa'est pas douieux qu'elle n'indiquát la méme courbure que celle 
du cercle* qui Faoroit peur rayón; mass ú elleetoit infinie ou nulle, á^quelle 
courbure se* rapporteroit-elte ? Je rcponds , que les courbures des cercles 
étant en raison inverse deleurs-rayons, un rayón de courbure nul, se rapporte 
a, une courfiure plus grande que celle d'aucun cercle; un rayón de cotirbure 
iufini, se rapporte á une courbure^moindreque celle d'áuoun cercle. Demande- 
l-on ce que c'est qu'une courbure moindre que celle d'aiicun* cerche ? Je 
reponds que c^est une courbure nulle- : car puisqu'il y a tel cercle , oíi il faut 
un are de longueur , anssi grande- que Fon vent , pour fiiire changcr d'une 
secón Je, d'une tierce , d^une quarte etc. la direction de la tangente*; il est 
clair qu^une courbure ne peut étre moindre que celle d'un si grand cercle, 
sans étre absolumenl nulle. '^ 

Demande-t-on aussi , quelle est une courbure plus grande que celTe d'aucun 
cercle? Je dis que c'est une courbure dont Fangle de contact est un angle fini : 
car puisqu'il y a tel cerole , oh 9 suffit d'un are de longueur aussi peiite que 
Fon veut , pout faire cfaanger d'un et plusieurs degrésr , la direction de la 
dcmi- tangente; il est clair qu'une courbure plus grande, ne peut éire que 
celle ou cette longueur est nuHe ; que par conse'quent , míe courbure plus 
grande que celle d'aucun cercle est cellé^ , oü un are nul sufiit ^ pour faire 
passer la tangente d^ule direction i une atutre , qui en difiere par un angle fini : 
en d'autres termes^ une ccrurbure plus grande que celle d'aucun ceixie est 
celle , dónt Fangle ¿e contact esi im angle fiai; 
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Pajpmeraí 'que son seulement un rayón de couibure nul , repond a un 

angle de cDfitact fim ; mais fiéciproquement^ q^u'un an^^Ie de contact finí, 

fepend 4 má' rayón de courbure nuL 

£r effet , supposé que BAR angle finí (fig. iSg) , represente Tan^^Ie de 

éOBtact d'une courbe ^ au point A y les j^anibes de cel angle seront deux demi- 

tangentes consécuiives AB , AR : la premiére AB , lirée par le point A , 

du poiqt s de la courbe qui pre'cede immédiatement A : la seconde AR, 

tírée du point A, par r, point de la courbe, qui víenl immédiatement 

aprea A. De soneqn'il s'agit de prouver,. que le rayón du cercle qiri pásseroit 

par les poiots «y A, r, seroil; e'gal á zero.- 

Daos ce dessein, je commence par prolonger BA en- S; je divise' ensuiie- 

Tangle RAS en deus egalement, par la droiie AG^ puis,. d'un point C de 

eette- droite , j'incliae CR sur AR ,. de maniere que Fangle CRA, soit egal á 

Tangía- CAR ; enfia , du point C , j'incline CS, sur AS , de maniere qu^ Fangle 

' CSA, soit egal a Fangle CAS. Ainsi les triangles AGR, ACS ,^portapt sur leurs 

bases respecüves AR , AS des angles cgaux á C AR :=:- C AS , sont equiangles et 

isósceles j'.d'oii il suit, qu'ayant deplus un cote commun CA-, ils peuveut con^ 

venir ; que par consequcnt si , du point C commé centre , avec CA- comme 

rayon^ Fon decrivoit un cercle; ce cercle pásseroit par les pointsR-, A*, S.* 

Je continué , et apr^s avoir pris sur AR, un point L plus prés de A que le 

point R, je Ure LK , paralléle a RC, puis KM parallele á CS^ d'oü il suit que 

lies trbngles LKA , MKA , sont respecti^ ement equiangles aux tríaugles ikoscoles 

RGA, S€A, et qu'ayanl de plus un cote' commun, ilspeuvent convenir; etpar- 

laut, qu'un cercle deciit du point K comme centre , avec KA comme rayón, 

pásseroit parles points L, A , M. Mais KA rayón de ce cercle, est plus pelit que* 

CA, dSins le mime rapport que Ik dístance AL est plus pciite que ía^ distance 

AR; done lorsque les distances AL, AM se redirisent á zero, le rayen KA se* 

reduit aussi a zéro , done le rayón de courburo d'une ligne courbe se re'duit. 

a ze'ro , lorsque Fangle de contact de cette ligne est un angle lini ; dono un- 

angle de contact lini, repond toujours a un rayón de courbure nuT; 

Resume de ce qui precede sur lea différens degrés de courbure des- ligner 

courbes. D'un cote, toutFeflet de la coiirbure consiste a faire olianger ladirec- 

tion de la tangente, c'est-á-dire'*, á produire certain angle de contact : d'un autre' 

cote, la valeur infinie du rayón de courbure, est relati\e a un angle de contacta 

absolument nul; la valeur finie de ce rayón, est re]ati\e aux angles de contact,. 

infiniment petits, de tous les cercles; et enfin, lá valeur nuUe de ce r^yon ,^ 

est relative a un angle de eontact fini. Done les trois valeurs , finie , infinie et- 

nuUe^ du rayón de courbure^ se* rapportent a tous les degrés de courbure^- 

16 
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pms qu'entre la plus petite el la plus grande , il n'en est aueune qui ne irouTe 
fton tfgale dans eelle de quelque cercle ; et que celle qui est uuUe , est relative 
4 uo angle de contact fíni j que ceUe qui est iafinie y est relative k uo aojgle de 
contact absolumem nuL 

THÉORÉME LIV. 

Toutes les courbes á courbure uniforme sont dea eerclesj 

n^ i85. Figurons-Dous que ^ par trois points eontigus d'une ligue k courbure uni- 
forme , on ait fait passer un cercle de méme eourbure que cette ligne : ees 
trois points donneront a celui-la et k celle-ci un méme angle de eontact, et 
tous les autres angies de cette dénomination seront égaux de part et d'autre« 
Cependant si la ligne courbe sortoit du cercle , le point par lequel elle en sor- 
droit y lui donnerdit une demir-taagente autre que celle du cercle , et par cela 

■ 

xnéme , un angle de contact plus grand ou plus petit que celui du cercle , ce 
qui re'pugneroit á l'egalite' de tous ees angies ; done la couii>e ne sort pas da 
cercle , mais coincide de point en point avec lui - et partant , toutes les courbes 
k courbure uniforme sont des cercles. 

Définition. On distingue aisement le cóie' convexe du cote concave d'un are 
de couii)e; cependant, s'il falloit les definir, je dirois , qu'un are de courbe 
est conuexe vers le cote' sur lequel ses demi-tangentes commencent leur coursj 
qu'il est concape y vers le cote oppose'. 



^ Fin de cette Section et de la premiére partie de la Véométrie élimentairw. 
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jDe la me&un des si/rfaces planes, terminée^ pandes lígnes' 

dívites ou cireulaires^ 

SECTION PREMIE RE. 

Mesure dea surfacea planes ef rectilignes* 



PRÉLIMINAIRE. 

V/N 651 sí soiiveni appelé á mesuf er des surface^ ^ que' sáns iasiister stir l*uii* 
filé y \e dim niénie la nécessile' deeette mesare , je commencerai par observer ; 
^e le but t^otí sepropose , quand ou mesure une quaniite y étant , de se f«i¡re 
ime idee de* sa grandeur, par celle de son rapport á la mesure qu'on lui com- 
isare ; ü £üiut que cetie' mesure se concoive aussi netiement , si ee n'esl plus 
ttettemeiit encoré^ que toute autre quamilé dé son espéce. Conformétnent á 
eelte (d:>servaiIon y Pon estima avoir bien mesuré une K)ngueur ^ qnand on a 
%rouvele non^^re de toises, pieds , pompes qiu'elle contient; paree qu'on se fait 
tuae idee pl^us nelte de ees pariies d'une Irgne droiie , que des parües d'une* 
eourbe qneleonque. Notre premier soin , relativement á la me&ure des surfaces , 
doit done étre, de leur choisir, pour terme de compáraison, une surfiíce, dont 
le contenu se concoive aussi bien , si ce n^est mieux^ que le contenu de t^ttte' 
aUtre. 

Orñ, acet egai^d, certakíes sürfaces sont preTérables á d'amres, cesoiat sáttt 
doute les surfaces pláues , comparativement aux surfaces courbes : tes sürfaces 
jplánes rectüignes , comparativement aut sürAices planes curviligiaes f les sur-- 
faces rectüignes régulieres, comparaúvemenC aux surfaces rectüignes iiregn-^ 
Keres ^ et enfin , les surfaces reguliéres d'un petit nombre de zé\és f compara-*^ 
tivemem aux surfaces reguliéres d'un grand nombre de cotes ^ á moins qAe' 
rarrangemeni de* ees coles ñe mette plus de facilité k en cdncevotir le contenu , 
que leur nombre n'y met de difiiculte ; ce qui est en eíTet le cas dn carré com- 
paré au triangle équilate'ral 3 parce que l'angle du carré a un rapport plus simple 
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á louie la quanüte aogulaire autour d'ua poiot sur im plap , que Tangle du 
triangle eqi^laléraL 

Quelle queaoit au reate la cause qui faii qü'Qn a une idee plus juste de la^urface 
^óntenue dans un earre, que déla surface contenue dans un tríangle equilateral; 
toujours est-il vrai , que le carré est préferahle au triangle equilateral y eu qua- 
lite de mesure des surfaces. IToü'il suit que, cette preférence une fois accordée; 
xomme toutes les figures rectiligaes peuveot se partager en t^angles , leur 
comparaison avec le carré , ou leur mesure , se reduit u la mesure, des triangles; 
que par conscquent, si le triangle étoit immedlatemeat comparable au cavré , 
cette comparaison n'exigeroit plus qu'une addition , paurcompleiier la mesure 
des surfaces reciilignes. Mais les triangles ne promeitant rien de leur corapa- 
raisojí immédiat^ avec le carré , et les parállélogrammes obllquangles ne se rap- 
prochant pas encoré assez du x^arré , a cause .de I'obliquite de leurs angles; oot» 
€ommencerons par comparer au carre les parállélogrammes reclangles, aprés 
quoi nous lui compareronslesparalíélogrammes óbliquangles , puis les tríanos f 
ei ensuite , les figures rectilignes quelconques. Tel est Pordre que nous suivroBS 
pour trouver le contenu de ees figures. Faisons preceder quelques défiqiüons. 
Définitions. La base d* une figure reciiligne ^ est -celiú.des cotes de cette 
£gure y sur lequel oo concoit qu^elle repose : Son sommet est le pólnt^ ou Tmi 
<les points de son contour , qüi sont le plus éloignés de sa base : sa hauteurj 
est la perpendiculaire abaissée de son sommet sur sa base. Ainsi par exemple ^ 
si Ton fait d^AC^ la base du triangle ABC (fig. i4o); il ti;ouve son son>met , 
dans le sommet B de Tangle qii'il oppose a sa base , il trouve sa hauteur BP , 
íáans la perpendiculaire abaissée de son sommet sur «a base ou sur le prolon- 
gemeñt de sa base. Et d£ méme , si l'on prend pour base du parallelogramme 
ABCD son cote' AD (fig. l4i ) ; fl trouve son sommet dans quelqu'iHJ des poiats 
S , E , de son contour, qui sont le plus loin de sa base; il trouve sa hauteur 
dans 'la perpendiculaire abaissée de son sommet B, ou E etc. sur sa 1;)ase ou 
sur le prolongement de sa base. 

Ajoutons qu^ une figure rectitigne est dite éire entre deux paraUéles y lors€pje 
sa base est sur Pune de ees paralléles et que son sommet est sui* l'antr^ : le 
triangle ABC (fig. i4o) , dont la base AC est sur AP , et le sommet B sur BD 
paralléle k AP , est entre les paralléles AP , BD : le parallelogramme ABCD 
(fig. i4i ), est entre les paralléles AD, BC. Ajoutons encoré qu'il suit de lá, 
que lorsque la hauteur d^une figure rectiligne est ¿gale á la distance de 
deux paralléles j cette figure se place entre ees paralléles , quand on pose 
sa base sur Vaas ^ et ^u'on fait ion^er 40a sommet usr Vautre^ 



/ 
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ProposUion fondamentále. 

186. Coníudiárant cpie les angles ¿gaux soDt capables de convenir , et qu*3 en est 
de neme des droites egales ; il s'ensuit que lea paral lélogrammes rectangles , 
de bases si hauleurs respeetipement égales ^ peupent convenir. 



THÉORÉME LV. 



t87« Les rectangteí 



Les bases AD , EH d'ABCD , £FGU , rectangles de méme hauteur AB 
:(fig. i49 ) 9 ^ont oommensurables ou moommeusurables : si elles sont commen- 
surables , je les di\ise par leur plus grande oommune mesure Ab , et par b, c^ 
dfS, poinls de divisicm de la premiere AD , fe tire bfj cg , dh, ei , paral- 
léles á AB : Par p f q ^ points de división de la seconde £H , je tire «nsuite 
pry qs^ paralléles a £F et j'observe : que par la premiére de ees opér.ations , 
le rectangle AfiCD , est partage' en un nombre de rectangles egal au nombre 
m de longueurs Áb , conlenues dans sa base AD : que par la seconde , le 
rectangle EFGH^<est pariagé en un nombre de rectangles , e'gal au nombre /» 
de longueurs A6 , contenues dans sa base EH ; que de plus , les rectangles 
dans lesquels ABCD , EFGH sont partagés, peuvent convenir, par l'egalit^ 
respective de leurs bauteurs et de leurs bases ; que par consequent ABCD : 
£FGH = m : /» = AD : EH , et partant , tpie les rectangles de méme hauteur 
«et de bases commensurables , sont entr'eux comme leurs bases. 

Quant aux rectangles ABCD , EFOH (fig. i43), de méme hauteur , roais de 
bases incommensurables ; on demontre qu'ils sont entr'eux comme leurs bases , 
en fabant voir , que le contraire implique contradictton. 

En effet , supposé premieremeat , que le rapport AD : EH soit plus grand 
que le rapport ABCD : EFGH : Si l'on augmente le consequent EH , de telle 
quantité HM, ^e ABCD : EFGH = AD : EM; et qu'aprés avoir pris une 
áliqnote d'AD , plus petíte que HM , on la porte sur EH , jusqu'á ce que son 
extre'mite antérieure tombe en I , entre les points H , M : Si enfin , Fon eleve 
lO perpendiculaire sur EM ; ü sera forme un rectangle EFOl , de base El , 
eommensuraíble avec AD base du rectangle ABCD ; d'oii ü suivrsn, par la 
premiére partíe de ce theoréme , que EFOl : ABCD = El : AD 

Mais ou vient de voir que ABCD : EFGH = AD : EM 

done en composant EFOl : EFGH = El : EM 
ednséquence dont la fanssejté demontre , qu'il est irapossible que le rapport 
AD : £H soit plus grand qite le rapport ABCD : EFGH. 
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Secondenient , pour démontrer que le premier de ees detn rapports n'esl 
pas plus petit que le secoud , j'observe que s'it Fe'toit ; ou pourroit augmenter 
. son antecedent AD, de telle quantité DK.^ que ABCD : EFGHs AK : £H ; 

que prenant alors uue aliquote d'EU , plus petit e que DK, puis la portant sur 
AD y jusqu'a ce que son extrémité antérieure tombet en L , entre les points 
D , K ; la perpendiculaire LN , élevee sur AK j achéveroit de former le reo* 
tangle ABNL, lequel comparé au rectangle EFGH, 

denneroit la proportion EFGH r ABNL = EH : AL 

Mais on vicnt de volr que ABCD : EFGH = AK : EH 
done en composant ABCD r ABrNL ==:: AK : AL 

conseqnence dont la faussete demontre y cju^il est impossible que le rapporC 
AD : EH soit plus petit que le rapport ABCD ^ EFGH. 

Ainsi done les rappoits AD : EH , ABCD : EFGH n'e'iant m plus grands ni 
plus petitsPun que Fautre; il s'ensuit qu'ils sont égaux : c'est'»-dire en gcneVal,^ 
que les rectangles de méme hauteur sont entr'eux comme leurs bases , soit que 
ees bases soient eommei»iirables , soit qu'elles soient iacommensurables. 

T H É OR É M E LVIv 

lín^ i86. Le^ rectangles awít en raison compoe¿e de leurs haufeurs ef de leurs Bases, 

Pour démontrer que deux rectangles ABCD, EFGH (fiíg^ i44), sont en 
raison composée d'AS) : EH et d'AB r EF , je prolonge AD en^ I , Jusqu'a ce 
que DI = FÍJ ; je prolopge CD en L , jusqu'a ce que DL z=^ FE ; j'achéve 
ensuite de construiré les rectangles DIKL, DIOC : le premier y deméme base 
et de méme hauteur qu'EFGH ; le second de méme base DI , qu'EFGH , et 
de méme hauteur DC , qu'ABCD; puis j'observe : que les proportions ABCD : 
DIOC= AD : DI , DIOC : DIKL = DC : DL résultent dtr theoréme préce- 
dent; qpe par conséquent , les raisons composées de raisons égales étant égales ; 
il s'ensuit que ABCD : DIKL =^ ADxDC : DIxDL , ou que ABCD : EFGH 
=ADxAB : EHixEF; attendu qu'EFGH est de méme base et de méme 
hauteur que DIKL; que de plus , AB=CD , EH = DI , EF=DL- C"est-á-dire 
'en general , que íes rectangles sont en raison composée de leurs hauteurs et 
de leurs bases, 
B/iSg. Conséquences 1.2. Lorsque quatre droites AB , EF, EH , AD ( fig. i45 ), 
sontproporfionnetlesj te rectnngle des extremes est égal au rectangle des 
moyennes , ABCD = EFGH : car de ce qu'on suppose que AB : EF =-: EH : 
AD, ilsuit que ABxAD=GFxEH, et du theoréme précedent, U resulte 



qu^ABCD : f;FGH=ABxAD : EFxEH ; par coqsequent ABCD=EFGH; 
«t partant y lorsque quatre SrOues sont proportionnelles , le reciangle des 
^ extremes est égal au rectangle desmoyennes. 

Réciproquemcftit , lorsque deux reclangtes ABCD , EPGH sont égaux , 
¡a hauteur ei la base du premier, comme extremes , la hauteur et la base 
du secón d , comme moyennes^ sont en proportion : car puisque , par sup- 
po^^tton , ABCD=EFGH ; et qiie , par démonstration , le premier de ees 
r^ctangles est aü second y en raison composee d'AB : EF , et d'AD : EH ; 
c'est-á-dii^e , en raison d^ABxAD : EFxEH; il s'ensuit que ABxAD=EF 
XEH , et partant , que AB : EF=:EH : AD. 

'•*>9^« Remarque. Si au lieu ele supposer quatre droites en proportion, on n'en 
supposoit que trois ; la premiére des deux consequences c\-dessus s'exprimeroit 
tomme suit , Lorsque trois droites sont continument proportionnelles , le 
. carré de la moyenne est égal au rectangle des extremes. Et si au lieu de 
jupposer un rectangle égal á un rectangle , on supposoit im rectangle ¿gal á un 
carre ; la seconde de ees consequences prendroit la forme suivante , Lorsqu^un 
rectangle est égal á un carréj la hauteur et la base du rectangle ^ comme 
extremes^ et le cótédu carré , comme moyenne^ sont en proportion continué. 

>*i9i* Consequences ultérieures i. 2. Lorsque les hauteurs de deux rectanj^les 
flont.en raison inverse de leurs bases , ees reclangles sont faits , Tiui des extremes, 
Fantre des moyennes de quatre droiies proportionnelles ;* par consequent^ 
lorsque les hauteurs , sont en raison inverse des bases de deux reetangles , 
ees rectangles sont égaux. 

Reciproquement, lorsque deux rectangles sont egaux , la hauteur et la base 
du premier , comme extremes ; la hauteur et la base du second , comme 
moyennes y etant en proportion ; les hauteurs de ees rectangles sont en raison 
inverse de leurs bases ^ par consequent , lorsque deux rectangles sont égaux ^ 
leurs hauteurs sont en raison inperse de leurs bases. 

u^íga. Remarque. Le carré abcd (fig. i45), qu'on adopte en qualite' de mesure 
des smiaces, représente Funite superficielle. Or , comme la grande nr de ce carré 
depend de la longueur de son cote, cette longueur doit étre Funite linéaire , 
c'est-á-dire , la driite dont on a fait la mesure des ligues : car un rectangle 
quelconque ABCD, étant au carré abcd , en raison composée d'AB : ab et 
d'AD : ad , raison égale á celle d' AB X AD : abXad; il faut que le produit 
abXad=íabXaby représente Fuñiré superficielle, ce qui n'est possible , qu'au- 
tant qu'a6 représente Funité linéaire. 

!•* 193. Conséquence i. Lorsque la hauteur et la base d*un rectangle sont expri- 
mees par les nombres qui caractérUent 4eurs rappqrts d V imité linéaire y 
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mesure des lignes y le produit de ees nombres contient aútani defois l^umité 
numériqué , que te rectangle corviient de Jois l'uniié superficielle , au le 
carré mesure des surfaces : car soit m le nombre de fois qu'AB, hauteur do 
rectangle ABCD (fig. i45), contient ab , cote du carre abcd : Soii de 
niéme n , le nombre de fois qu'AD , ba$e d'ABCD , contient ab = 1 y cote 
d^abcd : Si Fon considere que le r.apport ABCD : abcd ^ est compose' des 
rapports AB : ab=: m : % ^ AD : ad^=^ : i ; que par censéquent ABCD > 
abcd:=rmn : i ; l'on verra qu'en eflet , ABCD contient autant de fois abcd y 
mesure des surfaces^ que le preduit des nombres tti^^^ /z ,. contient de fob 
Tuuité numerique. 

n." 194. Conséquence a. Consideran! que la surface d'un rectlangle , est egaTe su 
produit de sa base par sa hauteur y et que ees deux lignes font ensemble la 
moitié du coptour de ce rectangle; que^ d^ailleurs, le produit des parties d*une 
quantité coupée en- deux, est d'autant plus grand que ees parties se rapprochent 
plus de l'égalicé ; on comprend que des recungles lie contours egaux , peuvent 
étre fort inégaux; que deux villes de me me circuit, báties sur des sois rec- 
tangulaires , peuyeiit étre beaucoup plus grandes l'une que Tautre : Car suppose 
que ce circuit soit de douze milles ; celle qui sur cinq milles de long aura un 
mille delarge, ne contiendra que cinq milles carres; celle qui sur quatre milles 
de long, en aura deux de large, contiendra huit milles carres; et oelle qui 
sur troi» milles de long en aura trois de large , contiendra neuf milles carrés. 
Remarque et dénomination. Comme les anciens geométres e'toient dans 
Tnsage de tracer leurs figures sur des plans encastres, dails des murs; ils voyoient 
luae base et une hauteur á cclles qui , tracees sur le terrein , leur auroient pré- 
sente' une longueur et une largeur : D'oíi vient qu'en ge'omfftrie , les.expres- 
sions base et hauteur sont comme synonimes des expressions longneur et 
lafgeur , et que , si les premieres ont éte reunies sous la dénomination de 
Dimensions des figures planes , il en a ete de mén>^ des secondes. Cependant 
cette dénomination, Dimensions des figures planes y est bien plus appropriée 
aux rectangles , qu'aux figures qui ne se mesurent pas comme eux , en muí- 
tipliant leur base par leur hauteur , ou lexu* longuelir par leur largeur : Reía- 
tivement a ees figures, elle nesignifie autre chose, sinon, qu'elles s'étendent 
en longueur et en largeur , selon deux directions qui se coupent i angles 
droits. 

AuireS conséquences de la proposition , que les rectangles sont en raison 
composée de leurs hauieurs et de leurs bases. 

ii.^i95. D'une part , il a étc' pronve n.* igS ,,que le produit des nombres qui 
éxpriment les rapports de deux droites á. i'unite Uneaire y contient amtant de 
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fóis Vbxáté ntimériqü^' 9 que le reciangle faít de* ees droites . oonüeiü de fois 
VuiÁxé superfic'ieDé , dil^ie carr¿ mesuré des surfaces,: D'autra^part., dans lat 
preiñiére' paróe de cetté^ geotnétrie ,tíí ff eléprouyé; que les i)6tes>i autpur de 
l'angle drok d'uB Iritagle tecisuxidíe , nuiltiplies chacun par liii-niéine5!4QQnoient 
denx prodüits, doútiasónitiie egalmtle produit de FhypotheBUse inultipliee 
pai' ette^-fudme; par cooséqueat si' a ees pitKluitB en substiiue Iteoarrósfaits 
¿es droites qui' en sont les facteur» ; it.y aura* entre jces carrés láM^^Qie) 
égalité qn^entrc^ oes |iit>diiÍTs^^! G'est-a-*dir«', que L^ea oarréa^ consrtruiU sur 
U9 cáié$ aiitoar de'l^angle dtoii ^ seront égaüx y prU énsembl^yMái carré 
con^ftuit sur VhypóAénun cPart triangle reclangiei £i )'^a di^ ^utaní de 
toutes les égalltés existabtes entre des produits de dem lignos drQÍjL^ii Elles 
ne sont pas plutótprouvées,. que celies deeí rectangles^. qul au^pieiu Tune de 
ees droites pour hauíeur et Tantre-p^ur hase-^ le sont égalenient- - -x 

Puis done qu'il a' i\é démonire' r..? que , do Tuiíte bu d« IVua^ estr^o^té du 

%6\é oppose'á l^aUgle obtus d'un. triangle^ obtusanglc ^ abaíssaut une p^ppendi- 

oulaire sur le prolongement; d'iin» des autrei cotes, > le carrd du cot¿ ofposé á 

' ' Pangle obtus ^ ear égal á lansonmiQ des carrés^des deux autres cotes, plus le 

double produit du cote surlequd la^perpendiculaire toin]>e, par la dUiauce 

' '■ >du pied drcetfeperpendiculaii'e au sonunet de l'augle obtus ;- 2.? que , de 

tfune oa deFantre-éiLtréniité d'un des* coté^ oppósés a un ang(e aigu d-un- triangle 

: > queleoncpie , abaissant une pérpendiculoiré sur Tün des aunes potes pu sur 

son* prolongement , le carré >du cote ópposé an susdit angle aigu, e%l egala^ 

fai somibe des carres'des déuxautres cdtés^.inoúis le donble pvoduit du cute 

ánr lequel ou sdr le prolbngement duque! lar petpeiidiculaire tombe , par la 

'* distaocé du'pied de cette pérpendt culaire' aa^somniet de Jlajugle aígu rasmen* 

' .^ ^lionné^^St'V enfin, que lercan*¿ de laidroive, qui.f^iage en deu2> égahament, 

' F^ñglié' opposé'a'Ja)b;|i6¿.d'uB triaógleiquelcooqu^, e^ se ter;i|ine|^ 

«^ estv'egal'á Texcés duiprodiiit des ¿ótib dü tríangliesu^^ s^gmens 

de-Mtbase': Puis dis^- qué des^troiségalités ont- eté déaie^lfó^j U.s'ensüit' 

' *' que lea trois suivantes le sont) aussi ; savoir i.^que W wrf^ Cón^irMÍP sur le 

T'^^^^vÓié opp09é dfangle óbimiífun tHoMtglepblusangie^e^i^'^gi^á'la^omme 

'• ^ des írarris oonstrmts' sur* les aktux auires ^4iéi , plus le dquble recianglé ^ 

W. '^\qm úaroiP pour hauieur\iá!f diaísMas^du sQfípnaic^df i^^^gJ^^ Q¡(4us au pied 

de la ptíipendiailairw abuisséé.dexihuie du- de. I' Q^r^^^t^néfnifé. du colé 

opposé d Pangle ohius^ sur le prolongement d^un des petits calés , el pour' 

y^*^ 197 - basé j ee colé mime : %!* cjue le carré conslruit sur I- un quelconque des 

cóiés d'an triangle, gui sont en face d^un angle aigu, esi' égal d la so?nme 

des carree construits sur les cótés autour de cel angle , moins le double dw 
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<]ue les rectaogles soouen raison composée de ieurs liauíeurs et de leurs bases ^ 
U suit que , Lesparaliélagr^mmea Bont en raison coinpoaéede leurs hauíeurs 
jst de le^irs b,ases. 






Cónséqúerice' %. Des denx proposiüon^ , Tune, que les paráTleíógn^nínnes 
sout ¿gauk á dqs rectaogles de mSmebase eit dé méme hauteur qu'eíít : Tautre^ 
n.*ao6.que les hauieurs des rectaogles e'gaux, sout réciprdtjues dé leúrs bases ; il suit 
que > Les hauteur s des pjuraUélqgramüíes djgat/ix^ sanlr,éGÍproq.uñs de leurs 

.bofies^r,. 

Conséquence 3. Des deux propo^itiotis » fuñe, <{ue les paraüélograinmes 

> / .3Sbnt. égaui» k éü% reotaagles de méme Iiaae* et de méme hauueur ^u'eux : l'antre , 

n.f 907. que les rectaogles ^sónt égaux^^quand leurs liauteurs sont reciproques de*4eurs 

-ir-) ' jbases; U^uit que, Les parallélo^rammes soat égaux ^ fuand leurs Mauteurs, 

: L. iBorti reciproques de ¡eturs bases» ' 
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n^aqfi.CT/i iriangíe quelconque est Ja moitié d^un parallélogramme de mime hase 

et de mime hauteur que luL 

.;; M:^^S(>ÍPt'iABC unariangle qiielconque (fig. 149), AC sa base, ^ 6 son sommet : 

' . / : : «t'jdu point G ^ Vxm tire CD , paralléle it AB ; ^t du point B., BD paralléle a AC ; 

^i - ^'' /. ABCD/^era un paraÚélogiiaintne'de méme base et de méme liauteur qu'ABC. 

* y 'Niéis^OO.jj^a^ónBle d'ASGD^ Je partage en deux triaogles capables de con- 

^ . /.M>l^eiait»; done '«I/I triangle queíconque est ¡a moitié tPun parallélogranime de 

-" ', í-mém^ base ^ de méme ñauieur qtíetui. 

^v.^^aó^y ^Co^ií'^'^^^ ^* Les .triaogles sont les moitiés de parallelogrammes de méme 
base et de méme hauteur qu'eux ; mais los parallelogi^ammes sont en raison 
, ^--'7^céltipóí9¿é' de teur^ kautenrfs ét de leurs bases; done les iriangles sont*aussi 
ir :u) ^lerPi^iitwií 4fomposie^ de leurs úauieurs et de^ lewrs bases^ 
^^'B.^ai^r ^Conséquí^kcé s. iVun eót¿, les triwgles sonllesmoitiés ^de parsHélogrammes 
^ ^ -^^ «deTifiétüeibuSe %t deíiméme bauceur qu'eux c d'im ^^nitre. cóté , les parallélo- 
'^ ' ' -gramm^f^^dont'Usr^bptses «ont re'ciproques des bauteucs^ sont égaux : done les 
su i'?;\tí'kmgl0s\iofeti&éhaséf9 sont reciproques des hauieurs , sont égéUtm^ 

'' ^ -' tJAtsiqmenoe 5^. Les'iriaáglés soatles.tnoít¿es de paráUóIogeammes de méme 
«lÉÍ''al44'b|L9e^ef>tde'méine haut^ui' qu^^ux; vmais'les paraUelogrammearégaux rjeposent 
^éur das ibuses reciproques de Jeprs hauteurs ;. done lestriangUs égcutís reposent 
sur des bases reciproques de leurs .hauteurs. > \ ■.-. 
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^J' ata. Les párallélegrammes équiangles aont égaux , qu<$nd ieurs cótés sonl reci- 

proquement proportionnels. 

Suppose que les parallclogrammes ABCD, EFGH (fíg. i5o), soient e'cpiian- 
gles, et que Ieurs cóte's soient réclproqüemént proportionnels : de la seconcfe 
•partie de cetie supposiüon , íl suit que XJD : 'GH = EH : AD : de la preniiérc , 
il suiij^que les angles A, D, d'ABCD, sout respecliv^ment egaux aux an{;les 
£, Hy de EFGH : si done on abaisse CP, perpendiculaire sur le prolodgement 
d'AD; et GQ, .perpendiculaire sur le prolongement d'EH; les iriangles CDP, 
'GHQ serout équiangles ^ par un angle droit y et un second angle D , egal a un 
second angle U, attendu que oes angles 'D, H, sont angles de suile d'angles 
egaux par suppositiou. Mais de ce que les tríangles CDP , GHQ sont équiangles^ 
il suil que CD : GH =CP : GQ, proporlion, qui comparee a celle que CD : 
GH =!= EH : AD ; conduit á cetle autre CP : GQ = EH : AD , qui signifíe , que 
les hauteurs d'ABCD , EFGH, sont reciproques de Ieurs bases ; que par conse'- 
quent., ib sont egaux ; et partant qu'en ge'neral , les parallélogramnies équian- 
gles sont égaux y quand Ieurs cóte's sont re'ciproquement propoi'tionnels. 

Conséquence. J^es iriangles ADC ¡ EHG (fig. i5o) , qui ont un angle D 
. * égal ú un angle H , et les cótés autour de cet angle réclproqüemént propor^ 
ji.*2i3. iionnels sont égaux : car formant les parallélogranimes ABCD , EFGH , qui sont 
respeciivcment doubles des iriangles ADC, EHG; ees parallélogrammes sont. 
équiangles et Ieurs cótés sont réciproquement proportionnels ; d'oíi.il suit quHls 
sont égaux ^ et qu'il eü est de ménie des triangles ADC,£HG^ qui en sont les 
moiliés. 

T H É O R É M E LX. 

« 

-tt^ ^li'Liñs ifiangles équiangles sont en raison doablée de Ieurs cótés correspóndanse 

-^ ou comme les carrés >de Ieurs cótés correspóndanse 

Soient ABC, abe (fig. i5i j, Heux triangles équiangles : si des sommets B , 6, 
4e deux de Ieurs angles correspóndanse on abaisse sur Ieurs bases AC, aCj les 
perpeñdiculaires BP, ¿/i;les triangles BPC, 6pc, sont équiangles, par un angle 
.droit, el un sé'cónd anjgle C==:c; d'oíi ilsuit que AC*: rtc==BC : Act=±=BP : bp. 
Mais les triangles sont en raison composée de Ieurs hauteurs et de Ieurs bases ; 
done ABC est ¿ abe en rspson cemposée de BP : bp et d'AC : ac , pu comme . 
AC'^ ac*. attendu que BP : bp^Aciac. et que les raisons composées de 
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raísons egales sont e¿;ales. Done en genera), les- triaogles, semblables sont en 
raíson doiiblec de ]curs eólée co<Tespoadau8 , Oi^ comme Ic» corres de leuis 
GÓtés correspondass» • 

T H É O R ¿ M R L X I. 

n-^ 2i5. ZiCS figures recfílignes semblalikay sont en raison doublée de íeurs cotes cor^ 

respondansy ou conwte tes carras de le ura- catea correspóndanse 

Considérani qu'ABC0. . .., aCccT (fig. lía/) , figures rtct¡lif;ney semhlabfeSy. 
sont par la méme équiangles , et que leurs c6tés sonl proportionneis : si- dans 
ABCD.. .. , Ton tire les droites AC, €E , E6, eic; ct dans a¿W. . .. , les 
droiles corrcspondantes ac, ce^ eg^ etc. les tríanglcs ABC, CDE, EFG, etc. 
seront équiangles un a un aux triangles abe ,cde ^ ofg^ etc. par lin angle e^ a 
un an»le et les cóie's autour de cet angle propoioioniiels. Maís vC les triangles 

' équiangles sont ealr'eux, eonnlde les caires de leurs cóte's correspondans : a.^ 
lorsque plusieurs raisons soni egales , la sommc de lenm antécedéns est a la 
fiomme de leurs conséquens , comme l'antec¿dent de lime est a son consequent; 
dónela somnie des triangles ABC, CDE , £F&, ele.- está lásomme des triangles 
abe y cde j efg^ etc. comme AB^ : ab^. 

A^eutons , qu'apres avoir retrancfie de la figure* ABCO. . . . , liss triangíes ABC, 
CDE, EFG, etc. et de lá figure aBcd, .. ., les triangles abe y cde^ efg^ etc. 
équiangles aux prectidens; les restes ACEG. . . , aceg.^.y de ees figures sont 
aussi semblables qu'elles; que par conséquent , si l'ón continué de relrancber , 

. de part et d'autre , pareil nombre de triangles, en méme ra])port un a un que 
AB^ : a6^; on réduit enfin les figures ABCD. . .. , abcd. . . . , á un triangle; de 
sorte qu^elles se décomposent en méme nombre de triangles tels, que'ceux de 
la premiére sont un 9 im á ceux de la seconde, dans le rapport de AB^ : ab^ } 
d'oü il- 5uit que ABCD . . . : íd}cd. . .= AB^ : ab^ , et partant , fju'en general , 
les figures rectilignes semblables soni entr^elles, comme les carras de Ifiurs 
cotes correspondans, 

THÉORÉMELXII. 

* 

n.*ai6. Les figures semblables ^ de contour quelconque y rectiligne , curpiligne ou 
mixtiligne, soni enir^ siles, comme les car tés de leurs rayons corrélatifs 
d$ description^ 

Cette proposídon yíent d^étre demohtréé par rapport aux figures decentour 
rectiirgne , ü s'agit a présént de la démoatrer par rappói^ aux figures de contour 
quelconque. 
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A cift elTet , je commeDce par supposer q\fo , f un des centres de descrípúoa 
'Silabe y coincide avec O, centre eon'elatif de deseription d'ABC (fig. i55), &i 
vque les figures abe y ABC, soat disposees autour do leur centre comniuii O g, 
.<le maniere que les rayons de desctíption d^abe , siuvent la dírectioD des raYOD« 
*de deseription d'ABC , auiquels íls aont proportionnelS| ensorte que Oa : O A 
= 06 : QB =0c : OC. eic- 

*PansiX)etie aitpposition , les triangles aob , AOB , sont équiangles par no angle 
tComniunO, el les cótcfs autour de cet angle proportionnels ; par consequent, 
leups aires sont eatr'elles , comnie Oa'^ OA'. Piijouie qu'il en est de méme de 

r 

40US les tríateles qui ont en O un ?tngle commun , «t dont Fun appariient 
ir la figure abc^ raulre, á la figura ABC; d'oü je conclus que si la quantiie 
angulaire auto^u* du point O , ctoit dlvisée en n parties , il en résidieroit 
n triangles relal&fá á la figure abe y et n tiíangles relatifs a la figure ABC ; que 
46; pina y, les o premiers seroient un á un aux n secón Js daus le rapport de 
*Oa* : OA' j ensorte que toute.la fignre rectOigne relaüve a abcj seroit á tome 
lafijgnre rectiligue, relative a ABC, comme Oa' : OA'. Mais a mesure que le 
AQmbre /} augmente , les figures reclilignes se rapprochent davantage desfigures 
4)nrvilignes ou mixúlignes abe y ABC , si bien qu'elles se cc&ifoudent avec elles , 
^and le nombre n est infini; done abe y ABC sont respectivement, les demíers 
"termes de deux suiles inQnles, telles, qu^mi terme de Pune, de méme índice 
.gu'nn terme de Tauíre , est a celui-cl , eomme Oa' : OA'j done le dernier 
terme de Tune est aussi au dernier terme de l'autre , dans le rapport de Oa' : 
OA'; done finalement, les figures semlilables quelconques, rectilignes, curvili- 
gnes ou mixtilignes, sont entr'elles, comme les caiTes de leurs rayons carrelatiíe 
^e deseription» 

Siüvent lea problémes qui m ré&^p£ni au moyen des propo^iüons pré^ 
; « 'Cédenies^ 

PROBLÉME XXXL 

\ •- - , ... 

¿.•il?. ' Construiré un^ectangle de base et de hauteur données? 

formez un* angle dróit BAD (fig. i47) ; preñez sur Fuñe de ses jambes une 

longuénr AD, ¿gale á la liase dpnnée ; presiez sur Tautre jambe une longueur 

. AB , ^ale a la bauteur ^onnée ; tirez en&uiíe -du poInt B , la droite 3C paral- 

.. * le}^ il AD, «t.áupomt D, la dit>¡ie DC paralléle a AB: le parallélogramme 

ABCD :réa(nitllei|irobléme , attei^du ^pi'un de ses angles étam droit par cons- 

' j tractioa^ ftoua les amres le^^ioat.j'^oejpar^oos^qtieiii ^ c'est \m rectangle de 

.,, I ;|£iisf jgL4ii lyoMuv^ iJi^iMUvemeiit égaksi ln base et a la hauteur donnees. 



#•• 
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p R o';b l é m e XXXII. 






j^^'aiS. Construiré un carré égal á un reciangle donné7 

Considérant que lorsque trois ligses drmtes &mx. en proportion continué , le 
can'é de la moyenne est e'gal aü reciangle des extremes; on seprocurera cette 
•\ moyenne par le n.^ ^7) ^^ 1^ carré construit sor elle, sera e'gal au rectangle 
donué. i 



• 



P R o B L E M E .XXXIIL. 

n.' 319. 5«r itnedroite donnée , construiré un reciangle égal d un triangle dbnné? 

Fam-il construiré sur KL (fig. i54), un rectangle ¿gal au triangle ABC? 
L'on voit d'abord que la difficulté síe rédoit á troiiver la bauteur KM du rec- 
tangle k construiré. Or le triangle ABC, etant ¿gal au produit-de sa base par 
la jnoitié de sa bauteur = AC X ^ BP , et le' rectangle a faire de KL par KIVI 
étant = KL X KM ; lorsque de Tequation AC X 5 BP = KL X KM , Ton aura 
tire' la proportion KL : AC = ^ BP : KM ; le probléme proposcf se i'esoudra par 
cct autre , ¿ trois ligues droites données , trouver une quatrieme proportioir^ 
nelle?n.' 116. 

PROBLÉME XXXIV. 

n.** 220. Sur une droile donnee faire un reciangle égal d un rectiligne donné? 

Etant propose de faire sur FG (fig. i55), un rectangle égal au rectiligne 
ABCDE; on fera 1.^ sur FG , un rectangle FH1G = ABC : a.^ sur HI, un 
rectangle HKLI= ACD : 3/ enfin sur KL, un rectangle KMNL=:AED j ct 
Je rectangle FMNG, construit sur FG, sera égal au rectiligne ABCDE. 
B.0221. Remarque. Si le rectiligne donné étoit un polygone régulier ABCDE 
( fig. i56 ) , ce polygone auroit un centre O, duquel menant des droites aux 
sommets de.ses angles, on le diviseroit en autant de triangles AOB , BOC, 
COD, etc. qu'il auroit de cótés , et tous ees triangles pourroient convenir par 
régaltté respective de leurs trois cótés. De plus, chacun de c6s triangles ayant 
polir hauteur Tapothéme , et pour base , un des cótés du polygone y il ^'ensui- 
vroit que tóus ensemble,. c'est*a-dire^ le pblygone méme, seroit égal a un 
triangle de base cgale á son. contour , «t de hauteur. égfde k son apoihénie - que 
par conséqnent ^ on construíroit . plus vite^ «ur la droite domiéei,.le lectangle 
égal k ABCDE, si auJieadei^^siiccessÍFeiiieai.&)iB;C^^ ébroiDe^, iks rec- 
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taiigleft**re6|)ecÜTéipeBl égaux aux trianglds daos lesqaels ABCRE serok partagé, 
l'ofl fesoii tOBt d\ui coup; sor cette droite niémé^-jm rectangle: egal á un 
triaiígl^ y de base egaie a«i paiitotir^ et de baúteiDr égale ^ l'apothéme ^^ABCDE. 

P R O B I, É M E XXXy. 



n.* »M r Correr un rectííígne donné? ' 



. i 



Coastrúísezd^iaLorJunrecfangTe "egalH cerfetfCIfglíé'iíC^íáb'',' ¿ffáítéS emtdte 
Qn carré égal a ce rects^qgl^, ju^ .SkiS^ 'r-i r 

PROBLÉME XXXVI. 



• V - 



^^ . Paire un carta igat a un nom&re queíeonque de carrea donnésT 



•• ** . *f . * 



Forttie* un áiigle drolt ÉFG (ffg. iSt")^ et si Totí votrs dermande txn carre 
^gal a deu<x earre» I^' K ;iif>ré0ek áiír FC^ übe foftgi^eur FE , égale au c'éte de I ^ 
etsur F6, üBe íóiíigueur F6 , ¿galeau eóie' de K^ le carrc' ca«5triik sor ITiy- 
^ potdeaase £G^ sera 2^ 1 ^K : sí I'oft -ifoxís dénifuide .ún eai1r<íirejgal á trois' 
autre» I, Ey Ir? Élevez ft.rextrémite de Ili;^p€ítb)éiipnse JJGrf k peprpeádiculaire 
GH^ peüeft sor GH isne loBguéur, egide* wi eote^de £4, «^ > KhypcKheause 
£ll^ ser» éóté dií carrérssüíI-HKt-f-'l»-- 'Si^ Í'oh^ y^isr dentaDdíe n* carré 
égiil a qnatre éarres donaiesf vous pa6sere2|dú eét^ du earpe egal «ux frois 
premíers^ aú cote du cairre egál h ti^^us lea^. ^úaire^^^ epmúie-.voi^ 4ies passe 
du cóté dtt. carie* cfga) am deui& premiersV . a^ <óte dn' catre ¿gal atix troís 
' "premiere. £a general^ fe cate du eárr^ egal a úiai . voiiibre' », de i{ar/¿s donncs, 
se forme dt» cóté dtt carre egal aüx (7» — 'i ): pteAÍers,,et da .oóilé du n* 
eoinme^ le cóté dci carre egal ik. trois earré^deBoes^ se.iprsae da c4te du carre 
egal auxdeux premáérs* e% du cóté du 5^. . .:^; 

P K O B I É M É XXX y tí. 

/'.^úi.Jlffeaurertíivréeíiligne, oh íromér íenemhre de/oii^üega'sm^^^ 

eelle d^ un carré donné^'i. ^, ' ' -^ ". : : 



-■ b> s * í 



Ot 



Onsait que tome figure reciiligne est divisible en tríatígle^, ei qü^un tríangíe 

se mesure, en cóitnmencaiit par s'assurer des nombres qui eiLpriment, coD)])ien 

de fois sa base d'une part, et sa harnear d*autre párt, coBlieBdent le cóté 

du carre' qui sert de mesure , puis en multipliant l'un de ees nombres par 

la maitié de Fautre : Ibrs doBc qu'on aura mesuré tous les triangics doni \m 

rectiligne est composé , 1^ mesure de ce rectííígne se trouvera dans la somme 

i8 



í56 
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lf.°2l8. 



P R O B L É M E XXX 

Construiré un carré ¿gal á un re 



sut «que poiir 

*e5t un po- 

- .mcdtle de 

■ra s*il ne 

"■ qui .e«t 



Considérant que lorsque trois lignes dreñtes 
carié de la moycnne est cgal aiJ reciangle ^ 
nioycnne par le n.° 117, et le caire coa* 
doiiuc. 

P R O B L É 

n.^ 319. Sur une droilc donnee y constru ' 

Fani-11 construiré sur KL 
L'on Yoit (l'abord que la di^' 
tangí e á construiré. Or le 
la moitié de sa bauteur r 
f^tani = KL X KMj 1^ 

tire la proporlion KI ^ ' 

rol aulre, a trois" ^^"^> "^ 

nelle?n/il6. . onnoissoii le 

.pport de Taire du 

/ le cercle , le carre' de 

V ae suile ; que parconse'quent 

compose des rapports de la prc- 
■ ' a iroisiénie; et partantque la mesure 

^pport de son -aire á celle du carre de son 

«naniére d'estimer ce rapport^ quand on pense 

ant egal au iriangle, qui.a pour hauteur J'apotheme , 

.urde ce polygone; il u'y agüere lieu de douter, que 

^ égal au iriangle qui auroit pour hauteur son rayón , et 

^. une droíte .égale á sa circonférence : c'e^t done aeiablir cette 

.uon que nous somnies appeles , et c'esta en preparcr la démonstration , 

o le theorcnic suivaat et sa conséqueuce sQut destines. 



n.^ Ü20. Sur úvf 

Etant 
ABCT 
rectp 
Je. 






»<. 
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^deux polygonifB' riguUera de méme nom sont'¡ PUn imcrif^ Faulre 
*TÍifau Pnáme cercíé; « Pon inacrít ei^ circonscritles potygones 
de déuxfbis auiántde cótés qtt^eux y la diffjérenve de ceux-ci 
Hie que • Iw demi^ différence de ceux-lá^^ 

^ -^one régulier (fi'g. l58), étant iííRCfit . ati cei^cle 'ABC: si 

taus ses angles, on faít passer des tangentes y eNcfd for- 
Vygone régulier circoDsciit^de n}éme ii€>m que l'ín^Mnrit; 
tire les droites OG, OH, 01, etc.*^ eHes coaperonü 
Doiiíts P, Q, R*, etc. qni, avec leí; {^aints A, B.. 
fois autant de palies, égates que les seobipoints 
^ dónc, menaiit des cordes de I'un á Fantre der 

c. eJIes fornieront le polygoae Tégulier jíDscrit 

et cótés qu'ABCD--— •; de soné que tiraoT 

9 Q9 B\ etc. ees tangentes, apiree celles qur 

, C, etc; formeront ÜXYZ — ^-y.poíygona régiilier 

luis autant de cótés qué GHIK-^ — ^.- 

liie a présent par n le nombre des cótés d'ABCOEF et de 

:2/i représentera le nombre des cótés de PAQB , el d^XYZ, 

ailérence des polygones ABCDEF, GHIKLM consistera en ti triangles 

tLilB, BIG, CKD, ele; lesquels pouvant' convenir, par deux cot^s re.<pec- 

tivemeni égaux* et, l'angle compris égal á Kangle compris; Fnn qudconipe 

d'entr'eux sera la /i/"^ partie de la différence d'ABCDEF a GHIKLM : et pa- 

reillement, la différence des polygones PAQB , UXYZ--*-, consísiera- 

en 3/1 tríangles. PÚA, AXQ, QYB, etc. lesquels pomant convenir, par deux 
cotes respectivement égaux et Fangle compris egal a l'angle compris; deux 
qnelconqites de ees tríangles pris ensemble, consthueront la /z/°^ partie de la^ 

différeiice dePAQB , áüXYZ -,ensortequesil'onpeutpromerquedenx 

de ees tríangles sont plúspetits quelamoitié d'un seid des triaugles AHB, BIG, 
CKD, etc. , il sera de'montré que la /i.*"\partie de la différence de PAQB-^ — , . 

a* UXYZ , cst plus petite que la rooitie de la n.*"* partie de la différence* 

de ABCDEF a GHIKLM, et partant, que la premiere de ees difféieoces est 
plus petite que la moitié de la seconde. 

Or que les deux triangles AXQ, QYB soicnt plus petits, par exemple, que 
la moitié du triangle AHB, c'est ce qui se prouye en considerant i.^ que les 
fignes XY|*' AB soDt paralléles, puisque le rayen OQ, qui abouüt. au point 
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de contact de la tangente ^Y^ I^ est.perpendicul^ire, el qu^3 n'est pas moin^ 

perpendieulaire sur la corde AB, qu^il partage en deux également : 3.^ en 

faísant reflexión, que les triangles AWQ, WBQ; XQA, QYB, étant eoire 

. . mcmes paralleles , AB , XY » opt pour haut^ur commune la distance de ees 

paralléles; que par eo^^s^queqi ils soat emr*euE comme leurs )>ases AW, 

WB; XQ, QT, et qu# ci^lles-pi etant plus petiies une a une que ceUes-Iá; il 

s'ensuit que XQA -i- QYB < AWQ -4- WBQ, et qu'a plus forte ralson XQA 

-<4^QYB:<;|AHB« Conséquenc0 ¿ laquelle pp a lié la certitude du tbéoreme 

ph>p(\$e^ 

^.•aaf.'. .Conséquence. II suit de ce théoréme, qvfil y a tela polygonea réguliers 

■ x ^ da mémetnonty Tun inscrii, Vautre circonscríty que teür différence est pht^ 

, petite qu*aucune grandeur donnée : Car la différence ¿f, de deux polygones 

4*. ^rélguliers de 72 cóléá, Fun inscrít, l'autre circonscrtt e'tant de gi^andeur finia; 

fl' . '.M' par une^ düplication continuelle du nombre des cotes de ees polygones, on 

« pasee aux poljg^es régulíisrs inseritfi et circonscríts , de an, a^/i, a'/», — -• 

:. et en general %^n cAtés; la proposilion precedente réduira au-dessous de ^d 

la díderence de deux polygones de a/2 cotes; elle reduira au-dessous de \ d p 

-^ la différence des deux polygones de %^n cotes; elle reduira aunlessóus de 

^¿, la différence des deux polygones de %^n cotes : en general, elle r¿- 

4)uira au-dessous de — ^ c?, la différence des deux polygones de a*« cotes. 

Or comme on peut faire le pombre m aussi grand que Ton veut, la diSerence 

~ d, s'abaisse au-dessóus de toute grapdeur donnée; par conséquent, il y 

a tels polygones réguliers, Tun inscrít, l'autre circonscrít^ dont la différence 
est plus petite qu'aucune grandeur dojinée. 

THÉORÉME LXIV. 

n," 221. L* aire du cercle estégale á celle d*un trian gle^ qui auroit pour hauleur le 
rayón et pour base y une droite égale a la circonférence du cercle. 

LWe du cercle ABD (Gg. iSg) est on égale, ou plus grande, ou plus 
petile que le triangle CAM , qui a pour hauteur CA, rayón de ce cercle, et 
pour base AM, droite égale a sa circonférence : SU done on prouve qu'il im- 
plique contradlction , qu'elle soit plus grande ; et qu'U n'implique pas nu>ins 
coutradiction , qu'^le soit plus petite; son égalité sera démontrée. 

Or premieiemput, si elle étoit plus grapde; elle serpit égalie á un triangle 
C^í^, de base AK., pju$ gr.aijyiií qu'AM, d« toutp une lignje doimee.MK. 
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Mflls 3 y ft tel polygooe círeooscrit, que son contoar ne diíTére pas de la clr- 
eonférence par une droite donnée MK; done te eontour de ce polygone est 
d'une longueur AQ^ moyenne entre AM et AK; done son aire est e'gale au 
triangieCAQ, de hauteur CA, égale á son apotlieme , et de base AQ egale 
é son eontour; done son aire est plus petue que celle de CAK^ aire du eeicle; 
4one il implique contradiction , que l'air^ dn eerele soit pltis grande que le 
triangle CAM. 

Secondenient, si Taire du cercle étoit plus petite que CAM, elle seroit 
«gale k un triangle CAL, de base AL, plus petite qu'AM, et la dlfierence 
entre CAL et CAQ, <pá représente Paire d*un polygone cireonscrit á ABD, 
«eroit plus grande que LCM, grandeur donnée. Mais la différencc entr^ un 
polygone regulier inserit et un polygone régulier cireonscrit , de méme nom 
^e l^nserit, peut s'abaisser au-dessous de toute grande ur donnée; done, h. 
plus forte raison , la düFérence entre le cercle et un polygone régulier cir- 
eonscrit quelconque peut-elle s'abaisser au-dessous de toute grandeur donnée; 
done il est impossible que la diíférence entre le cercle et un polygone ré- 
gulier oreónscrit quelconque soit égale au tiiangle LCM; dont il implique 
contradiction que Taire du cercle soit plus petite que le triangle CAM. Elle 
-" o'eat done ni plus petite ni plus jgrande ; done elle est de méme gi^andeur. 

T H É O R É ME LXV. 

« 

^•I/aire d^un secieur est á Paire du cercle^ comme Vare de ce secteur est 

" d la circonférence. 

L'angle de FCG, secteur du cercle ABD (fi^- iSg), est commensurable ou 
incommensurable á toute la quantité angulaire autour du centre C : S'il est com* 
mensurable, l'angle FCO, comroune mesure, étant appliqué áTangle FCG et 
¿ touté la quantité angulaire autour du centre , est contenu dans Vxxa m ioxs^ 
et dans l'autre n fois. Mais les angles au centre , qui sont égaux , insistent 
sur des ares capables de convenir , et les secteurs de méme angle sont capa- 
bles aussi de convenir; done le secteur FCG contient m secteurs, tels que le 
cercle en contient n , et l'arc de ce secteur contient m ares , tels que la cir- 
conférence en contient n ; done les rapports du secteur au cercle , et de Pare 
du secteur á la circonférence , sont e'gaux au rapport de m\n\ done ils sont 
égaux entr'eux ; done en general , un secteur est au cercle dont il íait partie , 
comme Tare de ce secteur est á la circonférence de ce cercle , lorsque Fangle 
du secteur est commensurable k toute la quantité angulaire autour -du centre. 

QuMt au c«s oü Tangle du secteur n*est pas commensurable a touté la quan^ 
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tílé angulaire antour du centre: fi l'on prend tcUe aliqnote FCO de FCG, 
cpi'elle y son contenue le nombre de fois p; elle se trouvera dans loute la 
quaniite angidaire antour du centre^ le nombre de fois q j avec un reste GCR^ 
plus pelil qu'elle ; de sorie qu'omettant d'vine part le demier des petits sec- 
teurs dans lésquels FCG sera partagé ; el de l'autre part , le dernier des petits 
fecietirs dans lésquels le cerde sera divisó; Taire* do secteur FCH, sera k 
Taire du cercle nioins GCR, comnie p — ily, oti conime Tare FH,.¿ I'arc 
GFDR. Mais Faliquote de FCG, par laquelle on. divise ce secteur et tout le 
cercle, est arbitraire ; done on pent la prendre si petiie, que la diBerence 
des secteurs FCH, FCG, et la difierence du secteur GDR, au cercle emier 
GDRG, soit plus petite qu'aucune grandeur doimée^ done en vertu dolái pro- 
position n.** i44, qu*il y a méme rapport entre deux quintiles qu'entre deux 
autres, lorsqne les diíférences respectives des premieres aux second«s, soqt 
plus petiies qu'aucnne grandeur donnee; le secteur FCH^ est au secteur GDR , 
comme le secteur FCG est á tout le cercle GDR&. 

Ajoutons que les secteurs commensitrables FCH, GDR , sont entr^eux comme 
}eurs ares FOH,GDR, lésquels ont méme rapport que les ares FOG, GDG, 
puisqu'ils n'en diSerent que par des quantités HG , GR , plus pétites qu'aucune 
grnndeur donnée; que par conseqitent, le secteur FCG est á tout le cercle 
ABD, comme son are FOG, est a toute la circonfe'rence GDG , et partant que, 
soit qu'un secieur soit commensurable, soit qu'il soit incommensurable au cercle , 
son aire est á Taire du cercle , comme son are est á la circonférence entiére. 

n*22Q. Conséquence i. LVire du cercle etant <5gale á celle dutriangle qui a pour 
bauteur le rayón ^ ot pour base, une droite egale á la circonfe'rence j et I'aire 
d' un secteur etant a Taire du cercle , comme Tare de ce secteur est a toute la cii^ 
conférence; il s'enstát que Vaire ¿Van secieur est égale au triangley gui auroit 
pourhauicur le rayón j et pour base, une droite égale á Vare de ce secteur. 

n.^üSo. Conséquence 2. Deux secteurs de cercles égaux ^ sont entr^euXy comme 
feurs ares ; puisqu'ils sont égaux un-a-un a des tríangles de méme bauteur , 
et de bases respectivement égales á leurs are». 

THÉORÉME LXVI. 

n,^ 23 i. Les cercles sont en raison doublée de leurs rayons , ou comme les car res 

de leurs rayons. 

Tont cercle est ¿gal a un triangle de bauteur égale ¿ son rayón, et de base 
egale a sa circonfe'rence , et les tiiangles sont en raison compose'e de leurs 
bautéurs et de leurs bases; done les cercles sont en raison composée de leurs 
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rayoDS et de leurs circodferences. Mais la raison des circonférences est la 
.méme que celle ^es rayons , ei les raisons composees de ralsons égales sout 
egales; dooG les cercles sont-ea raison doidilce de leurS rayons, cu comme les 
.caires de leurs rayons. 

Remarque. Ceue ppoposition est renfermee dans la propositlon g¿ncrale 

' JI-* 211 5 que les figures semLlábles sonl entr'elles, comme les carrés de lenrs 

.rayons cerrelaüfs de description; mais la démonstraücn qu'on vient xl'en dou- 

jner, li'est relative qu'au cezxle; la démonstration -du ji«® 21 5 s'étend a loutes 

les figures semblables. 

PB.OBLÉME XXXVIII. 

nMSa. Trouver jm rapjpott qui approche de celui de Paire du cercle á Vaire du 

jcarré circonscrit? 

L'áire du cercle est égale a celle du triangle , qui a pour hauveur le rayón y 
«t pour base , une droiie égale á la circonfeVence ; elle est done égale á celle du 
rectangle ^ijui auroit la moilié de laliauteur, et lámbase eniiérede ce iriangle. 
Iffais les rectangles sont en raison composée de leurs hauteurs et de leurs bases; 
. Jonc l'aire du cercle -est á Taire du carre circonscrit^ en raison composée , du 
.demi-rayon au diamétre , et de la ciroonférence au diamétre y c'est á-dire y en 
Taison composee de i:4 exactement, et de aaiy a ]^eu pres; done le rapport 
de 32:28=11:14, approche de celui de Taire du tercie a Taire du carré 
circonscrit. 

P R O B L É ME XXXIX- 



^^aSS.Etant donné le rapport du diamétre d*un cercle au colé d'un carré, trou- 
4^er le rapport de l^aire de ce cercle ^ Vaire de ce carré ? Autremént^ 
Mesúrer un cercle de rayón donné ^ par un carré de caté donné? 

« 

Soit propos.é de mesurer le cercle ABD (fig. iBg) par le carre' Abcd^ sup- 
pose qu'AE, diamétre d'ABD, soit á A6, colé d^Abcd^ en rap[vrl donné /n:/i? 

3'observe premiérément, que l'aire d'ABD, est a Paire du carre' circonscrit 
i ABD, a peu pres comme 11 :i4 : Secondement que Paire du carre' circonscrit 
.á ABD est i Paire du carré Abcdy comme mmlnn : Troisiémement, quelors- 
que trois quantiiés se suivent , la raison de la prcmiere a la troisieme est com- 
posée des'deux intermediaires; que par conséquent, la raison de Paire d'ABD, 
¿Taire d*A6crf^ est composée des raisons ii:i4;, mmlnn ^ qu'ainsi elle est 
égale k iimml^^ny quise réduit a 22:7, quaad a Paire du cercle, on com- 
pare Paire du carré de son rayón , attendu qu'alors mln=^2 : 1. 
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PR ÓBLEME XL. 

tt.«aS4.£lo?i# chnné Pare ^un seoUur eí le diaméire du cercle deni ee secfeur fait 

partie ^ mesurer ce aectewr ? 

Le ra^porl de Tare AMB , ¿u . sedear ACB , á la circonferenee <Iu cercíe 
ABD (iig. iSg) , est donne, eooinie aussi te rapport d'AE*, díamétre d' ABD , 
a ÁJb , cóté da carre qui doít servir de mesure á ACB- : & do^c-, par le pro- 
bleme précedent, on s'assure d'abord de Taire d'ABD; Ton ürera ensutte Paire 
d'ACB , de la proposition. , (jue la cireoBÍerenoe d'un cercle est á l'arc d'iu» 
secleur de ce cercle , comme l'aire de ce cercle , a Paire de ce secteur.^ 

P R O B L É M E XLI. 

m« TSS.Eiiant donni Vare d^un segmeni^ sa corde, eí le diaméire da oerele dont ce 

X eegmenffait partie j mesurer ce segment ? 

Fauí-íl mesurer AMB A, segment dü cercle ABD (fig. iSg) suppose qu^ea 
comioisse AMB , are de ce segment, AB sa cordé , et le' rapport AE : kb^ dU 
díame tre d'ABD aucólé Ai durcarre' Abcdy qxá doit servir d*e mesure a AMBAT 
X.e probléme pre'cédent sera d'abord empibyé á mesuret íe secteur ACB : 
On mesurera ensuite le trian'gle' ACB , en muTUpIiantsa base AB', par la moitié 
de sa hauteur CN=^K^(CA*— { AB*) ; aprés quoi^ soustrayant le tiiangre A£B ^ 
le reste donnera le segment AMBA. 

PROBLÉME XtlI. 

m.*a36r Décrire un cerele égal á autiant de cefcles qu^íl en sera proposé f 

S'agit-il(fig. 160) de décrire un cercle ¿gal aux deux cerclesK,L? Je pren<I» 
- sur les jambes d'un aqgle droit ABC, des longueurs BA,BC, respectivement 
egales aun diametres de ees ceroles; je tire ensuite AC,^ et je dis que le cercle 
M, decrit sur AC, comme diametre, est e'gal á lasomme des cercles proposés: 
Carpuisque AC^=BA|'^-+-BC*, et que les cercles K, L, M, sont entr'eui comme 
les carres de leur^ diametres; il suit des proportions M;K=AC^:BA^ j MlL 

K L 

=:AC*:BC*, que BA'rís^AC*, BC*=^AC*j que par eonsequent , ees valeurs 

de BA^ et BC% leur ¿tant substiiuees daos Péqu^tioa AC':=BAVBC% elle 

se change en cette autre Ae*=T| AC'-h^AC*, Uqüellc díviseié jpár -~ se 



n 
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réJuIt áM=K-f-L, c'csi-a-dlrc , h l'cgalut? du ccrclc dccill sur AC comiue 
diaipétre. aux ccrcles deciifS'Sur BA et BC comnie diamelres. 

S'U £idlou decrirc uu cQit:le é^al á plus de deux eerclcs^^ on voit comment, 
aprcs aTOÍr irbuvé íe diahiéfrc du ccrcfc cgaT an dcux pvc'mieYs, on irouveroll 
le diatuctre du ccrclc egal imx irols prcniicis; puis le diamelre du ccrcíe éf^al 
aux quatre prcniieiíí; el aiosi de suite, jusc¿u'au dlaractre du cercle egal a tous^ 
tans omissioQ. 

'aS?. Remarque i. L» prcuvc que le cercle de'crit sur riiypoihcnuse d^^H trian- 
gle- reacfangte, comuie díametre, est cgal ix la somme des cércles dccrits sur 
les petits. Cütés de ce tr¡an¿^^e^ córame diamctrcs, se fonde sur ce- que ees cer- 
cíes sout entr'eu^ comme les carre's de leurs diatuetres^ Mais toutes les figures 
pl^«s et semblables , soui eutr'elles couime les carres do leurs rajona corrd- 
latifs; done les aires de Jugares planes et semblables ,. respeciiifement décrites 
sur les trois cóiés d^un triangle reclangley eomme sur leurs rey on» corre- 
laíifs de deseriptiony sont ielle», que la figure déerite sur V hypoihénuse ^ 
esi égaU aux figures décrites sur les petíts cétés du triangle. 

;a3^^ Remarque a.. Ilippocrate de Chioful le premier quí-demontra que le cercle 
décrít sur rhypotlienuse AC' (fi^ ^60)9 ctolt e'gal á la somme des ccrcles dc- 
crits sur les pelits có^es d^uu triangle rectangle ABC; que par couséqucnt, ri 
Fon reiranchoit du demi-cercle ABC , et des deux demircerjcles ^DBy BEG , 
fes segmeus AFB^BGC; le triangle ABC restoit en cgalité avec les lunules 
ADBFAjBECGBj ce qui donnoit la quadrature^ dcr c^s lunules par celle do ce 
triangle. Mais on a remarqué^ que qetie quadrature ne conduisoit pas á cello 
du cercle , parce q.uc les rapports des lunules a leurs cercles respectifs no sont' 
pas connus.^ ^ 

JF^n de la seconde partie de la Géom^lrie Elémenfaire. 
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«6 TROISIÉME PARTIE 

D£ LA 

GÉOMÉTRIE ÉLJEMENTAIRE 



S E € T I O N t 



piano. 



PRÉLIMINAIRE. 



OoiT (ju'on mesure deslígnes , corome daos la premiere' partie cte la Geométrie , 
soit qu'ou mesure des surfaces , comme ilaos -la -seconde^ ^ces lignes et ees siir- 
faces sont sur le méme ¡daa. lucíais (jund ü s'agit de mesm*er des ^ides y Aont 
Jes parties ne sont pas sur le méme plan y et dont les surfaces mémes peavent 
ne pas étre planes ; 3 faat de nc'cessité prendre en consideraron des droites 
tracées sur des pJans «difife'rens; par conséquem^ ,41 Cpiut faire proceder une seo- 
ÚQU y qui traite de la rencontre des ligues droites et des píaos. 

Lldée de rencontre est.opposée ici á cell^ de .coincidence ou de convenance: 
La ccmveyDa&ee place en méme fieu toutes les parties des ¿te^dues qt¿ -coii- 
vieiinent: jLa rencontre | au contraire, ne met en méme lieu, que les points 
ibi lignes par lesqpids étn% élendues se rencontrent : Deux lignes droites , par 
exemple, ccuacidcnt, quand ellesoat deux points communs; elles se re^con- 
trcnt, quand /clIes u!cn o^it qu'un. £!t de méme, deux plsins coincid^t , quand 
ils üut eu commun trois points qui ne sont pas e;i4igne droite; niais qusiod ils 
se reucontre^nt , c'est par «uae Kgoe di^oite , hors de laquelle Hs n'<M(it r¡€^ de 
cotmuim. De mciue encoré, une ligne droite esi t^ute jentiére sur un plao^ 
lorsqu'clle a avec Im deux poiats communs ; mais qua^id eUe <n'en a qu'un p 
ielle le rx^icqntre par ce point , et e'est tout ce qu'elle a de commun avec luL 

Dénomination. Lorsqu'une tigpe drpiite rejpicojpitre lyi plsMIü » 1^ ppint f>ar 
lequcl elle le rencogatre en est dit \t Pied,. 

paOBLÉM^ XLIII. 

\.*:^i^. Paire en aorte qu^ une ligne droite soit perpendiculaire d dea» sufres , qui 

passeni pjcir mn pied ^jir un plan. 

Fakes passer par la droke SP, n^ pl^n SPA (fig. i6i) et diMis ce ptan, 
elevez sur cctte droite la perpendiculaire PA : F^tes passer eosuite par SP^ 
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nn-second plan.SPB; ci dans cepihn , élcvez sur SP , laperpendiculaire PB : 
La droíte SP sera alore pcrpeodiculaire á deux droites EA^ PB , passaol par' 
sonpied, dans le plan APff. 

T HÉ O RÉ ME LXVrr. 

y^^io^Ume droite perpendículaire á deux autres ^ qui* se coupenVpar son' pied* 
sur uH plan^ esP perpendiCukuro d ion fe autre dtoité passant par sow 
pied sur ce plam 

SP' perpendicuTaíre a KlVf ^ LN ( fig. 162 ) , droñes qui se <^tfpem psA* wsw 
píedhP sur le plan KPN, est perpendiculaire^ a. toute aütra droite AB , 
passamt par son piéd sur ce plan. 

Faites PK. y Pü, PMT, PN,. egales entr'élles ; tirea les droites KIj^ MN ; 
pnis dn point Sde la droite* SP', menéales Ugnes SK^^ SA-, SL, SM*^, SB^- 
SN : Et i."* les triunfes KPL-, NPM peuvent convenir^ vu que PangleP de^ 
rtm est oppose au sommet dePangleP de Táutre', el que les cotes autour 
de cet Mig]e d'une pan , soni ég^ux aux cotes autotu* déoet angla* d*aut re 
part. a.* Le trianglc APL^, peut convenir avecle triangle'BPN ,. par un coto 
FL=.Pr(,, el deux augtes PLA,. ArPL, sur PL^.respectiveniientég^ur á dcrax"^ 
anglesPNB, BPN, sur PN; par conséquent,.PA=PBejt LA.=:NB. S.^Lca 
triangtes KPS,, LP3, MPS^.Pfl'S, sont tous rectangles ea^ P , et oni des 
cotes autour de ci»t angle respectivement ¿gauxv,. savoir SP commud á tous^ 
etPK*^ PLy.PM^ PN, egaux par construction ; par conséquent,. i)s peuvent 
•onveniry.et partan!, leurs hypotlienuses tont ¿gales. 4«^ Les tríangles isosooles 
^ K.SL,.MSN, peuvent convenir, par Tégalite' rospoctive de leurs trois cotes r' 
d'^ü il suil que leurs angles SLA-^, SNB , sont cgaur» 5.- Les tríangles SLA-,« 
SNB peuvent convenir, attendu qu'il a oté demontre, que SL=SN, LAanas^ 
RBy SLA=SNB; par conse'quent, SA=SB. 6." Enfih, les triangles SPA,.. 
SPB peuvent convenir par trois cotes egaux un^a un; d'oíi il rcfsulteqKe'Ies 
angles de suite SPA-, SPB sont égaux, que par consequent, Ia> droite SP,r< 
qui les fait sur la droite AB, est pei^endiculaiire sur ce tte droite, et partanty 
qu'en générul, une droite perpendieulaire sur deux autres qui-passent par son« 
pied sur un plan , est perpendieulaire a toute- autre droitepassanl par son pied* 
sur ce pliin. 

Définitions. On dit d^une Kgne' droite*, qu'ellé msX Pérpéndícidáhre d'uw 
plan^ lorsqu'elW l'est « tomes les droites qui passent par son pied daiis ee- 
plan: Ondit d^nne figne droite, qu'elle est Obligue dim /?/an, lorsqu'élle* 
n'est y-xs perpendieulaire i^ loutes tes droites qui passent par^.son pied dans 
ce plan. 



THÉORÉME LXVIIL 

«.*24i. Quand une droite est perpendiculaire á irois nutres , qui la couperít en un 
mérne pointf le plan qui passe par deux des lignes coupantes , passe aussi 
par la troisiéme, 

Siipposé que SP solt perpcndiculaire sur PA, PB, PC (fig. i63); le plan 
qui passe par PA , PB , passe aussi par PC : Car s'il n'y passoit pas ; le plan 
SPCle couperoil par une autre droile que PC, laquelle soit PD. SP est done 

_ • ■ • _ 

'pérpendicHlalre á PD, puisqu'elie Test á deux aiitrOs PA , PB , qui passent 
par son pied dans le plan APB ; done les angles SPfJ , SPD ^ dont fun fait 
pariie de Tautre , sont lous les deux droil« , ee qui est impossHJe ; done il 
«st ímpossible , que Iorsqu''une droite est pcvpendieulaire á trois autres , qui 
)a coupent en méme point ^ le plan qui passe par deux des droites coupantes, 
ue passe pas par la treisieme^ . 

THÉORÉME LXIX. 

n.^six Deux perpendiculaires d^n n*éine plan^ sont paralléles entr^ellee. 

Si AB , CD, sont perpcndlpulaires au plan ACE (fig. j64), elles sont 
paralíceos : c'esl-a-dire , qu'ellcs sonl sur un méme plan , el que sur ce pjáh , 
elles fonl avee une .troisiéme des angles interieurs egaux á deux droits. 

Pour Je prouver , j^cléve sur AC , dans le plan ACE , la perpendiculaire 
CE = AB, et apr¿s avoir tiré BC, BE , AE., j'observe que les triangle;» BAC, 
ACE , pcuvent convenir , par un angle droit , et l'égalité respective de leurs 
. cotes aulour de cet angle; d'ofi je conclus que BC = AE, et que les Uciangles 
3AE , BC^ pcuvent convenir, par trois cotes respcctivement egaux. J'obser>'C 
-epsulle , que le triangle BAE^ etaní rectangle en A, le iriangle BCE 9 Pest 
-en C; que par consequent , la droite EC, est perpendiculaire sur C A , CB , 
PO ; d'oíi il suit que le plan qui passe par CA et CB , passe aussi par CD , ex 
píirtant , ^pi'AB^ CD sont paralléles , puisqu'etant dans le méme plaja BAC , 
'^lles y fojit sur une troisiéme AC , des angles interieurs égaux á deux 
droits. En general , deux perpendiculair.es au juénié plan , sont paralléles 
fSHr'.ellt^s. ^ _ 
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n.* síiS. Lórsgae deux droiies sont ^p^ralU^k» eí qu^ ,l^uiM,;fist 'perpendiculaii:B 
d un plan ^ Vauire VeH aussi. 



.1 % « 



& AB , CD soDt par;ilI¿Les (flg^ '^^^)j ^^ qu'AB .60Ít perpendículaire au 
plan AC£; CD Test aussL 

De la construction qui a serví á d^aicuUrf r le tlie'or€^;iie prép^f^f i^^ 9 í^ 
canckw d'abord ala cangruejice cbs tiíauglef .fiAC ^ ACE , pub ^ celle des 
uiangles BCE , BAE ; d'oü il suit que Tangle BCE est droit , et qu'EC est 
perpendiculaire sur CAet C3. Mais par supposition AB.^ CD jsont paralléles; 
done il y a un plan qiii passe par Tmie et par l'autre ; done ce plan coincide 
avec CAB , puisqu'il a en commiui avec luí irois points A^ B,^ C, qm ne 
«ont pasteo ligne droiie. J'ajoute qn'EC éianX. perpendiculaire a QA, CB, qui 
passe/it par son pied dans le plan CAB , est perpendiculaire k CD^, (]px passc 
aussi par son pied dans. ce plan. Eu8n je dis que .CD^ en ^^íté de paralléle 
a AB j fait jcomnie ^Ue un auj^Ie droit avec CA j que par conse'qúent , elle 
«st perpendiculaire á deux droites CE, CA, passant.pac sop pied'd^n» le plan 
AGE ; el partant, qu'elle est perpendiculaire á ce plan : De sorte ^qu'e;? ge'néral , 
iorsque deux droitc^ sont parallcles, .si l'une -est pcrpendicvi^ire a un plan, 
i^aulre Test au^si. m . 

THÉORÉME LXXI. 

« 

ft¿o244. Deux paralUtes d une troiaiéme ^ ^ont pctralléles entr'éllee., 

. Cette proposilion a éte dcmontrce da deux droiies paralléles, a une troisiéme, 
quand toutes les trois sont dans le meme plan; il s'agit ici do la demonlrer de 
4ieux, depiles paralléles a une troisieme , quand toutes les trois ne sont pas 
dans le méme plan. 

£uppose' done (fig. ^i65) que CD^ EF, AB , ne soient pas dans le méme plan, 
•el que CD y £F ', soicñt paralléles a AB : Sí daiis le plan qui passe par AB , 
, CD y. Fon ^'léve AC , perpendiculaire sur AB ; et que dans le plan qui passe 
par AB , EF , Pon eleve AE , perpendiculaire sur AB ; il s'ensuivrá qu*AB 
sera perpendiculaire au plan CAE ; que CD, EF parallelel^ a AB , seront per- 
páfidioulaires a ce fhn ;.iet;fitoaIe;oefi^iq.ii$ QI^^E^^ seront parajlelef entr'elles. 
£n ge'oéral ^ deux droiies paralléles á une troisieme , sont pair^ll^lp^^^ntr'elles. 



*4 .$* 



l&O 6KOMéTRI£ él¿IIENTAIBB# 

TH É OR £ M £ LXXII. 

n.* ais. Les angles doht ks jmmíyes^ 9oni paralUhs une á une , soné ¿gnax o» 

cornpiémens Vm de Vautre á dea» anglee^ droita. 

Soient ED, EF (fig« 166), jambes efe Fangfe I>EF, pai-aUeles une á*UDe í 
B A , BC , jambes de l'angle ABC : L'angle- D£E s#ra egal a Tangle ABC , 
oa h son •omphfment 1^ dem droiis. 

Faites £D s: BA , EF s=: BC ^ et tírez enstiite les droiftos DA , EB , FC, 
BF, AC: Voos verrez d'abord qu^ED , BA^ eiaiu. ¿gales et panJléles; EB-, 
DA soat egales aussi et paralléles : que de méme> EF, BC, étaat égales et 
paralléles; EB, FC lesont aussi: que de plus, les ligues egalés et paralléles 
a une troisiéme*, ¿tant égales et paralletes entr'elles; DA, FC , sont egales* 
ét paralletes; que par conséquent DF=AC, et partant, que les triangles ABC, 
DEF peurant convenir , par Fégalile respective de leurs trois cot«s ^ leurs 
angles ABC , DEF sont égaux. 

Remarqaez cependant que lorsqu'on proloi^e CB* en 6 , les jambes dír 
Fangle AB&^ tout comme celles d^ l'anglc ABC , sont panilléles une á une- 
acR jamhes dé-Taogle DEF; ^epar conséquent ABG , complémem dlABC 
k deux droits ^ est aussi- compTém^nt de- DEF^ a deux droits ; et partaat , qu^ 
les angles dent les jambes sonl paralléles une a.ime , sont ég^ux y ou com* 
plémens l'un de Kautre* ^ deux angles droks* 
n.^.246. Remarque. Lorsqu'il est certain qu un-- angle est e^gaF a un atttre ou a son 
complement a deux droits, mab incertaiA, si c'est l'un ou si c'est l'autre; ou 
peut sVn eclaircir en exominant , si les angles dont il s'agit sont ou ne sont pa» 
de méme nom : Quand ils sont de- méme-nom-, ils sont éganx : Quand ils ne 
soüt pas de méme nom , Tun est complément de* Paufre* a deux angles droits : 
Quand rieo ne fait conooítre s^s sont ou ne* sont pas de méme nom y la 
question reste indccise 

P RÓBLEME XLIV. 

« 

^•^ij^D'un poini hora d*un pían y lui abaisser une perpen^culaire ^ et ¿Pun 

jpoint sur un plan ^ luiéleper une perpendiculaire? 

* 

IVemiérement , du point S,.liors du plan X ( fig. 167 ) , Ini abmier une 
perpendictdaire ? • 

A cet elTet, je tire ¿ volonte sur le plan X , une droite AB , et dans le plan 
<|ui passe par cet le droite et par le point S , j'abaisse SQ , perpendiculaire 
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^«nr AB ^ j'cfléve easuite ^ daos le plaa X , QP peqiendiculaire sur AB ; puís 
j'abaisse sur QP , la peq^ndicdalre SP , et je dis que SP esi perpeodiculaire 
-avL (daa X : Car üram par le point P la droite CD^ parallél^ a AB, laquelle , 
]Mtr conatrucüon , cst perpeadiculaire k QP, QS, et par U méme au plan PQS; 
.«a paralléle CD est au9si perpeadiculaire a PQS ; d'ou réciproquement ü suit 
ipie Fcngle CPS ese mt angle droit ; que par cansequent SP est perpeadicu- 
laire á -deux droites PC , PQ , qtn paáseat par son pied dans le plan X ^ et 
l^artavt y qu'elle esi perpeadiculaire a ce plan. 

Secoadement , pour élever , da poiat K. sor le plan X (fig^ 167 ) une per- 
f>endicidaire á ce plan; d'on point arbitraire S^ hors-du pUaX^ f^baisse 
d'abord sur ce plan une perpendiculaire SP; apres quoi , faisant passer un plan 
{Mir SP et par le point K ; de ce point méme , je tire sur le plan SPK , une 
droite KZ y paralléle á PS, etcettc droite est perpendiculaire au.plan X. 

• T H É o R É M E LXXIII. 

- ■ . ■ - ^ 

^2it.iymnpoini hora d* un plan , on me peut lui abaisser qu^une perpendicuiaire* 



* 
Suppose' que SP soit perpendiculaire au plan X (fig. 167); toute autre droite 

SQy tirée du poúu S it ^ plan, luí est oblique; alteada. ^u'elle forme av^c SP 

et PQ un triangle rectangle en P , et pat* la méme acutangle en Q, 

u^aig. Conaéquence. Lta perpendiculaire abaissée cPun pomt hereda un plan eur 

ce plan , eat ¡a plus courte des droites qu'en puisse tirer de ce point á ce 

plan méme ; attendu que toute autre droite , tirée de ce p<Nnt a ce plan, est 

rhypothcnuse d'un triangle rectangle y qui a la perpendiculaire pour na de ses 

petits cótés« 

THÉOB.ÉME LXXIV, 

- ■ • 

u^aSo. lyun point sur un pJan^ on ne peut tui éki^er tfi^une perpendiculaire . 



(i du poiat P (fig« 168), on pouvék elever ^u plan X deux perpendiculaires 
IPS, PZ; le plan SPZ couperoit lé plan X'par ttic ¿rttiie PQ, et les ligues 
P8 y PZ aeroient perpendictdáif es en Un méme (>oiiit P , sur cette droit« ; ce qut 
«timpossible* .-j' '. 

T H ÉO RÉ M E LXXV. 



^. 



- i^^.r.C 



i^^t^^ Ü^ fott9 les mangles qyíww oblique. á an plAafai$ aveoMs droites qui 
pmeeentpar ^empied^dani ce*^^thn ^ a.""^ M pluÁ petil eai celui qu'elle faii 
apee la droite qui joínt son pied au pied de íIu perpefui{culaire abaissée 
'•<M$ twkdeem poinu sM^Je plaéoB^l .^Uéyeií obligue. ^/, pe tous caá 



únglé^-^ té plM granáis i Fangle-de .^uitéñctn plus peliL 3/ De deux angíes 

md^Vu^i. belui^lá ''éunpa^e Vaáire , c/o/z/ ia\ jambe ^ sur 4e plan s^ ecarte 

'"■' d^i^atihige ¿te^la IrgAedUpíuapitit angli. 4-.^ L'ubVujue faii dea angles 

• *' égauit*si¿^'^l^ droiié§ ^ pái^ient de soMpied-aifec méme indinaiecn sur 

'' Tá ligue dea plus grúnd yt pltr^ peiif angJé^. 6.* Uoblixjue fait des angle% 

' ■ '** 'droíia auec la di'oite qúi passé 'jUtr súit^pied perpendicütairement á la ligne 

^' -dea plus grand^i phts péiiiangles. 6. KJ/e fdit des angles aigus avec 

ioutes les droites tiréesdesp/t'piedj pers lecóté ou la perpendiculaire sur 

' ' -la íigné deé plus grand él piua petit anglas^ laisse la ligne du plus petit 

anglé : elle fitit dea mngles obtua apee iouíes les dnriies tiréea de sen pied 

pera le colé o» cCeíie perpendicalaire laisse la ligne du plus grand angle. 

fj/* Enfin^ de tous les. anglas moyens entre le plus petit et le plus grand , 

' ír^n^eii esíaucun , que Vobliquo ne faase , apee quelqu^une des droiiea qui 

passent par sonvied da/fs le plan auquelelle est obligue. 

Dupoiut S (fe SO, obliqueau pían X (fig. 169), fabaisse SP, perpcndicu- 

«tn' iftllr^6ttPHieHplaA, et apres avoú* decrit , avecOfi comme rayón, ]e cercle ADB^ 

je rappelle a mon souvenir toutes les circonstances du ihe'oreme relalif ' aux 

^ / droueslireesá ía círédnfcrence d^in cercle ADB , depuis im poinl P, qni n'^n 

^ '''est' pas lecénfré . óé Acóreme poríe 1.^ que ha plus longuedé bes droites est 

EA ,'^?pa8áé*phr íe'cfm^^ V íi/ que kphis conric eslPB, quí prolongée 

passeroit par le centré ! O. que les moyennes PF,' rC , sont d'autant plus 

longiics, qu^cJies rcirancnent de plus pelils ares, depuis l'e\lr<*mil¿ de la plus 

longne : '4° qué ees» nioycAiies passent par lous les degre's de longueur , dep 

Icur linSie'inferir^üré jtlsqfi'a leur Kmite supe'rieure : 5.* cnfín, qu'ellés s< 

r'galcs dcux a deux, niais jamáis en plus grand nombre. 

Funde sur ce lliéorénfe, je dis á'ábord j qne Fangle SOP est plus peiit que 

aout avti;^.SOrj- Qpii\i)ris entre loblique SO et une ligne OF , diflerente d'OP : 

car le triangle SPB, ayant un cote commuh SP, avec le triangle SPF 5 maís 

' sónisecond cófceiFB^|^!^'tant plus petjyt q.i)j9 PF, second cote de SPF; son hypo- 

r . • théntase SB,^wt;plijarpeAÍtfeiqu.e l'hypotbénuse SFj d'oü il suit qneíles triaugles 

j: , ^ S9B ,iSOF;oBt.deyi'cótes|'i|í^e^ivement egaux et des bases iue^s^es SBi<C SF j 

que par conséquent , Fangle SOB est plus petit que l'angleSQF; ft.f^rtant, 

que la premiéreparti^dn thj¿óréme proposé, est demontree. 

Quant á la seconde , savoir , que SOA , angle de suite de SOB , est plus 
' ^? ' grand qne tout %atreWK](F^r Ik preuvé en est, que SOF el son aogfe dqsuitf 
^> ^'<^fant tcms les deüiSpkift grands «q^e^^B; U s'ensuit que tous les deiii^ aussi, 
"•' ^nt'plns-pétíls t^ SOA. ^^^i*^ .: v ,- • ;K:^ ^ «.j .. -v- :* .\- 

* ^'''^ Tit)isftmem«ntH ^ diux Vm^^ea^SCU^ SO£y moyei^ Mtrt> SOiB\, flOA , \% 



uis 
sont 



oéOMÉTRfB ÉLÉMENTAIRE. {l53 

|>lus grand ^éi S0£., doDt la janifee 0£ , sur I« plan X, s'ecarte plus di^OB , que 
la lambe OD, de SOD : car puisque P£ ^ PD , Fhypotlienuse du iñangle roe- 
tangle SP£ , est pías grande que rhy{K>tiienuse da iriaagle rectangle SPD^ 
•S£ ^ SD; d'oíi 3 9uit que les triangles S0£ , SOD, ayant deux cotes ¿gaux 
4m á un, et des bases inegales, S£ ^ SD; S0£:, qui a la plus grande ba§e, 
Teaferme entre ses c6tés le plus grand angle , SO£ ]> SOD. 

QuaElnémement, SO est ^gdemeat inclinee sur 0£ , OG , qui font des angles 
egaux sur AB, figne des plus grand et plus petít angles : «car Fegalít^ des angles 
AOE^ AOG, entráioant rogaUté des droites PE, PG; les triangles rectangles 
SPE , SPG peuvent convenir , par deux cotes e'gaux un a un , et Pangle droitt 
compiis entre ees cotes ; d^ou U suit que les traangles SOE , SOG , (Hit trois 
cotes respectivement é^aux ; que par eonse'quent , SO fait sur 0£ et OG , des 
angles égaux. ^ 

Cinquiéniement, si CD passe par le pointO, perpendículaiFement a BA; comme 
les angles SOC , SOD sont de suite , et que par Tarticle précedent , il est 
<lénioatr¿ qu'üs sont ¿gaux ; il sVnsuIt qu'íls sont droits. 

Siieniement, Tobliquc SO faisnnt des angles plus petits que SOC, SOD, 
avee toutes les ligues OF , OH, tirees de son pied versle cote oü CD laisse la 
ligne duplus petit angle; tandis qu'clle fait des angles plus grands que SOC, 
SOD , avec toutes les Ugnes 0£ , OG , tirees de son pied vers le cote oii CD 
laisse la ligue du plus grand angle ; il «uit de Parücle pre'cédent , que tous les 
angles du cote de la ligne du j>los petit angle sont aigus , ^t que tous les angles 
-du cóté de la ligne du plns grand angle sont obtus. 

Septiemement enfin , il n'est aucun angle meyen entre le plus petit et le 
plus grand des angles^ foits par SO sur le plan X , qu'elle ne le fasse avec qucl- 
^u'une des dix)ites qui passent par «on pied dans ce plaa : car soit K , I'un 
<luelconque des angles moyens entre SOB ei SOA : ú sur les faml^es de cet 
angle on prend KM , KN, respectivement ¿gales á OS , OB; la base MN du 
triangle KMN , sera moyennc entre la base SB du triangle SOB , et la base SA 
du triangle SOA. Or les obliques qu'on peut mener , du poíqt S, a la ligne 
BA, passantpar toutes les grandenrs nioy^nnes entre SB et SA; ü s'en trou- 
■vemme SX , qtif sera égale a MN ; de sorte que st, du point P , comme centre, 
avec PX ,• comme rayón , Fon décrit un are de cercle GXE , qui eoupela cir- 
conférence FAH en denx polnts £, G; les triangles SPE, SPX, pourront 
convenir , par un angle droit et les cótés autour de cet angle respectivement 
cgaux; d'oa H suivra i/ que SE = SX = MN : a." que le triangle' SOE pourra 
convenir avec le triangle MKN , pa(r trois cót^s respectivement égaux á trois 
edim : 5.' anfiai fpt Mangle K de KMN, sefa ¿gal á Tangle O de SOE, et 

SO 



•I 



** 
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áhglé^'y té píUft grandes t Vanglede mitéñctu plus peliL 3/ De deux angles 

rHby^n^"^ bélui^ld '^^urpasfe Vaatre , dont Ja^ Jambe, sur 4e plan s^écarte 

'"- dAifaÜMge ¿te^la ItgAédV píua pitit angl¿: ^.^ Jj'ublujue fait dea angles 

• '^ • ég-au^* sii^'^l^ droiiéS^ qiÁ páiiéni de soM'pieílal'ec méme indinaiscn sur 

^' Rtlígne' des plus grúnd yt plir^ peiif angléfh. 6.* Uobli^ue fait des anglen 

- ^ -'i 'drotts auec la droite gái pas&^ 'Jkir soit^pied perpendicütaireméni á la ligne 

^' < des plus grand ei plus pétii angles. 6. KJ/e fait des angles mgus ai^ec 

ioutes les droites tirées de'sp/t'pied ^ pers lecótéoülaperpendiculaire sur 

la íigné deé plus grand ét pius petit anglas^ laisse la ligne du plus petit 

anglé : elle fait deé mngles obtus apee iouíes les dnriies tirées de san pied 

p(*rs le colé o A ,cette perpendicalaire laisse la ligne du plus grand angle. 

7.** Enfin^ de tona les. anglas moyens entre le plus petit et le plus grand , 

íl ^fp^éii así aucun , que Vobliquo ne faase , apee quelqi/una des droites qui 

passent par son vied dctns le plan auquelelle esi oblique. 

Dupoim S (fe 'SO, oblique au pían X (fig. 169), fabaisse SP, perpcncUcu* 
iftítr^6ttPHie HplaA , et aprés avoir demt, avcc Ofi comme rayón, le cerde ADB^ 
jo rappelle á^ mon souvenir tomes les circonstances du the'oréme relalif ' aux 

en 
est 
olongée 
passerolt'par lé centré *í 3." qué" les moyennes PF,'TC, sont d'autant pjus 
longucs, qu^cíies rcirancnent de'plus pctils ares, depuis le\tr<*mile' de la plus 
longne : '4° qné céV moyertiies passent par lous les degre's de longueur , depuis 
Icúr liníié rnTeínf^úre jtísqfi'a leur Kmhe supe'rieure : 5.* cnfin , qu'ellés sont 
í*galcs dcux a deux, nials jamáis en plus grand nombre. 

Funde sur ce tiiéorénfe , je dis á'ábord ^ que Fangle SOP est plus peiit que 

aoi^t avti;^.§01f |- qpmpris entre Toblique SO et une ligne OF , diflerente d'OP : 

car le triangle SPB, ayant un cote commuh SP, avec le triangle SPF ; maís 

' S(mise[Cond cói¿jFB»^!i^'tant plus petjyt qi)j9 PF, second cote de SPF; son hypo- 

^'' •, ' théiih^ise SB,¿>est!pluarpeAÍteiquel'hypotbénuse SF; d'ouil suit quedes triaugles 

i: . !SQB,^SOF;oBt.deyi-CtíteS'fi^^f^ivenient egaux et des bases iue^s^es SB^ SF; 

que par conséquent , l'angle SOB est plus petit que l'angle SQFj ft f^rtant, 

que la premiéreparti^dii th^orfme proposó, est demontree. 

Quant a la seconde , savoir , que SOA , augle de suíte de SOB , est plus 

' ^? * grand qne tout %utreU8C(F r la prenté en est, que SOF el son an^ d^ «uitf 

V *^ ¿lant tcms les dei^ispkis grands «q^ev^B; ü s'ensuit qae tous les dfiíni aussi, 

•*•' ^nt'plns-j^títs cjtíp SOA. ^■^^íi*^ .-. v .^. --.K:^ . sj .. ^v. :' ^ .».- 

'''^ TA)isftmet«tiiÍ^ a)6»diuxVing}eA^SCU\S0£y iM^^ aOA, U 
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paihaAt qne le tiieoréme prpposé sera demontre daus sa derniére partie comme'' 
dans les autres. 

xi.*a52. Conséquence i. Par Fartícle 4 de ce théorémc , une oblique faít des angles 
egauxavecles droites, également inclinces sur ]a ligue des pías grand el plus peüt 
angles ; el par l'artiele 5 eilc fmt des angles Wiegaux avec les droites inégalement 
inclinecs sur celie Hgne ; par conse'quem, elle ne fait des angles égaux <ju'a>ec 
deux lignes tírees de son pied , l'une á droite , Fautre á gauche de. }n ligixc de 
ses plus giand el plu» pelil angles ; el partant, lorsqu^une droite fait des angles 
égaux auec irois lignes tirées de son pied sur un plan/ y ceUe droiie n^estpas 
obiique , elle est perpendiculaire á ce plan. 

D.*253- Con^équence 2; Le plus peiit determine le plusgrand des angles fonniés par 
ime: obIir|ue sur les di-oiles qui passeni par son pied dans un plan , vu» que ce 
plus graud angle , esl angle de suíte dn plus pciil ; et par nipport aiix angles 
movens, l'oblique les fonne tous, de part et d'autre de la lígne des plus grand 
el plus petil angles : par conséquenl, Vinclinaison d*une obligue sur un plan^ 
est complete/neni déterminée , par le plus petit de ses angles sur ce plan^ 
de sofie qu^il suffil seul, á spécifier celte inclinaison. 

T H É O R É M E LXXVL ' 

n.*a54. Deux paralteles sónt égatement incíinées á un plan quelconque. 

Les paralleles AR, CD ( fig. 170^), soni egíilemenl inclinees au pian X. AB 
pcut étre perpcndiculaire au plan X; elle peui luí eire oblique; elle peni y 
élre couoliee ; elle peut en élre loui-á-faii dehors ^ voyons si dans chacune de 
ees situations , rinclinai^on de CD au plan X ^ esl la memo que celle d'AB '^ 

£1 premicremenl, lorsqp'AB esl perpendiculuire au plan X, nous avons deja 
vu , que CD l'eioit aussi. 

Sécondement, loi'squ'AB esl oblique au plan X (frg. 170), íes lignes AB, 
CD ¿lanl parallelcs, le pían Y, qui passe par Pune el par l'autre, coupe le 
plan X par une droiie BK, plus ou moins iuclinée sur AB. Mais lersque deux 
droiles sont parallelesj» loute droiie qui, dans le plan oü elles sonl Irace'es, fait 
sur l'une un angle quelconque , ya rencontrer Taulre spus le méme angle ; done 
il y a sur le plan X un point D , par lequel la droiie BI^ renconlre la droiie 
CD; done si du poini A de rol3lique AB, l'on abaisse ime perpendiculaire AP 
«ur le plan X j el que d'un poinl C, de Toblique CD, Ton abaisse une^perpen- 
dicufaire CQ sur le méme plan; Íes angles ABP, CDQ, seronl les incjinaisons 
respeclives des paralleles AB , CD sur le plan X. 

Les triangles ABP, CDQ/ loqt done reciangles^ l'uiit^n P, l^ai^trf en Q; 



- . . # / 
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alone lenrs auires anales sont aígws; done les coles AB, AP da iriangle ABP, 
^tant paralléics ua a un aux coles CD , CQ du iriangle CDQ ; ees iriangles ont 
^i>seeoud angle BAP, égal á no seccnid angleDCQ; done i!s sónt e'qiilaaglcs;' 
• ^one ABP, iroisiéme anglc de i\in , esl ¿gal 4 CDQ, iroisiéme angle de l'aulrej 
xionc les duoiies AB , Ct) sont egalemenl iuelinees au pktn X. 

Troisíeinemenl , «iippose' qu'AB soit coucliee. sur un plan X (fig. 171); 
«qneHe sera la shuation de CD, par rapporl a ce plan? 

En re'ponse a cene question j'observe , qiie le plan X loumaní autour d'AB, 
passe par loulcs les siluaiions qui peuYenl lui convenir en tanl qu'il esl assu- 
jeiti á passer par AB : que par conscquenl, il y a une de ees sllualions dans 
Jaquelle les paralieles AB, CD se irouvenl sur ee plan; landls que, dans loules 
les auires , il n'y a aucun poini de CD, qui soil sur le plan X : Car s'il y en avoit 
tin, le plan qui passcroil par ce polnl el par la Hgne AB, coincidenúl a'vcc le 
|)]an des paralieles AB, CD, puisqu'il auroil en comniun avec celui-ci , la ligne 
AB el un poini hors de cene ligue. Lors done qií*AB cst couehce sur un plan 
X j CD esl couchée aussi sur oe plan , ou en esl leul-á-fait dehors : rcsle á savoir , 
udc quelle maniere elle en esl dehors. 

A cet eflel, soit d'une pan le plan ABE ( íig. 171), dans íeqi>el AB csi cou- 
ehee : soit d'aulre part la paralléle CD, toui-a-faii hors de ce j>Ian : Si des 
poiots G, D, Pon abaisse sur oe plan mérae les perpendiculaires CP , DQ; le 
quadrilatéi*e CPDQ sera un parallélograrame reelangle : Car ses angles P, Q 
•¿tant'droits, ses auires angles C, D ne seroienlétre l'un aigu, el l'auíre obtus, 
•qu'aulaHt que CD renconlreroil PQ: ce qui repugneix)il a la supposilion, que 
CD est eniiéremenl hors du plan ABE. Le quadrilatére CPQD est done un 
reoiangle , el CD esl lellement iiors du plan ABE, que leus ses poinls en sonl 
a égále dislance CP = DQ. 

Ainsi done , resumant iQuies les cireonslances dans lesquelles deux panal- 
leles peuveni se renconlrer par rapporl á un plan quelconque , on irouve 
1.* que lorsque Tune des deux esl perpenJicnlálre á un [►lan , Fauíre Test aussi : 
fl.* que lorsque Pune esl .oblique a un plan, l'auíre l'esi aussi^ el que l'obli-. 
quilé esl la méme de parí el d'aulre : 3.^ que- lorsque Tune esl couche'e sur 
un plan , Pauíre aussi y esl couehee , ou quis ses poinls en sonl lous a égale 
jdislance. 

Mais dans le cas eü une droíie est-coucfae'e sur im plan, elle ne faii point 
d'angle.avee ee pbn; elle u'enfait poioi non plus lorsqu'elle ne le renconire 
piifr; doQc le théorénie , que denx paralieles sonl également inclinées á un 
flan,g(4elcoBque, f^st domofitoé dan» lous ses cas* 

Définition. IJqjx dit d'uae droi4e^JCffie\i^:%%i panilléle á un;plan lorsr 
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qu'elle ne le rencoatre pas : drconstaace teit^oiirs accompagneé de eélíe-cí ^ 
que tous les points de cette droiie, sent a ¿gale distaace de ce plan.- 
n.*2S5, Conaéquence. Loraquíune droite CD y hors é^un plan X, eHparalíele 
á une droite AB ^ tirée daña ce plan j. elle- es t pa rállele á ce plan méme r 
car le plan des paralléles AB, CD (fig. 171) , étant représenié par Y; CD ne 
pent rencontrer le • plaa X , que par un poiat d'AB , cemiuune section des- 
plans X , T. Mais CD est parallele á AB ; done ella ne la r^aconlrerpas}. dona 
elle, ne rencoatre pas le plan. X;. done elle luL est parallele^- 

P & O B L É M E X L y* 

n.^ !^6iD^un point Kors (fün plan; tai aBai'sser une oBlique saus une incRhnihon^ 
donnée, et d'un poinf sur un^plan^ lui ¿lever une obligue sous une i/icli' 
naiaon donnée? 

Du point A , hors du plan X (fig. 170) , s'agit-il d'ábaísser sur ce plan une 
•blique , qui le renoontresous llnclinaisoa Ef 6 ? De ce point, j'abaisse d'abord 
sur ce plan la perpendiculaire AP ; puis faisant passer par cette perpendioulaire 
un plan.APB , í'indinédans ce planusur AP , une droite- AB, sous Paagle PAB^ 
' eomplement d^EFG á un. angle di-oit ; et l'angle PBA, étant aussi comptement 
de PAB>á un angle^droit, est egal á EFG. Msds cet angle PBA ett Pinclinaison' 
d^AB sur le plan X ; done le ppQbleme* est resolu. 

Faut-il ensuite cflcver , d'un point D sur un- plan X y uae oblíque qui hii soit 
inclineVde la quantité EF&? D'un^ point arbitraire A>, horade ce plan , ]^ 
commence par lui a1)aisser une oblique A&^ sous Finclinaisoa requise; puia^ 
faisaat passer un plan par cette oblique et par le point D, jetiredece point, 
!^ur ce plan^ une dit^te DC, parallele k BA; et rinoHnaison de cette droite 
auplan^X, étant la méme que oelle de BA, leprobléme est résolu^ 

T H É O R É M E EX XV ir.- 

» * 

■ 

i^*^5T.Ijorsqu'un3 droite eat perpendiculaire sur deuxplán& differena dkpoailion^ 
eea plana ne ae rencontrent paa^; maia loraqu^elte eatperpendiculaire sur 
Vun , et i^blique aur ^autre, ih ae rencontrentl 

Soient BCD, EFG (fig. 171»), denx platts autqnels 9?" soit perpendCculaire : 
si ees plans se rencontroient , les droites SA , PA , ür^es des extrémites de 
SP, á quelqu'un de leurs poiots de rencoatre A, formeroiem avee SP ua 
triangle SPA , qui auroit deux aagles droiía , ee qm est impessiblej par eoa* 
séquey^t ees plana ae se rencoatf ea( pák 
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Lots au oontfaire que SP, perpeudículaire au plan^ BCDy e&t obKqiie au- 
plan EFG ; ees píaos se rencontrent : car SP faisant des anglés aigus avec uuB 
infinite de dh>ites ^ tirées de son. piéd dáns Ie¡ plan EFG ; tout plan qm passe 
par Tune qnclconque de ees droüfes SA, et par SP, coupe le plaa BCD-, par 
tme droite* PA, perpendlculaire srSP; de sorte que les anglés SPA^ PSA, 
formes sur SP , d^ns le plan: ASP, sont plus pelits que deux*^ droits; que par 
eonsequent SA el PA se rencontrent |. et qu'il enest de^méme des plans sur- 
lesquel^ elles sont iracées. 
i,^aS9í Défihiiioni Lorsque* deux pláns ne colhcideat ni ne-se reocontrem ^ on dit^ 
^^ils somipantlléJés^i . 

Conséguence: LfOréque dmx pláné sont paratléléa j si une draité estper^- 
pendicuiaire sur Vún>, . elle Vest'aussi sur Vautr-e : car si elle loi- étoit ols^quey 
tes deusv plans se rencontreroient. 

T H É O R É M E E X X:V líIi. 

^^'^^iLorsgue dé trois poihié qui ne sontpas en Ugne dh>ité sur un plcm , Pon^ 
aBaisse des perpendiculai^r^s sur un second plan j- ei gfie oes perpendi^ 
culaires sont' ¿gales y les deux plans sonPparalléies^ • 

Des trois point^ A, B, C, qui ne sont pas en ligue draite sur le plan X' 
(fig* 175), on a aHaisse sur le plan Y, les perpendictilaires ADy BE, GF, 
^ lésquelles se trouvant égales, il s'agit de démoütrer qpeles plans X, Y sont- 
paralléles. 

A cet effel, je tire les dfoites BA, BC, ED, BF, et j'ob'serrve : qtic le$ 
quadrilatéres ABED , BCFE sont des rectaugles, vit que deuxde leurs cótcV, 
oppose» sont cfgaur et paralléles ; q\ie de pltis>^ iléom des anglés diolté. Or il 
suít dé la qu'EB est, noiiseulement perpencBcuIáire' íidenx dfoiios BA^ BC, 
qui passent par son pied dans le plan-X-^m^s qu'elle Vesl avssi a deux drolte^ 
EB, £F, qui passent par son pied dans le plan* Y ; que- par eonsequent £B 
est perpendiculairea ees deux plans; etpartant, qu'íls som paralléles. 
u^'oSo. H^nutnjiue, On .^énétgMseh eethéoréme* en dísant que, /orsijrz/e dé Irois 
peiniéyqui ne sont pas en Ugne droiie sur un plan, Von incline égalemenl 
irois oblUfues-sup un second'plán ,et*que ees* obligues sont égafes; les deux 
plans sont paralléles : car sidúpoint d'óu ckaque'obHque'eái titee, on abaisse* 
une perpendiculaire sur le second plan, el qu'on joigne le pied'de chaqué per- 
pendicuiaire au pied de son oMque; il'se forme' trois triai[^Ie;s reciangles , 
eapables de convenir, par deux anglés respectiTement égaux et des bypothé- 
uRsés e'gales; dV>{i il suit que ce cas restretlám celm des perpeodiculaire^ , et 
partant, queFun^st aussi'liien démoniré quel'autre. 



^ 






THÉOaÉME LXXIX, 

n^^i.Loreque deux plans sont paralUles\, une droite quelconque fait sur Vuni 

le méme angle que sur Vaulré. 

Et d^abord (fig. 174), supposé que SB soit perpendlculnire á Púa desplam 

. . {KiralléJes X, Y; e]]e «si perpendieulaire sur Tautre : impposé qu'/eUe soit 

oblique sur I'un Y ; si d'un de ses poluts S , on jabaisse sur ce plao une parpen- 

dipuiairi^ SQ , «ette perpendiculaire Test^aussi sur le pJanX; de gorte. 4jue 

tiraxit les droites PA, QB, l'augle SAP est rinclinaíson deSfi:8«ir le pkín X; 

* r^aogle SBQ est rioclinaisoa. de SB «tir le i^Jan Y^ Ma'is les iríungles SPA^ SQB 

.«jnonv r^ctapgles I'un e« P> l'aulre en Q, et ont wi angle eomaiun S; dooc ils 

sont ¿qniangles ; done SAP , iroísiéme angle de I'un, est e'gal á SQB , irQiwéme 

aogle de l'aulre ; done la droite SB , est inclince sur le plan X , comme 

elle l'edt sur ié plah Y, ' " 

T H É O R É M E L X X X. 
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B.*26s. ' Les droiies canlenues entre deux plans parajléles sont égaleSy qu^ndelUé 

sonl également incUnées sur ees plans. 



M 



Preoiiorement , les dfoiies SR^ ZQ (flg. 176 ), perpendiculairjes ^hx pfam 
X , Y ci contennes entr'eux sppt egales : Qar si l'on tire SZ, PQ , le qua- 
drilatcre SPQZ est un rectangle , vu qu'il est lont enller dans l,e plan de» 
panJIeJes SZ, PQ^ et que tow ses an<j;les sont droitsj par conseqMent , ses 
í5Ói¿8 opppsps SP, ZQ bOntf.égdiXW, 

SccanderpeiULr, SA,^^B, e'gulcmcnt ol)liques ,aux plans X., Y, sont égalej : 
Car si des poipls S^ Z du plan X, o;i abaisse sur le plan Y les pjerpe/idica- 
Jaircs SP, ZQ «ct^ju'on tire le^ droiics AP» JíQ; les inclinaisons SQB, ZPA 
ciant cgóles , pjar suppositiqn : les uíanglcs SPA, ZQB pe uvent convenir , par 
un €Ó4ié SP, cjjíjil .a un colé ZQj un a;iglc droit sujr ce cote, et un second 
jingle SQB, égal á ,uj^i secopd au^^l.e ZPA ; par consjequent, leurs bvpptheauses 
SA, ZB SQ^t eg^ilcí^^ et pariíjint , Icis droiies conieniiés jBptre deux plans paral- 
léles sont ¿íjales, quand <?llcs sont également iiicllnées siir CQ^ plans. 
^.•a63.. Cür}séqueiic^.^ pei^dp plcuis parqUéles sont par tout á égale distanq/s Vun 
jde l'aulre y alle^du que tout^es les perpendiculairjes abaissées du premjer sur 
l,e seco^id sopt cgal^s. En d'^utr^s term,es ^ deux plans pafíilléle? sont 
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T H É O R É M E 'L XXX I- 

.^ aSi.Hanqm, les jajnhes d^iin angle^ sont paralléles une d une aax jambes d^un 
autre angle , les plans de ees angles coincident on sont paralléfes : I/s 
coíricident y quand le sommot de Pun des angles est sur le plan de V autre 
angle : lis sont paralléles , quand le sonimetde Vun des angles it'est pas 
sur le plan de l'autre angle. 

Supposé preniíerement que les jarabes cíe l'angíe QPR (Cg. 176)., soienf 
paralléles m^e-á-une aux jambes de Tangle EDF , et que son somiuelP, solí 
snr Ic plan EDF; PQ clanl parallele a DE , il y a un plaa , qui passe^par ees 
deux ligues, el quí a en commun avec le plan EDF, la drolie DE et le poíut 
P liors de ce lie droile ; d'oíi ¡I siút que ce plan coincide arce le plan EDF. 
Par une raíson seniblable, le plan qui passe par les paralléles PR , DF, coin- 
cide avec le pkn EDF ; douc le plan qui passe par les paralléles PQ , DE , 
coincide avec íe plan qrñ pa^se par les paraDéles Pft , DF; done ce?i qualrc 
ligues PQ, DE , PR, DF sont daiís» le mcnie plan ; done le plan QPR coin- 
cide avec le pían EDF. 

Suppose en second Iieu, que BA, BC, [ambes dfe Pangle ABC, soient paral- 
leles une á-une a DE, DF , Jambes de Tangle.EDF , et que B, sommet d'ABC, 

soít íiórs du plan EDF : La droiie DE j parallele á BA » Jroite lirec daiis le 

« ■ • 

plan ABC^ est parallele á ce pían : Ladroíte DF, parallele a BC, droiic lirec 
dims le plan ABC, est paraíleíe á ce plan; done touies les perpeudicnlaircs» 
abaissees sur le pían ABC, depuis des poinis, prís sur íes jambas de l'anglc 
EDF , sont ¿gales; done le plan EDF est parallele au plan ABC uJ" 259. 

THÉORÉME L XXXI I. 

a 

11.^265. D'eux plans paralléles d un troisiéme sont paralléles entr^eux. 

Si tes plans X , Y (fig. 174), sont paralléles au plan Z ; RP^ pcrpendlcu- 
laire élevée sur celui'-ei, ser* perpendiculaire sUr ees deux-Ia n.* a58; pM* * 
consequen^ , ils sont paralléles n.^ 367. 

P R O B L EME XLVI. 



.• • 



■ f ' 



L^afiffr Par un p&int donné horéd^an plan , eñfiíire passer un qui luí soít 
- * • i parallele: - 

Par le poinl B, noVs du plan QPR (fig. i*?©), faire passer un plan ABC, 
parallele á QPR? Du pointB^ j'abaisse BP perpendiculaire sur QPR: du 
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méme point B ^ je tire daos le plan BPR la droíte BC, parause a PR, et 
dans le planBPQ^la droiie BA, parallele a FQ. Par cette .<)Oiistrucuon , h 
droHe BP est pei'pendiculaire au plan ABC et au plan QPB ; par .cco^se'quent^ 
ABC est parallele a QPR. 
mJ^skSj, Conséquence. Tous les plana qúi paesent par un point hars ^an ^uire 
plan y parallélement á celuí-ci, cóincident^ Car suppose' que deux píaos X^T, 
|)assem par le point B, parallélement au plan QPR (fig. i^); ees .deux plans 
seront paralléles entr'eux , et par la-^méme equidistans. Mais leur idistance au 
point B estniíUe; dono elle est mille partout ^ done üs coíncid^it. Doeic ,fiii'on 
considere les plans qiii coincident oomn^e n'en faisant qn'iin; la consequeace 
qu*on vient de tirer, est susceptible de Fenonce suivant : Par un poiai darme 
hora d un plan 9 il ne peut enpasser qu^un, ^i lui sait paraliéU. 

T H É O R É ME LXXXIU. 

n.^ a68. £,es aeotkma de deux plans paralléles , coupés par un iroisíéme^ soni 

paralUles^ 

Les sections PA ^QB de deux plans X, T (fig. 174) , coupes par un troisieme 
:SQB sont i^aralleles : Car si elles se rencontroient eo un point, .ce point seroit 
sur le plan X ^ comme contenant la ligne PA ; íl seroit aussi sur 'le pl^tn Y , 
comme contenant la ligne QB; par conséquent ees plans se renoentreroient , 
ce qui est impossible^ puisqu'on suppose qu^ils sont parailléles« Les aectioAs 
•de deux plans paralléles, eoupés par un troUiéme , sont done paralléles* 

THÉORÉME LXXXIT. 

p.'^iG^Lorsque deux plans seni paralléles un^-un á deux autres plana ^ si les 
premiers se coupent^ lea secands se coupent ausai.^ et la commuue sedion 
des una ^ est paratléle á la commune s^ectio^ des autres. 

Suppose' qne les pla&^ Y^Z (fig. 177 ) » seient paralléles un-á^i^ an<x píaos 
X,Y; GH, comniune secUoo des premiers, sera parallele k AB, commune 
seciion des secones : Cí3ir le [dan X ét^t prolongé , jusqü^á-ce qull renconti^e 
le plan Z en PN; les sectiotns AB,PN des plans psralleles y,Z, eoupespar 
le troisieme X, sQnt parajü^s : les sectÍQpc^ OH, PK des píaos paraJlélt^ Y, ^ 
^oupés par le troisiém^ Z^ sont aussi paralléles ; par oousequent les droites 
Afi f QH I par2|Uéles a i^ie troisieme PN y sqnt paralléles ^xtr'eli^» 
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THÉORÉME LXXXY. 

^ utjo. ZjOf^qne ¿feux droifea contenues entre deux pfane paralUles, sont coupées 
par un fraisiéme plan ^ parallUe jaux deux premier s ^ ellea sont eeupées 
en partiea proporiionnellea^ 

Leg di'oites AC, DF, eontenues entre íes píans paralleles X , Z ( fig. 178) , 
aoni coupées parle plaa Y, parallele aux plans X , Z , en partios telles , que 

AB:DE=BC;EF. 

Én effet , sí aprés a'voM- tii*é AF^ qui iraverse íc plan Y par le poínt (í , 
Fon métie les droites CF,BG,GE,AD; les sections AD,GE des plans paral- 
leles Y, Z, ccmpés par íe trolsieme AFD, sont paralléfes; et il en esi de'mé'me 
des sections CF,BG des pkins X, Y, eoupés par ACF. Mais une droite qui 
eoujpe les cotes d'im triangle parallelemeni á sa base , les coupe en parties pro- 
portionnelles ,. done AB:BC=AG:GF, et DE:EF=AG:GFj done AB:BC 
a=DE:EF y. done finalement AB :DE=BC:£F. 

Définitions et conséquences. Quoique la portion de surface pfane , qui est 
eonienue entre deux droites quise coupent et qui sont termindes a leur poiut de 
section-, soÍ4 ordinairenient designee par le mol á^angle seut; quclquefois ce- 
peodaut,. son rapport au plan, la fait designer par les deux mots jingle plan. 
A llmitaúon de cette seoonde designation , considérant que la portion- d'Espace 
eontenue entre deux plans quise coupent et qui sont termines á íeur commune 
section-, est en- raport direct aTEspace ; je Kii- donne lenom ^ Angh ftpaciaire. 
De sorte* que les plans GBA , DBA, qni se coupent par la droite' AB (fig. 179), 
forment; quatre rtrtgles spaciaires, savoir, GBAF,FABE, EABD,DBAC.' 

Je nomme Faces d^un angte spaciairé y\^s deui sémi-^plans qui le lermi- 
AentyCt j'appelle Faite d'un angle de ce nom, la commune section de ses faces: 
Les senti-plans CBA, DBA, qui terminent l-angle spaciaireCBAD,^ en sont les 
faces; leur commune section BA, en est le faite. J'observe exisuite, que la 
grandeuF des angles spaciaires depend de la quantite' d'espace , qü'ih contiennent 
•ntre leurs faces : q>i'ils sont egaux, quand ils en oontietment- des quanti(cs 
¿gales; qu'iis sont inégaüx, quand ils en contiennent des quantites ihégales. 
■ De plus , entre les quatre' angles spaciaires , qui se fbrment autour de la com'- 
.•^^i.mune section- de deux plans, je distingue ceux qui sont d'un méme eót^ par 
rapport aPun de ees plans, et je les réunis sous 1¿ dénominatioú ^ Angles spa- 
ciaires de suite: CABD, DBAE sont' deux angfes spaciaires de suite ; CBAF, 
^F ABE sont deux auires angles spaciaires de suite. D^bü ilparoít, que ta somme 
de deux angles spaciaires de süite, est une quantite constante et invanor* 
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/ble y ioujours égaleá la.mortié de Pespnce.: En d'auipes termes, Deux angUi 
epneiairea de suite sont égaux ú derpx 4Uitres angles ^paciaires de suite^ 
.^uels qií'ils soient. Je oontíoue el je xlis, de deui angles spacíaíres, qü*iU 
.^ont^ppostés par -le faíiey q¡ndi,nd les faces de Pun prdlongées fonnent les faces 
de I'autre : l'angle CfiAF est opposé par le faite k Pax^le IXEAE. J'ajoute que 
p'.^stTit.ces angles sont de méme grandeur : car deux angles spacialres de suite , ¿tant 
égauTc á deux autres spaciaires de suile; il s'ensuitque CBAF-7HCBAD^=CBAJD 
^DBAE; ^ue par tconséquent CBAF;;=^Bá.E* 

THBORÉMi; LXXXVX. 

ii;*278. L^ tongles spaciaires ¿gaux, pe^veirt convenir. 

Snpposc que les angles ABCD, EFGH ( fig. 180) soient eganx; je fáis cóTn- 
dder la face EFG, av^c ]a face ABC^ de maniere que FG sqit couebce sur 
BC, et que les faces FGH, BCD, s'élévent du méme cóté tru-dessns -des faces 
colncldentes EFG, ABC. Si alors , la face FGH n'a en comnmn avec la face 
BCD que la Hgne fiC, elle s'étend teme au-4essous -qu tpute aunlessas d'elle , 
^t daos Pan et Taatr-e cas, les angles ABCD^ EFGI^I som in^'gaux; ce qui^étaiit 
xontcaii^ a la supposition , il faut que la face FGH ait *en cemmuD 3vee la 
face BCD quelque chose de plus que la ligne BC; que par cpnaé^pient, elle 
coiacide ayec .elle j et partant , que Tangle EFGH , convienne avec Fapgle ABCD* 

THÉOBÉME tXXXYlL 

n^^üji.Lorsqt/un plan pasee par une perpendhulaire a un auíre pían, ees deux 
plans partagcHi t^Bíspace en .guatne cuigles Jtpaciaires ^ cajjobles'de con^r 
$fenir^ 

Supposé que le plan ABC (Bg. iBi ), passe par SP , perpendículaire au plan 
8PE, et s'enfopce avec elle sous ce pl^n roéme; les deux plans ABC, BDE 
«partagept F^Espace en quatre angles spaciaires, capables de convenir : car clia* 
^un d'eux portant sur l^le de ses faces la perpendículaire PS; áilVm Gom^ 
f>are l'un i I'autre , oe peut d'übord faire ^o'íncider celles de leur faces qui 
pertem PS , puis les deux perpemJiculairesPS ; «t alors , les secoodes fóces ayant 
^n commun le faite et la perpendiculaire sijtr le faite , coiuoidept; d'oii il stot 
•i^e les angles convtennent. 

D.énominations. Les angles spaciaires sont r/roií^, aigus , obfus ^ selonqü^ 
contiennent entre Jleurs faces le quar^t, ppioins que le qmut, plus que le quart 
de Fesp^ce^ 
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THÉORÉME LXXXVIII.- 

^•^^^' Danricu» les angles spaciaires dreits, une des faces pa^se par une pet^ 

pendiculáire á Vautre face* 

Le tbeoréme précédent demontre , qu^l y a de$ anglés spaciairés droits oü 
cela a Keu. Soit done X Tun de ees angles, et T, un angle spaciaire droit' 
quelconque: €es angles élanl égaux, peuvem coiivenir; par conséquent, lors-- 
qü'üs conviennent, une des faces d'Y, ooníme une des faces d'X^ passepar 
une perpendiculaire á son autre face: 

Dénominations. Par opposiüon aux angles spaciaires draiis , on quaiifie' 
dfanglés spaciaires obligues, ceux qiii contiennent entre leiirs faces plus on' 
moíns que le quart de l'£!»pace. Et de roéme, par oppositioil aux Plans per^ 
pendiculaires j tpn reníermeai un an^W spaciúre droit, on qualilie de P/a/7« • 
obligues, ceuxqui renferment des angTes spaciaires obliques.- 

Dé^nition: E^'angleplan d* un' angle spaciairc guelcongue est celui, dont 
le flommet est á uti point dü- faite*, et dont les jambes s'élévent perpendicnlai- 
rement au faite, l*une, dans la premiere; l'arutre', dans la seconde des faces 
de cet anglé'spaciaire : DBA est Tángleplan dei^angleispaciaire^DCBA (fig. i8o\ 
•omme ayant son sommet B, sur le faite BC , et ses janubes BA,BD^ Fun^, 
dans lá face ABC; Tautre, dans la face DBC, perpendiculaires sur BC. 

ConséguenceS'i. a. Nous avons demontre, qu'en tout angle spaoiaire droit,. 
ttne des faces passe par une perpendicnlaire a Pautre face. Faisonsvoir ápré- 
sent, que cette seconde face passe aussi par une perpendiculaire á la'preúfiiére: 
Et a cet eflet, supposé qu'ABC, face de Tangí e spaciaire* ABC£ (fig. 181) 
passe par SP, perpeudicnlaire a Fautre face BCE; quandon aüraé]0\'e sur BC, 
dans BCE, la perpendiculaire PR, elle sera a la fois perpendiculaire* sur* B6 
et sur PS, qui passent par ^on pied dans la face ABC; par conséquent cll^ 
sera perpendiculaire a cette face roéme; de sorte qu'eflectivement , BCE passe^ 
«.•ajS.parune perpendiculaire a ABC; et partant, qu^en tout angle spaciaire droit,, 
chagüe face passe par une perpendiculaire d Fautreface. ÁjOvtiCnSj que- 
deux plans perpendicubiires Pun sur Pautre, formant ub angle spaciaire droit,.- 
11.^377. on peut diré aussi, que lorsgue deux plans' sontperpendiculairesy chacun: 
d^eux passe par une perpendiculaire á Vauire, 

Conséguences ultérieures 1. a. 3. Lorsque deux pláiís sont perpetsdículaireí) ' 
Piin sur Pautre, le premier ABC (fig. 181), passe par une perpendiculsare atf- 
second BCE, laquelle soit BA : le second BCE, passe par une perpeudícu-^ 
laire an premier ABC, laquelle soit PR. Si done d^un point C de CB, com-^ 
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mime seciion de ees plans , on eleve sur CB , dans ABC , «ne perpendieulaire 
CL; elle eH paralléle á fiA. n.^ 18; par conséqueot elle est, conuue BA, 
perpendieulaire au plan BCE n.* 245 : Et de raémc, si du pointC, Pon élév^ 
sur CB , daps BCE , la perpendieulaire CE ; elle est paraUele á PBi ; par coa- 
n'^ajS. séquenl elle est, eomme PR , pci'pendiculaire au plají ABC. Ijors donc^ue 
deux plana sont perpendiculaires Vun á Vauire, 1.* une perpendieulaire 
éJepée á leur commune seciion^ dans le premier, est perpendieulaire au 
S£aond; une perpendieulaire élevée á leur com/nune section , dans le se-- 
CDndy est perpendieulaire au premier ; 2**. J^ani^le compris it^ire deux de ees 
a*279.perpendiculaires CE, CL , est un angle droit; par cojDi3equent, Mangle plan 
áHun angle spaciaire droit , est un anjgle ¡droit j guej que soit le poini du 
faite oii il ait son sommet^ 
01.^280. La troisiéme des coosequenc^s dont il s*agit 6st que , horsqu^un plan^ 
Xy est perpendieulaire d un plan Y; si Vun des deux , JC^ passe par 
le pied d*une perpendieulaire á Y; eetie perpendieulaire est toute enliére 
dans le plan X: La raisou en est, qu'uoe perpendieulaire élevee dans X» 
d^un point quelcoorpie de sa cominuoe sectioa av^e T^ fiur cette commune 
section , etajDt perpendieulaire au plan Y; si la perpendieulaire, par I« p?ed de 
^ laquelle op ^uppose que passe le plan X^ n'e'toitpas lente entiere dans ce plan, 

de ce pied-méme , il s'eléveroU^ sujr Jb plají Y, deux perpendiculalries h cp planí 
ce qui .est impossible^ 

THÉORÉME LXXXIX; 

A.*28i./ya commune section' de deux plans perpendieulaires á un trúisíénte , est 

perpendieulaire á ee troisiéme^ 

Supposé que deux plañe X, Y se eoupent et soient perpendieulaires á im 
troisiéme APB (fig^ 182) : Si du point P, par Lequel PS, commujie section 
des [dans X, Y, s'appuie sur k plan APB, Fon eleve dans X, PK perpendieu- 
laire á sa commune section ^vec APB ; elle sera perpendieulaire sur ABP 
n.^ 278 : Si du ^lénie point P, Pon ¿leve dans Y, PL pjBrpendiculaire ¿ sa 
commune section ayec APB; elle sera perpepdiculairje sur APB; de sorte que 
deux jperpendiculaires s'eléveroient du point P , sur le plan APB^ si PK , PL 
ne couicidoient pas avec PS, commune section des plans X, Y; done PK, PL 
GOi'ncident avec PS; done PS est perpendieulaire au plan APB; dopc la com-- 
muñe section de deux plans perpendieulpiree d ufi troisiéme y est perpendi-^ 
cufaire á fie irpisi^me^ 
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THÉORÉME XC. 

nf "Ski^. Zjorsqu* on fait pa^ser des ptans par ie faite d'un angle spaeiaire , de sorte 
. ' qu^ils paríageni cei angle ea un nombre queiconque d^angles partiels, 

¿gaux ou inégaux; la somme des angl-ea plañe des angUs partiels, est 

éégale d f angle plan de iout l^ angle sp^ciaire^ 

jSoit ABCD (fig. i83}, un angle spacUire^ par le faite dnqud paasent les 
plans BCF , BC£^ qui le partageot dans lea angles ABCF, FSCE , EBCD : Sí 
én poini B, et <lans les plans ABC , BCF, BCE, BCD, Ton éíeTe sur BC le^ 
perpendiculaires BA, BF, BE, BD; Tangle ABF, seraTangle plan de Tangle 
:5paciaire ABCF;.f angle FBE , sera Tangle plan de Tangle spacsaire FBCE;- 
Paugle EBD ^ sera l!ang^e j^an de Tangle spacíaire EBCD ; ^t enfin , I'angle 
ABD j sera Pangle plan de Fannie spocíaire total ABCD. Msós les jamlíes de 
lous .ees angles plans , sont perpendiculaires , jen un niéme point B, au £aiie de 
íBC.; done «elles sont tontas dans le méme plan y done ABD =' ABF + FBE + 
EBD; done eB general, V^ngle plan d^un ungle spaciaire^ ^st ¿gal á la 
jsomme des jangies plans de toutes ses parties. 

THÉORÉME XCL 

-i 

^faSS.Zées angles plans des angles spaciairesy sont dfi mime nom ijue eeux-ci , et 
J' angle plan d^un angle spacíaire est le méme^ en quelque point du faite 
de celai'Ci , que son sómmet soit place. 

Ce theoréme a deja ¿té demontre de I'angle spaeiáire diK»i ; on -a th n.* 1799 
ique i'angle plan d'un angle spacíaire droít, £toit droít, quel que ful le point du 
faite oix il eút son sommet : íl ne reste done plus qü'a le diéüiontrer des angle^ 
«paciairAs aigus , et des ingles spaciaires obuis. 

Or premiérement y Fangle plan d'un angle spaciidre aígu , est aigu : car quel 
•que sott un angle spacíaire aigu , il £aut lui ^n adjoindre un seo^d , -aigu cooime 
luí, pour former un angle spacíaire droit. Mais en méme tems, que Fangle plan 
<d^un angle spacíaire droit, est un angle drok , íl ^est egal ji la somme des angles 
plans de ses parties ; done I'angle plan de cbacune de ees parties est un angle 
^igu;.donc T angle plan d*un angle spaciaire aigu y est aigu. 

Secondement , I'angle plan dfun angle spaciaire obtus est obtus : car un 

iuagle spaclaiiie obtua, étant composé de deux angles spaciaires, l'un droit, 

l'autre aigu; et I'angle pj^ d'un angle. ^pa^aire queiconque, e'tant cfgal á la 

, «onune^des fmgles plans de ses parties. ;.il s'dosuit 4]U6 i'angle plan d'un angle 
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spaciaire obtus, est egal 2i la sorome de deiui anj^les plans, Tun droit^y Tautre 

— aigu; que par conséquent il est obtus* 

Quaiit ' ji ee que Fangle plaa d^uu augle spaciaire^ aigu^ ou obto»', reste 
le méme^ eu qu^ue point du faite qu'il ait son sommet "^ Supposous que 
FABD (fig. ^77 )> représente un angle spaciaire Gbliq^ie :: SI d'un point A de 
son faite AB, Fon eleve sur ce faite, daas la face FAB, k perpendicul^ire AF^ 
et que da méme point A , Pon eleve sui* AB y dans la face DAB , la perpen^ 
'^ccdaire AD; Tangle FAD^ sera Fanglé plan de FABI>. Et de méme y si- de 

^ quelque autre point B, dü faite de FABD, Ym ¿leve dans la face FAB, la 

droite BE, perpendicukiire sur AB ; et du méme point B, dhns la faceDAB, 
la droite BCT, perpéndicuhiire sur AB; l'angle EBC sera Pangle plan de l'angle- 
spacihli^é TABD. 

Ainsi les jambes FA,. AD dé Tangle FAD , etant paralléles nne k une aux 
jambes £B, BC de Fangle EBG n/ 18 ; ees deux angles FAD , EBC sont ¿gaux 
ou complémeníi Fun de Fautre ¿ deux angles droits. Mais par ce qui précéde> 
tous les deux sont angles plans de Fangle spaciaire FABD ; done si FABD est 
aigu , ils sont tous les deux aigusj si FABD est obtus , ils sont tous les deux 
obtus; done ils sont de méme nom; done ils sont égaux; done l^anglé plan 
d^an angle spaciaire queUonque est par tout le méme; done fínalement, 1» 
tbéoreme proposé est demontre dans Fuñe et Fautre de ses parties* 

T H É O R ÉIM E XeiL 

n.* a84. JLe» angles spaciaire^ sont entr^eux, comme leurs angles plans. 



Sap[>osé que les droites AB>BD (fig. 180 ) , soient perpendiculaires au faite 
BC , de Fangle spaciaire ABCD , et que les droiiesEF, FH soient perpendicu- 
laíres á FG faite de Fangle spaciaire EFGB; Fangle ABDsera Fangle plan d'ABCD ; 
Fangle EFH, sera Fangle plau de EFGH; par conséquent, le théoréme proposé 
sera demontre , si Fon prouve que ABCD : EFGH = ABD : EFH. 

A cet eíFet, on distinguéra le casou les angles spaciaires ABCD, EFGH sont 
commensurables 9 du cas ou ils sotil> incommensurables : Dans le premier , si on 
les divise par leur plüs grande eonímune mesure, elle sera contenue dans ABCD 
un nombre entier ^e' fois^ leqeel soit m.* EUe sera contenue dans EFGH un 
un autre nombre eñtiei* de-fois, lequel soit n. De plus, toulev ees communes 
mesures auront le méme^ angle plan. Mais Fangle plan d'un angle spaciaire , est 
égal a la somme des anghes plans de ses paiiies; dóñc ABD est composé de m 
angles pkns, teb que EFH en cAoniient n; done les rapports ABCD : EFGH, 
ABD : £FQ^%ott^gau»éWuaisié«if m: nyéonciksoBtegMz em^ 
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Máintenant, nfin de prouver, qne daos le eas oíi les angles spaciaires sont 
incommensupables y ils ne laisseni pas d^éli^{)ropor4Íoiinelsá leurs augle^ plans; 
je démootreraien geueial y que lorsque les théorémes , de Tespéce de celui dont 
11 s'agit , sont vrais dam le cas de eommeoMirabilite , ils le soat aussl . dans le 
cas d'inoommezisurabilité. 

THÉORÉME X€Mt 



o 



:M.Supposi qif A ,B soiení des qaaníiféa de méme espice^ el qu^afi Mtent aussi 

des gucmiiíés tfe méme eapéce , main que Fespéce des premieres soii 

différenié de V-espbcedes eeeondes: Siles rapports Jl I B, fi I b sont t^gaiix 

Sorsqu^jíjB d^une part^ ét a,'b d^imlre paft sont commens arables ,• ils 

^ont égaux aussi , lorsqu^Jl^ B dt une parí -^ etUy b tTnutre part^ sont 

incommensurables. 

# 

Nous tivons deja vu cette proposition se ve'niter daos irois de ses cas partí- 
cuKers : Le premier, dans lequel , aprés avoir proav¿ que lorsque les angles 
au oentre d'une part , et les ares sur lesquels ils ínsistent d'autre part , sont 
«eomiuensuFables 9 ü y a entr'eux proportion ; l'on a fait voir que , lors aussi qne 
ees angles et ees aros sont iacommensurables, ils continuent d'étre en propor- 
tion ^ Le seoond-y dans lequel , aprés avoir prouvé que , lorsque les secteurs 
-d^un cerote d'une part, et les ares de ees secteurs d'auti^e part, sont eom- 
«nensunJiles y ü y ft entr'eux propoition ; Fon a fait valr que , lorsque oes sec- 
teurs et ees ares étoient incommensurables , ils contiuuoient d'étre en pro- 
portion : Le lU^isiéme enfin, -daos lequel, ^pres avoir preuv.e que les rectangles 
«de méme hantear d'ime part , et leurs l»ases d'autre part, étant compiensura- 
iiles, U y aíToit proportion des uns aux autres; en a. fait voii*, que lorsque ees 
vectangles ^t leurs bases sont incommensurables , U y a encere pro}>ortioa des 
ims aux autres. U s'agit a presen! de demtmtrer en general ^ que la proportion 
qoi a lien dans les cas de commensurabilité ^ a lieu áusst dans les cas d'íncom- 
nensm^irue. 

Tons ees cas pre'sentent d'une part deux quantites A , B de méme espece , 
et de Fautre part^ deux quantitcfs a^ 6, de méme ^s|>ece aussi, mais autre 
pourtant que oelle des premieres. De pbis, les quantites de res|)^oe d'A ei B , 
lont de aatore , qa'eile^ p^uvent convemr lorsqu'elles sont égales j et que lors- 
ifu'elles sont. légalos et peure/it convenir, elles s'accompagnent toujpurs de 
qoatftilii. do: despecé ffa tlf}^ ,qui sont égales'Ot peuyeni convenir. Ainsi pre- 
..! toíei^meiit , .W. ^W^es. (^gaux . peuvent opiiv^ir, et lorsqu'ils sont places au 
cgMtlirc^ h^jásm^jixif i^QiftqHels íkÍ9s4Sten(| «Qot ^lo, et peux^ convenj^t Ainsi 
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sécohdement , les sectenrs éganx penvent convenir , et les ares de cenx qm 
sont vgaux, soht egaux et peuvent convenir. Ainsi troisiémement , lesrectan* 
gles de méme hameur, qm sónt égaux, peuvent convenir, et ]es bases de ceux 
qui BÓnt e'gatii , sont ¿gales et peuvent convenir. Ainsi* enfin , les angles spa- 
ciatres egaux peuvent convenir, et les angles plans^ de ceux qui sont égaux y sGnt 
¿gaux et peuvent convenir. 

De la il paroU en general, que les quantite's A , a sont telfes , que lorsqti'on 

• > ' partage A en /ti parties egales, par lir méme , a est partagécen m parties égale^: 

. et réciproquement , que lorsqu'on partage a en m parties égales , par la méme , 

A est partage'e en m parties e'gales. Pen dis autant des quantités B*, ¿ ,- comparces 

Tune á Tautre , et de la je cobcIus, quelorsqu'A et B sont commensurables, 

a et 6 Je sont au&si , el que lorsqu^A et B sont incommensurables , a et ¿ le 

sont aussi. J'ajoute que dansce second cas, si l'on mesure la quantite' A par une 

de ses aliquotes D, il y a bien telle diquote d de la quantite' a , qui y est cou^ 

tenue autant de fois que t) l'est dans A , mais* que D ne mesure pas B , qu'elle j 

\ lais^ ' ün reste R <[ I>j et que d ne mesure pas b ,. qu'elle y laisse on reste 

r<^d, - 

Maiutenant, afin de de'moftfter que la proporlíon A : Ki=a :b ne pent étre 
vraie dans le cas óix les quantitifs A, B d'une part , et les quantite's a, b d'autre 
part, sont commensurables , sans Fétre dans le cas aíi ees qu&ntite^ sont incom- 
mensurables, je commence par observer , que si elle ne l'étoit pas, le rapport 
A : B seroit plus grand ou plus peiit que le rapport a:b; que s'il e'toit plus 
grand, on Fégaleroit, en ajoutant á son oonséquent B, certaine quantilé P; 
que s'il étoit plus petit, on Pegaleroit , en ajoutant a son antcfcédent A , certaine 
quantite Q ; de sorte que la proportioA A : B H- P == a : 6 auroit lien dans le 
premier cas , et la prdportion A -+- Q : B = a : 6 , dans le second. Or celle-ci 
« pouvant se mettre sous la forme B: A -+0 = 5 : a, est alors si semblable á la 
premiére , que lorsqu'on aura demontre rimpossibilite oe Tune , Fimpossibilite 
de Fautre se démontrera de la méme maniere^ 

Prenant done en consideraiion A : B -+- P = a : 6 , je fais clioix de D , aliquote 
d'A plus petíte que í ,' et j'observe 1." qü*i cette aliquote D , repood telle ali- 
qubte d de la quantite a , que «A ^=^ mD , a = md : a."* que' B étant incommen* 
surable avec A, si l'on applique D sur B-+-P, B la oontiendra un nombre enüer 
de fois avec un reste plus petit qu'elle; que par conséquent U faudra qu'elle 
empiette sur P, pour se placer encoré une fóis, et mesurer alors sur B+P 
tme grandeur B -+• V , commensürable avec A , et moyenne cmtre B e\>B -+- P. 
Mais la quantite B est relative ¿laqtiantité &;'donclaquaiviitéB-4-y esurelative 
i uñé quantite h'^¥ plus graade que^é et eooiffi^tirabki'avect^y doiic 
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B-+-V: A=¿-|-í;:a' 
ét par snppottíüon A:B+P=:a l& 



done en composanl B-^V : B-H-Ps^i-f-i^ ! ¿' 

Conséqiienco fausse, puÍ8X{u'e})e met en égdite déu^'> r^oils telles;* cpié 
Kante'ceilent de la premiéi'e est pltis'petit que' son conséquent, tandi$ que 
raniecédent de la secodde est plus grand que son- cónséquent.Lorsdoncque 
les quaatüés A , B , sont incommeiistiraMes ^ Jeur» rappori n^esl pas plu$ grand 
que celui des quantíiés-a el 6.. Msáft laniaiñére par laqiieDe útí viém d^ 
demontrer qu'fl u^est pa6 plus gnínd; est egaletueot propre a faire voír qu'il 
' n^est pas plus petit ; done , soit qtteles quaniifés A, B soieut commeosurables, 
soit qu'eiles soient íncoinnDensurables , leur rapport est Je méme que oelui« 
des quantitds a et ¿'^ ' . ' r 

B.^aSü. Conaé^uence i. Ce qui est vrai en general de déur raísons A : B , olb,^, 
telles que nons les avons représentées , est vrai e& particulier derees raisons' 
lorsque les termes de la preniiére sont'des angles spaciaire&j et que les fermes 
déla seeonde sont les angles plans de ees angles spaciairesj done, de^ce que 
les angles- spaciairescommensurables y sont en méme rappori (jue leur^ 
angles- plans ^ il- suiV que les angles spaciaires incommensurables^ ¡sont en^ 
mémempport que hurs' angles plans. 

n^ vAp Gonsequfnce a . Un angle spaciaire quelcoñque est á tóut I' espace, . comme- 
son angle plan est d toute la quantité angulaire auiour cVun point sur 
unpUín: C;vr soit d'une panIIIRL(fig, i85), un angle spaeiaire quelcbnque,\ 
dont HIL soit Tangle plan : soit dWtre paia AflCD , un angle spaemire dioit , 
dont l'angle plan ABD soit droit anssi : U resulte de la'coi^^qiieto'cef'pwcé''* 
• • dente, que HIRL : ABCD=:H1L; ABD, ptopoption qü[i> eit mitltiplíant par 
quatre ses moyens et ses extremes, prend la forme suivánie HiRL : 4ABCD 
=sHILr4ABD, laqueJle met sous les yeux la conséquence pix>pose'e. 

T H É ORÉ M E XCIV.. 

ik.^aW.Vñ plan y perpenfliculairé aux faces á'ún angle spaciaíré,' cóüpe ees 
faces de maniere que les sectiom' forment l^ angle pf un de cet angle 
spaciaire. 

6nppos¿ que le plan ABD (fig. i85).,«oit perpettdic til aire au» lace* ABC, 

DBC de Mangle spaciaire. ABGD; réciproquenient ees faces sompéi^eíidiocilaires 

au plan ABD, et leur conimune sectio» CB, est, pcrpcndieidatre att plafi DBA 

" n.* 98Í ;. d?oÜ ü itttt cpi^elle Fesl aM droitea BD, BAs qnipassem pr son 
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pied dans ce planj que réciproquemcnt ees drokes sont perpendiculaires á la 
commune seciion CB3 et partani, qu'elles formeai l'aiigle plao de Tangle spa- 
ciaire ABCD. 

THÉORÉME XCV. 

Ji^* ü^2* L* angle plan-.^d^un angle spaoiaire est dans un plan perpendiculaire aux 

faces de cet angle spaciaire. 

Le faite CB de Tangle spaciaire ABCD (fig, i85), etant perpendiculaire a 

' Tune et á Pautre jambe d'ABD^ angle plan de cet angle spaciaire, est perpen- 

diculhire au plan ABD; par consequent les faces ABC, DBC, qui passent 

par ce fatte sont aus^ perpendiculaires au plap ABD, leijuel par la méme est 

perpendiculaire á ees faces. 

- " THÉORÉME XCV!. 

^9 ^QQ Lorsqu^un plan est perpendiculaire d Vane des faces d'un angle spaciaire j 
et qu*il pássépar le miliéh de cette face , íl passe aussi par le milieu de 
Vautreface, et lui est perpendiculaire. 

Suppos¿ que le plan ABD (fig. i83), soit perpendiculaire a la face ABC 
de Panüle spaciaire ABCD, et qu'll passe par le milieu AB de cette face; le 
faite BC d ABCD, s'elevant dans le plan ABC, perpen<iiculalrenient sur BA, 
commune secuon d'ABC et d'ABD, est perpendiculaire sur ABD, el par la 
méme sur les droiies BA^ BD , qui passent par son pied dans ABD; par con- 
sequent l'angle ABD est perpendiculaire sur DBC, seconde face d'ABCD, et 
passe par BD^ milieu de cette face. 

THÉORÉME XCVIL 

^ -* ' ..-• ' - . . . _. . 

vki"^ i^^i.liorsqu^ un plan.est perpendiculaire sur Vune des faces d^un angle spciciaire 
' Qblifjue^ et qu^il passe par le milieu de Vautre Jace, il est perpendiculaire 
w. - 1 V W ceite auíre face, et passe par le milieu de la premiére. 

Suppo^'que le plan GFI (fig. i84), soit peq>endicidaire sur GPC^ Tune 

des faces 'de l'angle spaciaire oblique ICDG, et qu'il passe par le milieu Fl 

de Fautrc face ICD ; ses communés sectiojis IF , FG , avec les faces de l'angle 

, ^papiaire- ICDG formept l'augle. plan de cet angle spaciaire : Car si eljes ne le 

.. fproioijsnt pas, ]FG pe seroit pas perpendiculaire surCD; ce s^roil quelqu'auire 

droite FL; et le' plan IFL , tout conime le plan IFG, seroit perpendiculaire 

sur GCD; de sorte que du point I , abaissant dans le plan IFG, IP perpen- 

y.- / dieulaire sur FG; et du méine point \^ abaissant cjb^ns le plan IFIy, IL per- 

i jpendkmlair» sur FL; ees perpei^dicujaires IP, IL^ seroient loutes jie» deux 

' ^ perpei^dsculáices/au plaiji GCD, ^ qui est jumpoisisiblpr U est dpnc ímppssible 

^u^ FG^^oommune sectioi^ d^s^plms Q%\y «QPP» Jfíft ^9^\,U^ pierpendipulaire 

sur CD; 4oi>P IFQ ^H l'angle plap dip l'angle spaciaire ICDGj done I9 pba 



OÉOM¿TRIE i; LÉMB N TA IRE. I7I 

1P6 qtii par supposition ionibe perpencRculairemem sur la face GDC, et passe 
par le milieu IF de CID, scconde face dlCDG^ e»t perpeiMBculaire sur ceile 
seconde face, et passe parle milieu de la premíére. 
'ii.*d9a. Remarque. Daus le cas oíi l'angle spaciairc ICD6, au lieu d'étre eblique, 
¿eroit droit; la droite FI passant par le milieu de sa face ICD, seroit pcr- 
peodiculaipe sur le faite CD , et par l¿«-méme sur la face GCD n.* 278. Daris 
ce secondcas done, si I'on supposoit qu'oikplan IFL , fih perpendieulaire sur 
- la face GCD , et passát par le milieu FI de Faulre face ICD j ce plan IFL 
ne aeroii aasujetti^ ni d paaser par le milieu FG de la face GCD^ni d éire 
perpendieulaire sur la face ICD ^ il poiwroit , e» tournaut autour de FI y 
couper la foce G(¡ÍD selon loutes sones de directions FL , FG, etc. et prendí e 
sur ICD toutes sones d^inclinaisons. Cette dinerence entre le c;v& oii l'atf^e 
spaciaire est oblique , et le cas oü. il est droit vient , de ce que , dans le pre- 
mier cas , deuTE perpendlculaires , IP , IL , tombent sur la face GCD ,. an lieu 
que dans le second, ees deux perpeudiculaires se réunisseut en une IF; que 
par coosequem^^ lerur reunión fait dx^patohre TaBsurdlte qui résulroit de leui* 

desunión. 

THÉORÉME XCVIII. 

& d^an poínf en dedana dea faces d*un angle spaciaire ^ ott €n dedana dea 

faces de sonoppoaépar le faite ^ on abaiaae det perpendiculaitea aur tes 

*^ ^ "^ pUma de eesfacea^ V angle formé par cea- perpendlculaires i est ¿gal d 

l'angle de smite de Vangle plan de cet angle spaciaire r mais si d'un 

point y hora dea faces d^un angle spaciaire et des^ faces de son oppose 

par le faite j on abaisse des perpendiculait^s sur les pltíns dé jpeé faces ; 

V angle farmi parces perpeudiculaires est égal á V angle plan de cet angle 

spaciaire, • ' ; 

DBAF {íí^^ i85'j est un angle spaciaire*, S est un pbint etf dedáás de ^es 

faces , el SD ,. SF soBt des perpendictüaires abai^ees de ce pqiBt ,. la pre- 

miére, sur la face DBA, la seconde, sur la face FBA, de soné que le plan SDF 

est perpendieulaire aui detix faces dé l'angle DBAF, et que CD, CF , ses 

communes sections avec elles^ foripent avec SD^ SF, un q^ia^ríl^XeFe SD€Í^, 

dont l'angle DCF est l'angle plan de l'angle spaciaire DBA^^ n.^. S38, tandis 

^ue ses deux- autres anglesDj, F. sopt drojits. • tj\i^ par cpnsequ^nt: son angle 

S es( cp^plement a deux droils^ de DCF- M^js lersque le point B^ au lieu 

d'éti*e en dedans des faces de DBAF , est en dedans des faces de son oppose 

, y- piar'le Sútei; nnetdemoi^alratioar^reitile a celle ^Ijfx^otii yient de proponer, fait 

, ': . Toiri qñéTaagM/fidlrmépar lesfperf^ttdiculairespab de ce poim sur les 

' 1' -..'. píxrioDjgfiufaen^daBfe^eaJQB^^xffiAy estegal AJ'mgleik suiíe.de^lfa&gle pla^^ 
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deTangle opposé parle faite á DBAF; que par conséquenlj il est egal a Tangle 
ide.suite del'angle plan de DBAf «-méme. 

Lors au conlraire.tjiie le point S ñ'est*, 'm en dedans des faces de Pangle 
fepacialre DBAF , ni en dedans des faces de son opposé par le fatte ; oomme 
il estalors dans l'un ou l'autre des angles de sníte de DBAF , daos DBAG par 
«exemple y les perpendicülaires qui en sont ábais^ées sur les faces de DBAG^ 
'forman! un angle ¿gal.á Fangle de süiie de Tangle plan de DBAG, forment par 
lá-inéme un angle egal'a l'angU plan de l'nogle spaciaire DBAF, et le theoróme 
ae Árofu^e vrai dans sa.seconde comme d^H^s sa premiére parúe. 

J U t O K t U E XCIX. 

^'^ ^9^^jyeux plans paralt^íps soni ¿gálem^nt inclines sur un iroisieme , et il est 
impossible que deux jílans inégalcment inclines mr un iroisiéine scdent 
paralleles^ 

A.BH , DCI ( fig. i84 ) , sont deux plans paralléles , coupes par qn troisieme 

ABF ; de plus FEH esi I'angle plan de Tangle spaciaire HBAF ; de serte qu'ü 

.coupc Ib plan DCI., par une droite FI , paralléle a EH, «I que le plan AJBC 

^oupeJes píaos ABH , 'S9CI par des droilres AB, CD paralléles enir'elles n.^ ^68. 

Mais ifA eat perpendieulaii^ au.plan HEF oti HEG; done CD , parallele.a BA, 

esí aussi. perpendiculaire á ce planj done CD fait des angles droits sur FI et 

sulr EG, qui passent par un de ses points F , dans le plan JFG,^ done IFG 

^ «e^tJ^aiígl^ plan de Ifangle spaciaire ICDG ; done IF,H£ étant paralléles , les 

. ra^gles IIÍG , HEF, qu'elles fonl de ménie part sur 'EG sonl égaux. Ces angles 

^NHii Jes angles plans des angles spacíaires ICDG, HBAF ; «done deiix plans 

|>aralléles IC^, HBA, sont egalement inclines sur ^in troisieme ABF; done 

, ;deax 'plafis inegalement inclines aur un troisieme, ne penyept étre paralléles ^ 

. puisqi^ s'íls HeU>Í€iat.^ Us «seroient egalement inclines sur ce troisiém^. 

T H JÉ O R É M % C. 

j ■ . . ' ... 

^'^'^^^'iieü^'pfans égetlemént inclines ^¡9ur ién iroisiemé sónt paraflé1es\ quand 
'^ leuf)i anotes de -minie pdri sur ce plan sont égaux, et que leúrs communes 
"'•' ^ \s^^tioni^''Áife¿ ce playi-méiñe sont p^^ nifiis á défaut de Pjine ou 

f^áiiireite^ées oirconétancesj ce¿ pMns ñe soni plus paráÚélesi. 
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) iSappioise' que HÁB , ICD aoism^de}» plana , qui bssent de n^dme f^rt , sur 
tUii «trobiéme >kttS'i des aogle» spuMifres ¿ganx ÜAfiF^^ICDG , et qu'AB, 
]p^y;:eoi|imi|ws» abetinos 46s^ píaos HAJ^, ICD^^áved le.jplao, ABF^ soiem 
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solent paralléle^ ; si dans le plan H \B Ton el¿%e AII perpeníliculaíre mr AB, 
^t dans le plan ABF , EF perpeodiciilali e sur AB j HEF , angle plan de l'angle 
spaciaire HABF , est pcrpendiculaire sur ses faces , et sa jaiibe EF , per{)en- 
d'cdaire sur AB,, Pesi aossi sur CD, paralléle á AB. Ce plan HEF esi done 
perpendícidaire sur GCD, Pune des faces d*ICDG, el passe par le milieu FG 
«de cene face; il passe done par le milieu FI d*lCD, seconde face dlCDG, el 
TanglelFG est T-angle pfan dlCDG, qui est egal par supposhion á HABF ; 
¡1 s'ensuit-que IFG est egal á HEF 3 que par eonscfquent la Hgné FI est paraí- 
léle a la Hgne EH n.® 27. ^ 

Ainsi done les angles HEF^ IFG;etant sur le méme plan HEG, lequel est 
pcrpendiculaire aux plans HB A , ICD ; si d*un point G de ce pjan HEG , Fon 
•iibaisse une perpendícidaire -GK sur FI,el qu'on la prolonge jnsqu'a un point 
H, d'EH; elle sera pcrpendiculaire sur EH , eomme sur FI , et par la-niéme, 
tombera perpendiculairement sur les plans ICD, UAB &/ 1178 , lesquels paf 
par conse'quent sont paralleles* 

* Mais^^uppose que les inclinaisons des^ platis HAB , ICD sur le troisieme AFB , 
ícontinuant d'étre ¿gales, leurs seclions ArB , CD-cessent d'étre paralleles; leur 
rencontre entrátne celle des plans sur lesqnels elles sont traceesj et suppose 
que ees sectiond demeurant paralleles, les angles HE)G, IFG ne soient plus 
de ménie part, qu'ils soient vis-a-vis l'un de Fautre ; ce sera entre les angles 
HEF , IFJE qu'il y aura e'galité, tous les deui seront aigus ou obius ; par conse- 
qneot les droiies EH, FI se reucontreront n." 2j , el avec elles les plans HAB, 
•ICD; de serte que finalement, le iheoreme projiose est demontre dans sa 
seconde , comme dans sa premiere partie. 

TH É o R É M E Cl. 

m!^ a^^.Lorsque deux plans d* une part , sont paralleles un-á-un á deux plana 
é^auire part^ V angle formé par les premierSj est égal á P angle formé 
par les aeoonds , ou á son complément á deiix angles droits. 

Si deux plans V, Z ('fig.177) i sont paralleles tta-inan \ ^eux autres plans 
X, Y; Pangle spaciaire MGHK est égal, i Fapgl^^ spaciaire FAíD, ou a son 
complément á deux angles droits* 

En effet, les faites de ees deux angles spaciaires e-tant paralleles n."* 269 ; si p;ir 

le point G l'on fak pass^r un plan MGK, pcrpendiculaire á GH , ce plan sera 

aussi pcrpendiculaire a AB ; il le sera de m&meaux Eaces des angles MGHK, FABD ; 

>. de sorte; qneies angles ^ MGK j FAD seront les angles plana di <;es angles spa- 

«binas* Jáaia I0» jamlMs AF ^JkB día £AD , aont paralleles une-Aruoc atu jambes 
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GM,GK de MGK; done FAD=MGK, done FABD=MGHK. Reoiarqne* 
ccpendant que , si on prolonge la face FAB en BAPj les faees de Fangle spa- 
claire.CBÁP,,sont paraUéles une-á-une aux faces de Pangle spaciaire JVIGHK, 
et que CBAP, eoinplement á deux drolts de FABD, est aussi cooiplémemí 
depx drmis de MGHK; que par eonséqucnt, Loraque deux plans d'une part^ 
sont paraUéles un-xá-un d deux plans d^aaire pari^ Mangle formé par tes 
premiersj est égal á Vangle formé par les secoudsj ou á son complémenl d 
dfiux ansies draiis^ 

P R o B L É M E X L V I L 

^•^^97 ' Par une droite donnée sur un plan donné, faíre passer un secondplanj 

qui ait ^r le premier une inclinaison donnée ? 

ABC (fig. 186) est le plai> sur lequel se trouve CD, droite par laqiielle il 
faut faire passer un seeond pjan^ incliné sur ABC d« la cfuantité donoee K. 

A cet eíTet, d'un poiat P, de la droite CB , je lui eleve dans le plan ABC 
la perpendiculaire PL; du méme point P, j^eléve sur le plan. ABC la perpen- 
diculaire PS; enfin , dans le plan SPL, je donne a PZ, sur PJL, Fíneünfúson K, 
et le plan ZCD, est incliné au plan ABC de la quaniite Kr , 

La preuve en esi, que la droite DP , étant perpendiculaire a deux droites 
PS, PL, qui passent par son pied daos le plan SPL , est perpeD<ficiüair.e á PZ, 
qui passe aussi par son pied dans ce plan; que par conséquent l'angle ZPL est 
l'anglc plan de Pan^^e spaciaia*e ZCDL, vu que ses jambes ZP,PL, respecti- 
vement trácces sur les faces ZCD , CLD de ZCDL , font sur son faite CD des 
angles droits. Mais ZPL a été fait egal á K; done le plan ZCD a sur le plan 
ABC Finclinaison demandce K , et passe par la droite donnée CD. 
tt.»298* Remarque. L'opéralion par laquelle on vient de satisfaire au probleme pré- 
cédent, faite d'un cote de la droite CD , auroit pu se faire aussi du cote 
opposé ^ par conséquent,. ce probleme a deux solutions : C'est-a-dire que^ 
Par une droite donnée ^ sur un plan donné, Fon peut faire passer deux 
pkuis^ qui aient:Mne'irpqlinai$pn donnée sur le plan donné. 

F'R O B t É M E XL V 1 1 1. 

^*^ ^99* Pat une dtoite donnée Kórs d* iiñ plan donné , faire passer uti plan^ qui 

ait sur le plan donné une inclinaison donnée? 
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Ce pr¿blétne présente jddnx cas>: Lé prenuer^dans lequel la droité> donnée 
; rencoutfeie phuor donoé^ Le sebcmd.^ idao^ lequel elle ue le rencontrt pai. 
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Soít dono premiéremeiJt (Pg, 187)^6 A droite donneé, qui rencontre en 
B UD plao doime.BMP, el suppose' qii'il fallle faire pasMr par cette droite un 
plan, qui s'incline sur BIVIP de la quaiiiiié spaciaire KRST, dont' Pangle plan 
ast KVT : D'un point A de la ligne BA, fabaisse AP, perpendiculaire sur 
BMP , €1 dii méme point A , j'akaisse sur le plan BMP une oblique AM , qui 
«^npline sur lui de la quantite AMPs=K\"T; je décrís ensuite du point P comme 
centra , a\ec PM aomnie rayón le cercle MNL , dont la circonférenoe pasí.e 
par tous les poiiitsdu plan BMP, fluxquels tirant du poim A des lipies droitos 
elles font sur ce plan-niéme des angies egaux á l'angle KYT; ^nfio du poini B, 
je méne zu cercle MNL les tangentes BM, BL; et les plans ABM, ABL s'in- 
clinent sur BMP, de la quantite reqmse KRST. 

En effet, le rajón PM étant perpendiculaire a Ja tangente BM, el la droite 
AP toníbíajt perpendieulairemenl sur le plan BMP ; le plan APM «si perpen- 
diculaire sur BMP, Tune des faces de Pangle spaciaire ABMP, el passe par 
le milieu PM de eeite Cace ; par consequent., il passe par le milieu MA de 
l'autre face ABM , et AMP jest Tangle pl-an d'ABMP. Maís par construciion 
AMP est ógál á KVT ; done le plan ABM passe par AB ^ at fait , sur le plan 
donné BPM , Pangle requis KVT. 

Cettc de'monstration est jappUcable au plan ABL, tout comme au plan AfiM; 
par conse'quent, le premier cas du probléme prop.osé a deux soIutions, qui 
«e réduisent pourtantii une^ quand le cercle MNL se reduit a un point; at- 
tendn qu'alors, les tangentes BM^ BL coTncidant avec BP, n'cn font plus 
4ju'une. Dans cette circonstance , les plans ABM, ABL co'íncident avec le plan 
ABP, ce qui arrive lorsque Fangle requis KVT , est un angle droit. 

Par rappor.t au cas oii h droiie donnee BA (fig, 188) , ne rencontre pas le 
plan donne MPN : D'uri point quelconque A de cette droite, j'ahaisse AP, 
perpendiculaire sur MPN; je fais passer par AB, AP vm plan BAP, dont la 
commun^ section PQ avec le plan MPN; ast parallele a BA^ vu que, si elle 
ne Pétoit p^as, BA rencontreroii le pipn MP^; du point A, je tira au plan 
MPN, une.oblique AL, qui luisoit inclinée da la quantite ALP=KVT( fig, 187); 
je décrís du point Pxommc ceptne, avec.PL conuue r^yon , le cercle LMQj 
j'éléve enfin sur PQ la perpendiculaire PM, et Je plan ABM, est incline au 
plan MPN , de la quantite i:equi&e KVT^ 

La pneuve en. est que MN , tangente au point M du eercle LMQ , est paral- 
iéle á PQ^ puisque, cominbe PX^^ ®^^^ est perpendiculaire au rayón PM; par 
4;Qns49tu€int, PQ eunt pj^mllele i AB; MN l'eat Awssi^ et partant AB, MN, 
^comnie p^u-alleles, spnt d^ns le méme plan AMN. Mais le plan APM est per- 
f caidiGulay:^ jau^plai;^ PMlí .*et pw^ par,«Qf9t inilipu AMi,4c»c AMP=a=KYT est 
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Fangle plun áe Panglc spacíaire AMNP ; done Je plan AMN , aútrenicnt dli , le 
plan BAM , s'üicline sur le plan donne MPN , de la quanúié requise , et^passe 
. par AB ligne donne'e. 
&^3oo. Ce second cas da proWéme propose' j a córame le premier, deui solutions: 
Oír celle qui resulte de MN, tangente ^ J'cxlremiié de PM, fayon perpon- 
diculiadre sur PQ, re'suheroit ¿galement deKR , tangente á rextrémíté de PK, 
rayón perpendlculairé sur PQ. De plus, ces^ deux solutions se i^dujsent a uue^ 
quand le cercle LMQ se rédiiit a un poínt; ce qui airive, Ibrsqu'U s'agitl de 
fíiire passer par AB un plan perpendiculaire á MPN. • 

THÉORÉME.CIL 

h.*3oi*2)í^ /üM.s les plans qiii se coupent par la mSme obligue á implan donné , 
a.** celui qui passe par la Ugnc des plus grand et plus petit angles que 
Voblique fasse sur ce plan, est perpendiculaire d ce plan-méme ^ 52.° Ces 
plans sonl ¿galement inclines au plan douné, quand ils passent par 
des ligues ¿galement inclinées ci la ligne des plus grand et plus petit 
angles : 3.* Ils font des angles aigus sur le plan donhé, du caté oü ils 
laissent la ligne du plus pelil angle ; ils en font d'o6íuSj du café oü ils 
laissenl la ligne duplas grand angle: 4** lis font de¿ angles d^autant 
plus pelits sur le plan donné, que les lignes, par lesquelles ils passent 
sur ce pfan^ font de plus grands angles aigus avec la ligne du plus 
petit angle ^ et celui qui passe par la perpendiculaire a cette ligne, fait 
le plus petit angle sur le plan donné : 5.* enfin , il n'est aucun angle ^ 
vioyen entre ce plus petit angle et V angle droil, que quelqu^un des plans 
qui passent par Voblique , ne fasse sur le plan donné. 

Soit SO, une oblique au plan ABC (fig. 189) : Si d'nn de ses points S, 
on ahaisse SP, perpendiculaire sur ABC, el que du picd de cette perpendi- 
culaire , on tire par le pied de Foblique une ligne PO, qui se prolonge enB^ 
lajignc PB sera celle dos plus grand el plus petit angles de SO sur ABC, 
par conséqnent el en premier lieu , le plan qui passe par SO et par PB , est 
perpendiculaire au plan ABC.- 

En second Keu si, aprés a% oír tiré par le point O la ligue AC, perpendi- 

ctílaire sur PB; du milieü M de PO, comme centre, aVec MO comnie rayón, 

' • Ton décrit !e cercle OGPct qu'on donne á OE, OF la mé^ne irtclinaison sur 

OP; Ton est ádiemíné \ prouver, que fé3 phms SOE, SOF, sónf égaíement 

. inclines sur ABC : Car tiraht du poínt P Ic^ droites PE , PF ; íes í^najes PEO, 

-^ PFO, qm sélbrment ifens-le dtetei^éróIdfUoüt droité; par conséqnemk plan 



» 



fe'É oivrKTiiiií élím f/nt a trb. 177 

SPK est pefpenKlíciiIairfr gur lá face OEP de Pangle sp^ciaire BOEP , et passe 
par le milieu de c^ue face ; d'oü il resulte , qu'ü passe* par le njilieu de Tauti e 
^ce OES, etlni est perpendiculaive ; easorto que l-angle SEP est Fangle piau 
de- SOE'P. Et de méme, le plan SPF, est perpendiculaire sur la face OFP , 
deTangle* spaciaire SOFP, et passe par son- milieu: PF; done il* passe par le 
milieu 8F de son autre face SOF, et luí. est perpendiculaire 9 done SFP est 
Paugle plan de SOFP. Mais lesr tríangles SEP, SFP peuvent oonvenir, par deux 
edtés SPy PE; SP,.PF, résped ivement egaux, etiuiangledroit comprís entre 
ees oótesj done les angles SEP, SFP sont egaux;.dpñc. les plans SOJE>, SOF 
sont également inclines sur le plan ABC; done la seconde partie du théoréme 
proposó est démonrrc'e ; je dirai' méme la troisieme , attendu que' les angles 
SEfi) SFP étant aígus; les plans SOE, SOF font sur ABC des anales ajgus 
du cóle ou ils laissent OP, ligne du plus petit' angle, et des angles oStús 
du eóté oü iU laissent OB, lign^ du pHis grand angle. 

Qúant á la qúatiierae', sávoirj qiiele plan • SQG, iüi-^ur •A'BC'ua^plu» petit 

angle que le plan SOE f Von observera d'abord,^ quelés^nuaobs qü•dI^8rdónnées 

de. ce que SEP etoit Páugle plan de l'angle spaciaire S0£P,/50nt eg«jicment 

propres a p/pouver , que SGP est P^hgle^ plan de l'angle spaaiaire SOGP ; L^cn 

ebservera ensuite, que SGP appartiem au tHangle reet¿a>gle^SBG,.€^p«nnie SEP 

appartient au triangle rectangle SPE; que de plua^ autourdt'Ietir afigle droit 

P, ees triaDglés ouvun cote Gominun SP, eduque PG^ secosd' cote d«r SPG , 

• flutour de*P, est plus grande que PE , secoad eóté de SPE,/a4H0ur de P;- que 

par conséquenl, Tangía SGP est plus petit que l'angle SEP; et partont , que 

lepIanSQG faitsur le plan ABC un plusipeiit ai^gle que 16 plkñ SOE» Mais de 

tous les angles SEP, SGP.. .♦. . SOP, le pins petit sa6s^doi|te est SOP, vu 

' qu'il a Je plus grand cote PG^ amom* dé l'angle^P ;r done lei;planSOC j est^celui 

de tous les plans qui se coupent par SO,H»qm'£iiift:8iir ABC le|>lus' petit wgle. 

Par rapport a la Cinquiémeet'deroiéie partie 'dtttfbéoiféiü^ propost;' : il stiit 
^ ce qui a étedib; que- qnelque ligoe SIL,< qu'cm tire du poímS a larligne PO,. 
fangleSHP représeme l'inclinaison sur ABC, -defquelqu'Éh'des^plans qui se 
€Oupentpar SO ; cpie SHP est lünclinaison der-SOG'SurAfiG, jorsqve PHct=PG; 
que par conséquent , il^ n'est au^un angle ' moj^en^, entre . l'angle drott- 8PO et' 
iWigle'aigu SOP, qué qnelqu^nn des plans quise^^eoupent par SO ne fasse^ 
. iar ABC^ et partam, que le tliéoreine'proposé^eitivraá.dáns toutes ses parties» 
Bt^finitions^ Si:d'un point S{'fig^ 1-9^)7 bors* dui^plan dU^BCDE, poiygone 
- quelConqne ^ la preoaiere>clasbey OD'tire^^defiídroites^SAy S&, S6, etc. anx 
«emme^s^ de > tous les ungles det<ce'polygpné j elles - forment le unes ateo les 
"'aatrea^aifttMV>dift{)aint S, .divfi»iaigles.pájp89 enireJ[esqi^eU,tCeuaL^la tefils qui 



178 CÉOMÉTRIB BLÉMENTAIRE. 

ont pour l)as6 us des oot¿s du polygone , conoourent a fortner l'objet anquel on 
a donné le nom A^j/ngíe solide. Tout polygone , qui peut élre consideVe comme 
ayant servi a la coostruciion d^uo angle solide , en esi la base : le poioi, duquel 
des droUes tirées aux soiDineis des angles de cetle base oat acheve la consiruc- 
tipn de l'angle solide ^ en est le sommet : les angles plans qid termínent Tangle 
solide, en sont les faces ; et les jambes de oes angles, sout les cótés de Taugle 
solide : ainsi par exemple, Tangle solide SABCDE a pour base le polygone 
ABCDE; il a pour sommet le point S; il a pour faces les angles ASB, BSC , 
CSD , DS£, ESA} ü a enñn pour cotes les dioiies SA, SB, SC, SD, SE. 

T H É O R É M É CIIL 

tL.^i¿%.DéUX quelconqjues des faces (Tun angle solide á trois faces sontplhs grandes 

que la troisiéme. 

^ Be la plus grande faee ASB , de Tangle solide a tnois faces SABC (fig. 191 )> 

retrancbez I'angle ASD = ASC; le reste DSB , sera plus petit que la troisiéme 
face GSB. ' '* ' 

• En eGTet si , sipres avoir donné une base AB a Fangle ASB, vous faites SC= SD, 
€1 que, parles points A, B, C, vous fassiez passer un plan ABC; les triangles 
ASC,ASD pourront convenir, par deux cotes respectivement egaux et Fangle 
oompris égal il J'angle comprís : de plus les triangles CSB\ DSB auront deux 
cótés egaux.uti a un. Mais les cotes AC , CB dn tríangle ACB sont plu% grands 
que le troisitme AB; done CB^DB; dono I'angle CSB est plus grand que 
Tangle DSB ; done ASC , CSB , deux faces mineures de SABC , sont plus grandes 
que la majeure ASB. 
nMSo5. Cónséquence. 'La scmme des faces ^un angle solide quelconque , est plus 
petite que quatré angles droiis» 

L'angle solide SABCDE (fig. 190), a pour base ABCDE , polygone auquel 
. *'? noiifr ^upposeronis n cotes; les triangles ASB,BSC^ CSD,eic,, qui ont leur 
''\'somniet en ft, et qui reposent sur les cótés d'ABCDE, sont done en nom- 
bre /i; leurift angles au $ettimet sont atissi en nombre /i, etleurs angles á la 
base, en nombre ftn. Xa somme des angles des triangles est égale a an. angles 
droits. La somme des angles du polygone est egale a 2/1 — 4 angles droits^' On 
compte stir la basa> du: polygone n angle» solides a trois üices; de ees faces deux 
j. .k>i|t des anglas ir Ja- base des triangles, \si troisiéme est un angle du polygone; 
' les d^eux premieres soiit plus grandes que la troisiéme; par coosequent, la somme 
des angles á la base des triangles , est plns grande que 2/2-^ anglet ^droits* 
iCW¡>Gadanty,H «919019 des wggles á Lib^i^t joints.'i Is^somm» deaaogles au 
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«ommet des tríangle» ne fak que a/s angles droits; done ]a somm^'des angles 
au soinmet est pluB peiiié que quatre augles droits; done etk general, La 
somme des faces d^un angle solide quelconguey est plus peiiie que quatre 
angles droits, 

T H É OR É M E GIY. 

3o4rJS/2 íout angíe solide á irois faces, les faces ¿gales sont oppos¿es a des 
angles spaciqí re s égaux; les faces inégales sont opposées d des angles 
spaciaíres iaégaux / et celles qui sont plus grandes sont opposées á dé 
plus grands angles spaciairesw 

Soit SO (fígr 19ÍÍ) , un des cótés cFuir angTe solide k trois faces, ei ABC 
le lihtt sur lequel som couches ses denx autres cdtés : Si d'un point S de SO, 
* Fóaabaisse SP, perpendicnlaire^ sur ABG; la droiie PB, líre'e du póint P, par 
le poiat O, sera la ligne des plus grand et pfuspetit angles de SO sur ABC; 
et M Vf>n úre sm- ce plan, par le point O, la droile CA , peqjcndiculaire sur 
PB; T¡ sera partagé en quatre parties égales; deserte qull peut am\ér, que 
les c6t¿s de Pangie solide, qui sont sur le plan ABC, se trouvent ensemble 
darns Fun- dies quatre angles drotts autour du point O; qu'il peut arriver aussi , ' 
qnéruD' sott daos un de ees angles, et l'autre dans un autre; que* par cense* 
quenf , il fam distÍNg]Lier ees cas les uns des autres^ 

Cest pourquoi aOi» de nVn point omettre, je commence par'snpposer , que 

les deux cotes, Jont il s-'agit, tombent ensemble dans Fangle AOD y et je veis 

d'abord , que ce cas est semblable á celui oíi Hs tombent ensemble dans Pan- 

gle COI>; attendu qu'a la diflerence pres de la- dioite á la gauche , ees angles 

' iorit placas de méme par rapport k SO: Pen di»'auuint des cas ou les cotes 

sus<lits toml^ent ensemble, soit dans Tangí e AOB, soit dans Pangle BOC; ees 

deux ¿as sont les raémes , á la différence prés de lu droite á la gaucbe^ paF 

eonséquent, les quatre cas susmentionne's se re'duisent a deux : celoi ou les 

eótés íneenaínS' tombem dans Pangle AOD , et eelui oü ils tombent dans rán^ 

' gte AOB. 

i 'Quenícki» cas oii-fes cotes me^rtaüís tombent dans deux angles £fferensr 

Supposé d'abord , qp'un de ees cotes tombe dans Pangle AbOS ; le* second 

potíttat tomber dans Pm des ^ois antres t Siippdstf ensuite, que fun tombe^ 

^Bs Pangíe COD; fe secomi p^Knrra tomber ihns Pun des trois aatres. Mais- 

'iteé^ti^is derhiérs cas, sotít sembfobles ujt^á'^un aux trois piTécedens;- done les 

'' '^Kk'ie rédmseiÁ 4 trob, sároír, u» des oóteVihcertains dans AOf>; Pautre, 

éáñt&OB^é^'&aé HX^ eíi dlM QOQ. Un ^Mriémis cas de cetie ésjpéee s'o&e 
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' eacore : C^3t celni daos lequel un des cotes inceitaius tombe daos BOA, et 
rautr,e daos BOC ; ensoñé que tous les cas du théoreme proposé sont au nom- 
bre de six. Considerons chacuu a part. 

Premier cas. Les deux cotes incertains OE , OF , tom])ent ^ensemble daos 
Fangle AOD; de sorte qu'avec OS, Us forment l'angle solide OSEF. Or la 
face SOF , est phis grande que la face 60E , et l'angle spacíaire SOEF , op- 
pose á SOF , est obtus; l'angle spaciaire SOTFE, oppose á SOE, est aíguj dono 
le plus grand angle spaciaire est oppose a la plus grande face^ 

JSecond cas. Les deux cóte's incertaius OG, OH tombent dans Tangle AOB, 
et forment avec OS, Tangle solide OSGH. Or la face SOH, «stplus grande 
que la face SOG, et l'angle spaciaire SOGH, oppose a SOH, est obtus; l'an- 
gle spaciaire SOHG , -opposé á SOG, est aigu; ^iojic le plus grand angle spa- 
ciaire est oppose a la plus grande face. 

Traisieme cas. L'un des cóte's incertains OF , tombe dans Fangle AOD , 
Tautre OG , tombe daos l'angle AOB ; de sorte qu'avec OS , il forme l'angle 
solide OSFG. Or la face SOG est plus grande que la face SOF, et SOGF^ 
angle spaciaire oppósé a SOF est aigu ; SOFG angle spaciak'e oppose á SOG est 
obtus; done le plus grand angle spaciaire est oppose á la plus grande face. 
Quairiéme 4:as. L'un des cotes incertains OF, tomUfS dans l'angle AOD; 
celui qui doil tomber dans l'angle BOC, peut se placer de part ou d'autre d'OI ^ 
prolongement d'OF , c'est-a-dire , en OK ou en OL , ce qui de ce cas en fait 
deux: Le premier, auquel se rapporte l'angle solide OSFK : Le second , au* 

quel se rapporte l'angle solide OSFL. Quantau premier OSFK; ia face 

30K est plus grande que la face SOF , «t Fangle «paciaire aigu SOKF, .oppose 
il SOF,^ est plus petit.que Fangle spaciaire ai^u 80FK, oppose k SOK, parce 

< qu'OK fait «xr OC un angle plus p^tit .que celui qu'OF fait sur OA ; dans ce 

^c^ done, le plus ^nand angle spaeiaire es|. oppose a la plus grande face.-^ 

Quant au second ipas, celui de Fangle solide OSFL; la face SOL est plus 

agrande que la face SOF, etFanglQ. spaciaire .QÍ>tuS:SOFL, oppose á SOL, est 

■ j>]us graild qup SOLF, angle spacii^re pbtu}», oppose a SOF; vu qu'OL fait 

sur OC un angle plus grand que celui qu'OF fait sur OA : ep.ce cas donc^ 

. <omme daos le preipi^^r , ríe plus gr^d angl^ sp^iaire «si rOj^osé á la plus 
,, grande face. . \ ^, , ,, ' i . ;; . 

Cinquiéme ca^. jOtE,, i'on des cóuis incertaÍM¡, tombe dws Fangle AOD; 

• • *. 

,le second cóté inceirt^t Q]^ .qu^QI^, tpmbe dai|s i'^gl^.^POD. Qr^ dans la 

,¿, ifitqation OM, il iait sur OD un plus grand angle iq^'OE, '*49|ns Ja jSJituation 

. , ON, il fait sur OD un, angle egal k ceiuí .que fait ()^y,l^^ pas «e^^bdivbe 
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Jíáé. Par nipport au premier , la face^'SOM est plus grande qiie la face SOE , 
•et l'angler spaciaire aigu SO£M , oppose á SOM , est plus grand que I'angle 
«paciaire aigu SOME opposé a SOE ^ done le plus grand angle ^aciaire , est 
oppose a la plus grande face. Quant au cas d'OSEN ; les faces SOE , SON 
otant egaleSy les angles spaciaires qui leur sont opposés sont égauxj de sorte 
que les faces egales sont opposées á des angles spaciaires égaux. 

Sixiéme cas. OH, l'un des cotes incertains de I'angle solide, tomba dans 
Pangle AOB , et OK ou OL , second cote incertain , tonibe dans Pangle fiOC ; 
mais, dans la situation OL, il fait sur OB un plus petit angle qu'OH ; dans 
la situation OK, il fait sur OB un angle egal á celui que fait OH^ Ce sixieme 
cas se snbdivise done en deux : Celui de Tangle solide OSHL , et celui de 
I'angle solide OSHK.. Quant au premier , la face SOL est plus jgrande que la 
face SOH , et I'angle spaciaire ohtus SOHL, oppose' a SOL, est plus grand 
que I'angle spaciaire obius SOLH, oppose á SOH; de sorte que le plus grand 
angle spaciaire esi opposé a la plus grande face. Quant au cas d'OSHK angle 
solide; les deux faces SOH, SOK sont égales, et les angles spaciaires qui leur 
sont opposés, sont égaux. 

IJn septicme et dernier cas se pre'sente encoré : C'est celui oü SO, cote 

certain de I'angle solide ^ trois faces , est perpendiculaire au plan deis deux 

.eótés incertains. Si ees deux cotes OC , OD font l'un sur l'autre un angle droit; 

Jes trois faces de I'angle solide OSCD sont droites , et les angles qui leur sont 

oppoaes sont droils : Si les cotes incertains OC , OM , fopt l'un sur l'autre un 

jBngle aigu ; cet angle est á la fois , troisiéme face de I'angle solide OSCM , et 

Jingle plan de I'angle spaciaire oppose á cette face , lequel par conséquent est 

juigu^ pendant que les angles spaciaires qui sont opposés aux faces droiles sont 

droits : si enfin les deux cotes OC^ OE sur le plan ABC^ font l'un sur l'autre 

un angle obtus; cet angle est a la fois, troisiéme face de I'angle solide OSCE, 

^t angle plan de I'angle spaciaire opposé á cette face , lequel par con;eqiient 

jest obtus, pendant que ceux qui sont opposés aux faces droiles sont droits. 

jyoii il resulta finalement que, Dana tous lea anglea aolides á troia facea, 

Ua facea plaa grqndea sont oppoaéea á de plua granda ¿mgles spaciairea ^ 

ei lea facea égalea y d dea anglea apaciairea égauxs 

So5« Conaéquence, Réciproquement^ JS/i iout angle solide á troiafaeea^ lea 

anglea apaciairea plua granda aont oppoaéa á de plus grandea fiíceSy et lea 

. , anglas, apaciairea égaux aont opposéa a dea facea égalea : Car premierement, 

si un angle spaciaire plus grand , n'etoit pas.^pqse ¡í une plus gránele face , 

UQO face égale ou plus petite seroitopposéerarUn plus grand angle spaciaire; 

, . . cg|itrad^ctoirem,eQt a ce qui jk éxé demontre , que des faces plus grandes^ 
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80Dt opposees á de plus graixls angles spaciaires : Secondemeirt ^ si des angles 
spaciaires egaux , étoient opposes a des faces iuégales y il seroit faux que de 
deiix faces plus grandes Pune que Taulre , la plus grande fi\t opposee a un 
plus grand angle spaciaire. II est certain, par conseq^ent que , E^ans ious les 
angles spaciaires á trois faces, les angles spaciaires plus granas, sont 
opposés á de plus grandes faces ^ les angles spaciaires égaaxy sont op^ 
poses d des faces égales^ 

THÉORÉME CV. 

n.^SoS.En tout angle solide a trois faces égates , les angles spaciaires sonf de 
mérne norn que les faces r Uroits, si élle^ sofU droites ; Aigus , si elles 
sont aigues : Obtus, si elles sont obtuses^ 

Premícretnent , lorsque SO (fig. 192 ), est perpendiculaire anx fignes OB, 
OC, qni se coupent ^ angle droit sur le plan BOC, les trois íaces de l'an<;!e 
solide OSBC sont droites , et la face SOC passant par OS perpeBdicufaIre aiz 
plan BOC, fait sur ce plan un angle spaciaire droix SOCB. Mab les ang?cs spa- 
ciaires d'un angle sofide a trois faces égales sont égaux ; done ils som di-oit» 
quand ees faces sont droiles. 

Secondement y lorsque SOP est le plns peiít des angles que Fc^líque SO 
iasse sur le plan ABC^ tous les angles SOH, SOK, etc. , que cette oblique 
fait avec les ligues qui passent par son pied dans le demi-cerde ABC sont 
obtus, et leur grandeur est (ámeme, quand les lignes OH, OK sont égnlement 
inclinces siur OB. ^ done FangleHOK est égal a l'angle SOH, l'angle OSHK, 
représente un angle solide quelconque, a trois faces ob tuses et de méme gran- 
deur. Mais les angles spaciaires SOHB, SOKB sont obtus et de méme gran- 
deur, et les angles spaciúres des angles solides a trois faces cgales, sont egauxj 
done les trois angles spaciaires d^OSHK sont obtiss et de méme grandeur» 

Troisiemement enfin, lorsque SOP est le plus petit des angles que Foblicjue 
SOfasse sur le plan ABC, tous les angles S0£, SON, etc. y que celte obli- 
que fait avec les lignes qni passent par son pied dans le demi-rcercle ADC sont 
aigus, et leur grandeur est la méme, quand les lignes OE^ON sont egale*- 
' ttient inclinees sur OP. Si done I^ngle EON est egal ii Fangle SOE , Pangfe 
OSEN représente un angle solide quelconque, a trois faces aigues et de méme 
grandeur. Mais les angles spaciaires SOEP, SONP sont aigus tx de méme gran- 
deur y et les angles spaeilures des angles solides á trois faces ¿gales , sont égaux ; 
done les trois anglei spáeiaires d'OSEN , sont aigus et die méme grandeur. 
Done dans tous les eás , Les anghs spaciaires des angles solides á trois 
faces ¿gales y sont égaux et de méate nom que ees faces. 
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1.^507. Con&équence. Reciproquement , Lorsqne toua les angles spaciaires d*un 
angle solide á irois faces sont égaux , les faces de cei angle solide sont 
¿gales et de mente nom que ses angles spaciaires: Car premiérement, oes 
aogles 8i>aciaircs ¿tant égaux , ees faces soat e'gales : Secondemeot, si ees faces 
nVtoient pas de luéme nom que ees angles ; U eusleroit des angles solides á 
troís faces c'gales, qui aiux>ie4it des angles spaciaires d'uo autre uom que leun» 
*faceS| ce qui répugneroit au UiéoFeme precedenu 

T H É O R É M E CVI. 

m 5oé.Z^rsque les angles solides <l treis faces cnt un angle spaciaire droit, les 
angles spactaires ojyposés aux faces qui renfennent V angle droit^ sont 
chocan de mame nom que la face a laqueüe il est opposé. 

Pour démontrer ce theoréme , 11 suffit de faire voir , que Tun quelconque 
des angles spaciaires 9 opposes aux íaces qui renferment l'angle spaciaire droit, 
«81 de méme nom que la face a laquelle ii est opposé. 

A eél efiet done , sqii <lerechef SO (6g. 19a), oblique au plan ABC, et 
SP perpendiculaire a ce plan ; de sorte que les plans SOP , ABC , elant per- 
pendiculaires Fun a Fautre, la ligne du plus petit angle de SO sur ABC, soit 
OP , et que SOP soit celle des faces de Fangle solide qu'on prend en consi- 
4lération. 

Cela posé, si Fon achéve de construiré Fangle solide , en ajouiant mi troi- 

'siéme cóté OM ¿ ceux OS,OP, qu'on vient de lui donner; il 3e presentera 

.^ous la forme OSPM , dont Fangle spaciaire SOMP , opposé á la Cace SOP , est 

aigucomme elle. Si la face SOP de Fangle solide, au lieu d'étre aigiie, est 

4roite; ki ligne SO sera perpendiculaire au plan ABC, et Fangle ^aciaire SOMP, 

opposé a cette face SOP, sera droit comme elle. Si enfin, celle des faces de 

Fangle solide , qui est supposée perpendiculaire au plan ABC , est obtuse ; elle 

sera représentée par SOB; doü il suivra, que la ligne OB, étant la ligne du 

plus grand angle de SO sur ABC; Fangle spaciaire SQMB, opposé a SOB, 

«¡era obtus comme elle; que par conséquent, il sera vrai en general que^ 

JDans tout eatgle solide ú irois faces , qui a un angle droii , les angles 

spaciaires qui séni opposés aux faces qui renferment P angle droit y sont 

respecüvemeni de méme nom que ¡es faces auxqueUes ils sont opposés. 



/ 
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« 

T H É O R É M E C T 1 1. 

n^lo^.Lorsque áeux angleé solides d ir ois faces soni aniilaiéres, i.* Les faces 
et angles spadaires de fun, soni en égalité respective apee les faces 
et angles spaciaires de Vautre : 2 .** Ces faces et ees angles spaciaires 
Se suivent dans Vun , en sens inperse de celui oá ils se suit^eni dans 
Vautre : 3.** enfinj Les cóiés de I' un font sur les faces auxquetles ils 
soni opposésy des angles égaux a ceux que les cotes correspondans de 
Vautre^ font sur tes faces auxquelles ils sont opposés. 

OSBC (fig. ig3 ), est un angle solide á iroi» faces ^qui a son sominet en O: 
d'un poinl S, de son cote OS, on a al)aissé SP perpendiculaire sur BAD, 
plan de ses deiix auires cotes OB, OC : et du poinl P , Ton a tiré par le poiut O, 
PA lígne des plus grand el plus pelit angles d OS sur ABD. 

Puis done qn'on suppose que c'est d'ime mérae parí de SOP, qne tombcnt 
les droiies OB, OC, qui forment avec OS Tangle solide OSBC; la conslruc- 
tion d'OSDE , antilatérc d'OSBC , s'achévera , en tirant sur le plan BAD , de 
Pautre pan de SOP, les droites OD, OE, eusorte qu'elles fassent respcctive- 
meut sur OA , les mémes angles que les droites OB , OC. D^o& il réstütera 
premiéremcni, que DOA=BOA, EOA=COA, et qne les faces DOS, SOE, 
EOD dX)SDE, seroHt égales une-á-une aux faces BOS, SOC,COB, d'OSBC. 
D'ou il résullera secondement , que les angles spaciaires SODE , SOED seront 
rcspectivement egauxaux angles spaciaires SOBC, SOCB; c'est-á-dire , que les 
angles spaciaires, poses sur la face BOC d'OSBC , sont e'gaux un-á-un aux angles 
spaciaires , poses sur la face correspondante DOE d'OSDE : el par consequenl 
tous les angles spaciaires respectivemenl egaux : Car si , au lieü de consid«rcr le 
colé OS, comme ¿leve' sur le plan des cotes OB, OC, nous avions considere' le 
colé OB, comme elevé sur le plan des cotes OC, OS; c'auroil élé Pégalité 
respective des angles spaciaires, poses sur la face COS, aux angles spaciaires 
poses sur la face EOS, qui se seroit manifestee la premiere. 

Lors done qu'OSBC, OSDE, angles solides a trois faces sont antilaléres, non- 
seulemeni il y a égalité respective des -faces et des angles spaciaires de Pnu, aux 
faces el aux angles spaciaires de Tautre ; mais SOB, BOC, COS, faces d'OSBC, se 
suivent en toumant de gauche á droite, au lieu que SOD, DOE, EOS, faces 
d'OSDE, se suivent en loumant de droite k gauche. Et il en esl de méme des 
angles spaciaires d'OSBC, par rapport aux angles spaciaires d'OSDE; les pre- 
miers se suivent en sens inverse du sens dans lequel se suivent les seconds. 

Ouant á riiiclinaison des cotes sur les faces auxquelles ils sont opposés, j'ob- 
serve : que le colé OS d'OSBC, esi incliné a BOC, face qui luí esl opposee^ 
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eomme le cote OS d'OSDE, esl indiué a DOE, face qui lúi est opposéc; d'on 
je coDchis en geneVal, que les cotes qiü, dansOSBC, sonl opposes auxmémes 
faces que dans OSDE, font un-á-un les mémes auglés sur ees faces : Car si-, 
au lleu de consldéier le* colé OS, comnie ¿leve sur leplan des coles OB, OC 
j'avois considere' le colé OB, con#ne eleve' sur fe plan des cóié^ 0(5, OSj 
9'aaroit ele regalité entre les ínclinaisons d'OB siu- COS , et d'OD sur EOS , 
qui se seroit niauíTestée la premíére. 

A4nsi,. la déinonstralion du* tbeoreme proposé étant* compIc^e , dans lecas 
eules cotes 06, OC de Tangle solide OSBC, lombent de méaie pan rela- 
tivement á la tígne PA j )e n^ajoulcrai rÍ€U)', si noa, que sa demóustralion se^ 
roit la méme dans le cas oü OB lomberoii d'ime part, el OC de Paulre parir 
velativement aPA; que par conséquent, ce u'est-pisis trop pf^sumer d^ lecteui(|,b 
que de-'lui laisser le soin de s'en assurer par lui^^méme*' 

T H É O-K É M E GVIII.. 

lu^'Sio- Une face et'l'es emgtes spaciaires sur cclte face assujetlissent d déax formes 
4 ¡es anglés solides á trois faces , et ees- deux formes ne différent qui' en 

ce tjue' Pune est antilalére de Vautre^ 

Suppose que DZE (fig. 194), flice dé Pángle solidé ZDEF, soít egaíe á ASF, 
face de Tangle solide SABC, et que les angles spaciaires sur DZE, soient les 
xnémes que ceux^sur ASB; il faut que FZDE, FZEI), soienl respectivemcnt 
egau*i á GSAB,CSBA, ou que FZDE , FZES soient i^speotivonient égaux á 
€SBA, CSAB.. 

Dans le premier cas, considfeVaüt que les anglés spaciaires' qui soíif egant , 
peuvenr* convenir ; si Pon fail coincider la faceDZE del'auglé Z, avec 1» 
fuco ASB'-de Pangle S;. le planFZD, coíncidera avec leplan CSA, et le pía» 
9ZE , avec le plan CSB; de soiie que les trois cóiés de l'atígle Z, coinci- 
deront avec les^ irois eolés de Tangle S , et partant ^ que Z ooüviendra 
avec S. 

Dans le second cas, les angles* spaciaires FZDE, FZED, étatít' réspecti- 
Tement e'gaux aux angles spacnaires CSBA , €SA B ; si l'on faít coincider la 
fece DZE , avec lo» face ASB , le plan FZE , prendra sur ASB une* auue 
inclinaison que le plan GSBj de sorte que les angles solides S, Z ne con- 
TiendroBt pointk Mais si Ton compare Pangle solide ZDEF á Pátígle" solide 
S'A'B'C, antilalére de SAÜC; les cousideraiions quí', dans le preínier cas, 
ont de'montré la convenance de' ZDEF avec SABC , démontrefont celle de 
ZD£F avec SAtB'G y par eonséqueat, lorsque deux angles solides' á troia 
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faces I ont une face égale a une face, el les memos angles spacíaires sur celte 
jFace ; puisque l'un óonvieot nccessairement avec Paulre ou avec «oo anlUaiére J 
ü est ciemoniré , qu'ane face et les deux anglos spacíaires sur celte face , 
assujeUissent á deux formes les angles solides á trois faces, et que ees deux 
formes ne different qu'en ce que l'm^ne est antilatere dú Vautre. 

T H É O R É M E C I X. 

nMi i. Deux faces et Vangle spaciaire comprís entre ees faces ^ assujettissent á 
deux formes les angles solides d trois faces , et ees deux formes ne diffé^ 
rent qu^en ce que I' une est antilatere de Vautre» 

Suppose que FZD, FZE (fig. 194) , faces de Z, angle solide & trois faces, 
soíent de méme grandeur que CSA, CSB faces de S, auire augle solide a iroís 
faces, el que I'angle -spaciaire DFZE , soit egíü á Tangle spaciaiic ACSlí ; il 
faul qu'il y ait egalile respective , entre les faces FZD , FZE et les faces CSA, 
CSB, ou entre les faces FZD , FZE^ el les faces CSB , CSA. Or dans le 
premier cas, si l'on fait ^convenir I'angle spaciaire DFZE avec Tangle spa- 
ciaire ACSB ; la face FZD conviendra avec son égale CSA^ la face FZE 
convicodra aussi a\ec son égale CSB ; les trol» cotes de Fangle solide Z, con- 
viendrout avec les trois cotes de I'angle solide 8; et partaut Z conviendra 

avec S. 

» ^^ 

Dans le second cas , les faces FZD , FZE , élanl rcspecll\ement e'gales atix 

faces CSB, CSA; si l'pn fait convenir Fangle spaciaire DFZE , avec Tánjale 

spaciaire ACSB ; la face FZD , tombera sur son inogale CSA ; la face FZE 

lombera aussi sur son inegale CSB ; par conséquent , deux coles de Fangle 

6olide Z , seront hors de coTncidence relatÍAcment a deux cotes de Fangle 

solide S. Mais si Fon compare Fangle solide ZDEF, a\ec Fangle solide S'A'B'C, 

antilatere de SABC; les raisons qui, dans le premier cas, ont prouve la con- 

venance de ZDEF avec SABC , prouveront celle de ZDEF avec S'A'B'C*; 

d'oíi il suivra , que lorsque deux angles solides a trois faces ont un angle 

spaciaire égal a un angle spaciaire, el que leurs faces autonr de cei angle sont 

respeclivemcnt egales ; le premier convient necessairement avec le second ou 

n.**3i2.avec son antilatere , el partant que , Deux faces et Vangle spaciaire compris 

entre ees faces ^ assujettissent á deux formes les angles spaciaires á trois 

faces j et que ees deux formes ne different qu*en ce que Vune est anti^ 

latére de Vautre. 

Remarque. Nous venons de voir que deux angles solides a trois faces pcuvcnt 
convenir, lorsqu'autour d'ttn angle spaciair0 Jionnéy ils out deux faces egales 
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une á une et placees de méme par rapport a la /iroite et a la gaiiclie. Remar- 

quons que celte parlie du tljeoréme précédent , n'est qu'un cas particuller 

de la proposilion qui porte en general', que Deux angles solides de 11 faces 

chacun peutfent convenir^ quand {n — 1) faces du premier, sont ¿gales 

une d une á (n — 1 ). faces du second ; quand les premieres sont. rangées 

dans le méme ordre que les secondes, et se suivent dans le méme sens par 

rapport á la droite et á la gauche / quand enfin elles ont de part et 

ffautre méxnes inclinaisons respectives sur leurs poisines. Proposition qui 

se demontre par les considerations suhanles j savoir , que les angles 

plans étant capables de convenir , Jorsqu'ík sont egaux , et que les angíes 

spáciaires etant capables aussi de convenir , lorsqu'ils sont égaux ; on {)eut 

d'abord faire cdincider la premiére face de Pun des angles solides en que^tiou, 

avec la premicre face dle l'autre^ puis la seconde avec la seconde; la troisiéme 

avecla troisieme; et ainsi de suite, jusqu'ii la pennltiéme avec la pénultieme; 

et qo'al.ors j les cotes d'im de ees angles solides coincidant un a un avec les 

cotes de Fs*utre ^ ees angles mémes coincident ou convienneat l'un avec 

Fautre^ 

m.^3iS. JLemme. JLorsqu'un plan coupe un angíe solide á irois faces par troís 

poinfs y pris. sur les cólés de cet angle , á égale distance du sompnet j si de 

ce somntei on abaisse une perpendicalaire au plan coupant, elle tombe sur 

le centre du cercle circonscriptible á la section ^ etfait des anglea égaux 

avec les cáiés de Vangle coupé y tandis que ees cótés^mémes font des angles 

égaux sur le plan coupani. 

Snppose que le plan ABC , coupe Tangle solide SABC, par troís poíms 
A , B , G , egalement distans de S y sommet de cet angle ; le pied P , de SP ^ 
perpendieulaire an plan coupant ; tombe sur le centre da cerele circons- 
criptible a la section triangiilaire ABC : Car les triangleis SPA , SPB , SPC 
.peuvent convenir par un angle droit, tm cote eommun, et des hypothenuses 
egales; d'oüH suit que PA , PB, PC, troisiémes eótés de cestriangles, sont 
f^tnt; que par eonsequent le point P , cst en effet le centre du: cercle cir-' 
éonscríptible k la section ABC ; que de plus* , les angles PSA , PSB ^ PSC 
•sont égau:^; et qu'U en est de méme des angles SAP, SBP, SCF^ 

THÉORÉME ex, 

n.^ 5^,Trois faces assujettissent á deux formes les angles solides á troís faces ^ et 
ees deux formes j^e different, qu^en ce que V une est antilatirede Vautre^ 

Le^ faoes d'un angle solide k trois faces ne peuvent se suivre qu^en totumaM 
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ide gaucherá droite on de droíte ii gauche : Les faces ASB, BSC , CSA de 
l'angle solide SASC (£g. 1.97 ) , «e suiveat en .touraaot de gaucb^ á droite : 
Leiirs egales £DZ y DZF ^ FZ£l se sinv.ejit ea touroant de droite k gauche 
Ams Paugle solide ZDEF (fig. 198). . 

Supposé done que par trois points A^ B, C, pris sur les có.lés de 6 ABC , 
¿í egales distances de soa somniet S, 00 fasse passer «m plan ABC ; et que par 
trois poinis D, E^ F^ pris á pareilles dislances du somniet Z , de ZOCF , on 
jasse passer un plací D£F ; les triangles isósceles £ZD^ DZF 9 FZ£ , com- 
pares un á ufl aux triangles isoseéles AoB , BSC, CSA , peuvwt convenir 

• Biv.ee eux , par Fegalite' respeciiv.e de leurs cóte's et de l'augle i^onipris entre 
£es cotes. D'oü il auit que (es bases d«es pi*emiers scuit e'gales une 11 une aux 
bases des siecoiids; que par consequent, les tr^iQgles ABC, P£F som ¿quila- 
teraux entr'eux et jautilatéres l'un de T.aiUne. 

Uliériieur.enieQt doiic il suit de la, que les angles soHdes ZDSjP', 3ABC, 
Be diSerenl qu'eu oe qu'ils sont antilatéi^s : Car le cercle circouscriptible au 
triangle DEF ^ etant de méme rayion que le cercle circopscripúble ^u ^^riangle 
ABC; et les ligues ZD, ZB , ZF étant egales aux ligues SA^ SB, SC; il 
Vensuit qu€ les JLriangles r^ectajigles ZQD^ Z.QE , ZQF peuvent convenir fivcve 
les triangles rectangles SPA , SPB , SPC ^ par T^galite respeciÁv^e de leurs 
bypoth^uuses et d'un de leurs autres cotes; que par^consequent, les perpen- 
dicidaires ZQ], SP sont e'gales ; el partant que , á fon fait oonveiiir H cercle 
D£F avcc le cercle ABC; ^et la eorde DE avec la CQrde AB; ]a perpendi- 
eulaire ZQ conviendra avec la perpendiculaire SP 9 et que les triangles equi- 
latéraiix eutr'eux, opiáis amilatéf es DEF, ABC, reposant sur méme base AB; 
iserviront eux-mémes dé bases; le premier, a Tajügle solide ZDEF; le^econd, 
k Taugle solide SABC; de sorte qu'il sera demontre cpie ees angles solides 
ftOQt sgiiilatéres Fun de Tautne , ^et qu'en general , lorsqu'up angle aolide ¿ 
trois faces est (determine' par ees faces niémes , il n'est suscepjúible que de 
4eux fornies, lesqi^lles sont autilatéres, l'un^ de l'autre. 

^.tfertíssepient. On dait s'attendre á trouver ici u« the'oreme , concem^nt rin- 

' fluence des angles spaciaires sur la forme des angles solides á trois face^ ; mais 
ce theprém^ n.e peuvai;it se démontrer sans le secours de quelques proposi* 
tions , dont on n'a point encoré pris connoissance i j'avertis qu|9 ees piK>po^ 
^Uons soat celles qiá suivettt vnmé<^teme];it. 



CEOM¿TRIE ¿LÉMENTAIRB. 189 

THÉORÉMECXL 

ii.*5i5. Susppoé <iue d*un point S de SP, ptrpendiculaire au plan ABC (fig. /gg ) , 
ron abaisse sur ce plan une ohlique SA , et que dupied P de SP , comme 
centre j apee PA comme rayón ^ on décriue le cprcle ABC í -qu^eusuite , 
d'un autre point Q que le point P duplan ABC , Von tire la ligne QS; 
cette ligne /era dipers angles apee lea obliques qui part<nt da point iS, 
et ee terminent a la circonférence du cercle ABC. Or i.^ de tous ees 
angles , le plus grand est celui que QS fait aveo SA , qui nboutit á 
Vextrémité de QA^ la plus longue des ligues qu*on puisse mener du point 
Q, á la circonférence ABC : a-^ le pías petit est celui que QS fait aptc 
8R > qui aboutit á Vextrémité de QR y la plus courte des lignes qu^on 
puisse mener du pcint Q^dla drconférenee du cercle ABC : 5." par 
rapport aux angles que QS fait apee les autres obliques, ils sont plus 
grandsj lorsque les obliques aboutissent plus prés dupoini A\¡ou plus 
ioin du point R : 4.^ enfin , QS fait des angles aigus apee toutes les 
obliques qui aboutissent á la demi-circonférence BRC , terminée par le 
diamétre BC ^ perpendiculaire au dietmétre RA du x^ercle ABC» 

Souvenons-Dous que , de tomes les droites qu'on peut tirer Au pomt Q ¿ la 
circonfeVence ABC .9 la plus longue est QA, qui passe par le cejitre ; que la 
plus epurte est QR , qui prolongee passeroit par le ceatre ; que les^mo} ennes 
sont plus grandes qui aboutissent plus pr^ de Fextremite de la plus grande , 
et n'oublions pas^ que toules les obliques qui, du point S , TOnt se terminer 
a la circonfeVence ABC, sont jegales. Moyennant ees souv.epirs , nous verrons 
d'abord, que tous les tríangles QSA, QSB^ QSD, eic« ayantuncóté leomniua 
QSj et un second cote ¿gal á l'oblique SA^ renferment entre ees coles un 
angle d'autant plu3 grand , qu^Us ont une plus grande base ; que par couse- 
quent 1/ l'angle QSA est le plus grand de tous : a.^ que Tangle QSR. est le 
plus petit de tous: 3."^ que la base du triangle QSD^ étantplus grande que la 
base .du triangle QSE ; l'angle QSD est plus grand que üangle QSE : 4/ que 
ifis tpiangles SPB , SPQ , ayant un angle droit ; leiu*s faypotfaenuses sont plua 
grandes que leurs autres cotes j qu'jen particulier , SB}> PB et SQ^PQ ; que 
par .consequen t , de PégaUté QB^ = PB« H- PQ^ suit TinegaUté QB^ < SB* H- 
*j8Q' de laqueUe il re'sult^e, que Tangle S, du triangle QSB est un angle aigu, 
et qu'a plus forte raison , les angles que QS fait avec les obliques qui tonibeñt 
en-de-fa d^s ppints B, C, sur la circonférence BRC, sont des angles aigus. 
■L* 3i6. MemarjjueM Paos U c^s partieuUer , oü QS feroit un angle aigu avec SA ^ 
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celle des obliques sur laquelle spn incliaaisoii esl la plus grande; elle en fcrdit 
de plus aigus avec les obliques qiü, du poiñtS, aboutisseut a des points de la 
etrcooférence ABC, .autres que le poínt A. Ajoutons que QS fait un augle 
aigu avec SA, tomes les fois que la somme des angles aigiis QSP ^ PSA y est 
plus petite qu'un augle droit. 

• THÉORÉME Cxil. 

n-^3ij^Du sommei ¿Pun angle solide á trois faces y onpeut toujours iirer par son 
inlérieur uñé infinité de droites y qui fasseni des angles aigus avec ses 
V irois cóíés. 

> 

Soii SABC (fig. 200. 901. 303), un angle solide á trois faces : K par troU 
points A, B,C, pris sur ses cotes ¿1 égales distances de son sommet S, on fait 
passer un plan ABC ; la perpendiculaire SP , abfíissée de ce sommet stir ce 
plan y tombera en dedans de la section ABC ( fig. aoo ) ^ ou sor l'un de ses 
cotes ( fig. 201 ) ^ ou en dehors de sa surface (fig. 2K>2 ; et dans tous ees cas y 
les cotes SA , SB , SC de Fangle soKde , feront avec SP mémes angles aigus, 
lesqnels par conséquent difiererout tous d'un angle droit par le méme angfe 
aigu y lequel soit a. 

Dans le premier cas ( fig. aoo) , du point P , centre du cercle circonscríptible 
a la section ABC , j'abaisse PQ perpendiculaire sur AB , Fun des cotes de 
cette section , et si la droite QS fait avec PS un angle QSP y qui ne soit pas 
plus petit que Tangle a; je reduis QP á telle longueur RP, que l'angle RSP 
soit plus petit que a ; puís du point P comme centre, avec PR comme rayón, 
Je decris le cercle DRE et j'obscrve , que le plus grand angle que les cotes 
SA, SB, SC de Sx\JBC fassent avec les obliques tir¿es du point S a la circón- 
ference DRE , est composcf de deux angles aigus RSP, PSA , plus petíts en 
somme qu'un angle droit; que par conséquent, ees cotes font des angles 
aigus avec une infinite de droites, tirées du sommet S, par Pintérieur de 
l'angle solide SABC. 1 

Dans le sccond cas (fig. 201), du point P comme centre, avec te! rayen 
PF, que l'angle FSP soit plus petit que a^ je decris le cercle FGH et j'ob- 
serve : que le plus grand angle que les cotes SA , SB, SG de SABC fassent 
avec les obliques tirées du point 8 á la girconfércnce FGH , est compose de 
deux angles aigüs FSP , PSA , plus petits en somme qu'un angle droit ; que 
par conséquent ees c6tes font des angles aigus avec toutes les droites tirees 
du point S , á la circonfe'rence FGH ; qu'en particulier , ils font des angles 
oigus avec toutes celies qtú se terminent sur la moitie de cette circonférence , 
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qiñ se trouve (fans le lüangle ABC ; ct partant , qu'en ce cas , on peut tirer 
du point S , par l^iiiterieur de I'angle solide SABC j une infiuité de droiles , 
qiii fassent des augles aígus avec tous ses cotes. 

Quant au trobiéme c^s, danslequel la perpendicidaire SP tombe en dehors 
d\\Cfi , secüon de Tangle soUJe SABC ; je le subdlvise en dcux : Le premier 
(fíg. 202 ) , oÍL Tangie APB est obtus : Le second ( fig. ao3 ) y oii cet angle 
n'est pas si grand qu^ln angle obtus. Dans les figures relatives á Pun et a Tanti e, 
le cercle circonscrit á la section ACB y continué d'avoir pour centre le 
point P. 

Par rapport an premier de ees deux cas (fig. aoa), je tire le diametre DE ^ 
parallélement au plus grand cote AB de la section ACB ; j'abaisse sur CB , 
cote moyen de la section ACB , la perpendiculaire PF j avec PF comme 
rayón j et du point P comme centre , je decris le cercle FOI ; je tire enfin 
les diametres AK , CR , BL ; qui coupent la circonference FOI , par les 
points e^ V, X, et j'observe premierement j que l'arc eux ou xt^e est plus 
grand que 90^, mais qu'il s'en faut de la somme des ares ^I, xO , qu'il soít=s 
i8o^j d'oü il suit que, retranchant ó!eux un are ^(7 = 90^, et de xue un are 
xH — 90^; les extrémites G, H des ares reirancliés laissent entr'elles un are . 
GH = ^I-t-*0: Secondement j*observe que, par rapport á Tare ^G = go^, le 
point A est en telle position, que la ligne AS fait des augles aigtis avec toutes 
les obliques tirees á cet apc depub le point S, et en pariiculier avec celles 
qui aboutissent a la partie HG de cet are méme , j'ajoute que , par mémes 
con^deVations , BS fait des angles aigus avec toutes les obliques tirees du 
point S á Farc GJi. Troisiémement j'observe que Pare xF , sur lequel repose 
Pangle aígu P, du triangle PFB , etant plus petit que 90^; le point H tombe 
au de la du point F ; que par consequent, tout ou partie de l'arc GH, coincide 
avec une partie de Farc euF, Quatriémement j'observe , que le triangle isoscéle 
APC , ayant une base plus peiite que celle du triangle CPB; Fangle APC est 
plus petit que I'angle CPB ; que par conséquent , ees deux angles formant 
ensemble I'angle obtus APB <Ci8o^; le plus petit des deux savoir, APC, est 
un angle aigu , et partant que l'arc ep est plus petit que 90^. Cinquiémement 
j'observe que Faugle P du tiiangle CPF , rectangle en F , etant aigu ; l'arc 
vV est plus petit que 90^; que par conséquent, de ees deux deiiiiéres obser- 
Tations il resulte 9 que la situation du point C est telle , que le cote SC de 
SACB, fait des angles aigus avec toutes les obliques qui , du point S, vont 
aboutir á l'arc epF. Mais il a et¿ prouve , que les cotes SA , SB faisoient 
aussi des angles aigus avec toutes les obliques qui , du point S, alloient aboudr 
a UAe partie de Tare et^t ^ dono dans le cas oü Tanigle ABP est obtus on 
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peiu tirer du sommet S de SABC , une mfi»r(c de droites , qui fassent des 

angles aigns avec ses irois coles. Reste á savoir , s'il en est d^ méjne daos 

le cas ou Tangle APB est ¡Jns petit qu'ua angle obtns. 

Dans ce cas (fig. ao5), deux droites quelcongnes PM, PN, difTerentes 

cependaDi de PA , PB , mais lirées comme elles á des points M , Pf de )a 

sHrface du mangle ACBy fórmeni un angle* aiguMPN; d'oíiril snitqu^ Ml\^<:^ 

MP^-+-NP^. MaisSM, hypoihenuse de SPM es* plus grande que PM; SN 

hypotbémise de SPN est plus grande que- PPfj denc MN*<; SM^-K SjX^j 

done I'angle MSN est aígu ; done une droiie quelconque SM y úrée du point 

S a la surfaee du iriangle ACB', fiait des angles aigus arec toutes les droites 

tirees de ce peint a la surfaee dü triangle ABG; done elle fatt des angles aígus 

avGC les irois lignes SA SB, SC ; done du sommet S de SABC il est toiíjours 

possible de tirer, par Pinte'rieur de cet angle solide , une infinité de droites, qui 

fiíssent des angles aigus avec se^ trob cotes, dans lis cas eü'la section ACB est 

telle, que Kangle APB est ua angle plus petit qu'un angle obtus ; dono íinale- 

ment , dans tous les cas , il est possible de tiren du sommet , par rinteneur d'ua 

angle solide a trois faces ^ une infinité de droites, qui fassent- des angles aigus^ 

a?ec se» trois cotes. 

T H É QR EME GXIII. 

n*. ^98*Quel que soitun anglésoUite d trois faces,, il s^en trouve toufours un auíre^ 
entre lequel ef luí il y a ce rapporÍ\ que lea faces de I' un sont respec- 
tivement égales aux angles de suiie des angles pUans des angles spaciaires 
de Vauire. 

SABC (fig- 2o4) représente un angle solide a trois fiEices, et la droite SP 
est une de celles- qui passent par son inte'rieur , en faisant des angles aigus 
avec ses trois cotes. Supposé done que cette dl^oite soit coupee perpendi- 
culairement par un plan ABC ; ce plan coupe nécessairement les trob cótcfs 
de SABC, atteudu qulls doivent fuire sm* lui des angles SAP, SBP, SCP y 
respectivement égaux aux complemens á un angle droit de SPA , SPB , SPC. 
Or le point P étant en dedans des trois faces ASB, BSC, CSA de SABC^ 
si de ce point on abaisse sur les plans de ees faces les perpendiculaires P£, 
PF , PG , 1.^ Fangle EPF est égal á Tangle de suite de Tangle plan de I'angle 
spaciaire ASBC p.* 2^3 : 2^. I'angle FPG est égal a Pangle de suíte de I'angle 
plan de¡ I'angle spaciaire BSCA : 3.** enfin I'angle GP£ est e'gal k I'angle de 
suite de I'angle plan de I'angle spaciaire CSAB. 

Prenons maintenant en considération P£FG , angle solide k trois faces EPF , 
FPG , GPE , et observons en premier lieu , que la face EPF , passant par 
PE , PF , respectivement perpendiculaires aux plans ÁSB , BSC , ést per- 
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peadiculáire a ees plans, lesqnels récíprofpiemenx lui éianl perpcndiciilaireíi ;^ 
Feur commuDe section SB, esi perpciidlcnLaire sur EPF. Obsenons ea-seeond' 
Keu, que la face FPG, passant par PF, PG, respeclivomeni' perpendiculaires 
aux plans BSC, CSA , esl perpcndículaire a ees pláns, lesrpiels róciproquement 
]üi élant perpendiculaires , leur commiuie section SC, esl perperidiculaire sur 
FPG. Obser\ons enfín en trobléme lieu, que la face GPE ,- passant par PG, 
PE, respeciivement perpendiculaires aux plans GSA, ASB, est perpcndícu- 
laire á ees plans , lesquels re'ciproquemeul Itii étanl perpendiculaires , leur 
QOmmune section SA, est perpendículaire sur GPE. 

De ees trois observations il resulte-, que le» cotes de l'ángle solide SABC, 
soqt perpendiculaires un-a-un aux fiaces de Tangle solide PEFG , entre les-' 
quelles se trouve le- polnl S;- que par conséquent , la face ASB* de • SABC ,- 
est égale á l'angTe de suite de l'angle plan de l'angle spaoiaire GPEF nk** ^9^-; 
que la face BSC de- SABC, est égale á l'an^e de suite^ de^ Taugle plan dé^ 
Páogle spaciaire EPFG; qu'enfin la face CSA de SABC, est égal& á' l'angle 
de suite de- Tangle-plan de r^anglespacTaire'FPGE; et partaul que, quel que 
soii SABC y angle solidé á trois face» , il s^en troupe toujour-s un auíre 
PEPGj entte lequel et liii il'y a ce rapport , que les faces de Vun sont 
respectiuement ¿gales aux- angles de suite des- anglea plans des'onglés^ 
spaciaires de l^autre. 

Dénomination. L'on dit dé déux angles solides a trois faces, qu'ils sont 
Supplémentaires l'un de I^autre, qiiaud ils oüt enlr'eux le rappoFt qmi vient 
d^tre énoucé. 

THÉORÉME CXIV. 

^¿•'•$ia,.Trois angles spaciaires assujetlissent a déux formes les angles .solides a 
trois faces ,. et ees déux formen ne different qu^én ce qii^elles sont anti-' 
la teres Vune dé Vautre. , 

Supposé que SAlJG, ZDEF (ffg: 194)", angles soltdés a trois faces; soieni 

stipplementaires l'un de. Tautre , et que les trois angles spaciaires de SABC 

soient domics; les trois faces de ZD£F sei*ont' détermine'es ; par conséquent 

U ne sera susceptible que de deox formes, ^autilatéres-l'uue de I'autre. R^ci^r 

proquement, les angles spaciaires de ZDEF étant acluellement determines, 

les faces de SABC le seroni aussi , et partant , ses angles spaeíaires l'auront 

assujetti á deux formes , dont toute la dififérence consistera en ce qu'elles serom 

antilatéres Pune de Pautre. 

Obserpation. Nona veoens ^« prouTer, que les angles solides k trois fac«^ 

a5' 
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sont assujeltis á deux formes anlilaléres par Jeurs angles spaciaíres , ct nous 
avons demontre plus h<jut , qn'ils éloíisnt aiissi assujetiis a deuiL formes anli- 
laléres 1.** par une face el Jes angles spaciaires sur cetie face: 2.® par deui 
&Mces el l'angle spaciaire comprís enlre ees faces : 3.<> euQn par iroís faces* 
Reste done á savolr i.®á quoi ils soal assiijeitls , par deux faces el Tun des 
angles spaciaires non compris enlre ees Caces : 2.*^ par imé face el deux 
mangles spaciaires, í'uu sur celte face, J'auíre en opposition a ceiie face? Telles 
sonl les- deux queslions qui se pre'^enlenl en ce nioment ; mais j'avcriis , que 
lorsqne je m'en occuperai,"je ne coftside': erai pas ranlilaiérisme comme meltant 
une diíTérence de forme enlre les angles solides^ que je ne regarderai ees 
angles comme dilfe'rens par la forme , qu'aulanl que la gran Jeur des faces et 
angles spaciaires de l'un , ne sera pas la méme á tous égards, que la grande ur 
des faces et angles spaciaires de l'autre. 

Lemme. Lorsque le plan (Tun angleSilB de grandeur donnée {Jig 2o5), 
fait sur un plan CAB un angle spaciaire dennéSBAC , celle des jambes de 
Vangle SAB qui s^élive au-dessus du plan CAB , savoir SA # fait sur 
n»* Sao. CAB un angle SAP , qu'on peut toujours construiré. 

Pour demontrer ce lemme , je doune d^abord á SA une longnenr a nioi 
connue ; et aprés avoir abaisse SL perpendicu'aire sur AB, piiis SP peipen- 
dlculaire au plan CAB ; je tire les droites PL , PA ei je vois , qu'il m'est 
possible de construiré le iriangle SLA, puisqtle j'en coniiois riiypoüiénuse SA 
et Tangle SAL = SAB. J'obser\'e ensuiíe , que le plan Í'PL eianí perpendi- 
cnlaire au plan Cx\B, et passant par le milieu SL du plan DBA , l'angle SLP 
est l'angle plan de DBAC, angle spaciaire donnéj que par conséquent je peux 
construiré le triangle reclangle SPL, vu que la construciion du triangle SLA 
m'en fownit riiypolhenuse SL , et que son angle SLP m'^st conuu par siip- 
position. Epfin , de la construciion de SPL , je passe á la construciion de 
SPA , dont j'ai determiné riiypoihénuse SA , et dont je irouve le colé SP 
dans SPL. D'oü je conclus finálement , que l'angle SAP est copstruit , puis- 
qu'U appartient a un triangle construit. 

PaOBLÉME XLIX, 

xl^^Z^x, De cambien dejormes uH angle solide á troisfaees est-il susceptible quand 
a est determiné par deux faces et Vim des angles spaciaires hors de 
ees faces ? 

Supposé que Z repr^seiite un angle solide á trols faces a, &, c respectivement 
opposees á 9es ijtDjgl^s spapiaires A; B^ C; le probléme peut a'e&o&cer ea ce$ 
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termes : De combien deformes Z est-il susceptible^ quand il est determiné 
par deux de ses Jaces a, bj et l^angle spaciaire 5, sur la face a , et en 
opposiíion á la face b ? Question qui se decompose en neuf autres , quand 
¿'une parí, on fait l'angJe spaciaire B succcssivement drok, aígu et obtus, 
et que d'autre part , on fait aussi ]a face a successivement droite , aigue et 
obtuse : Car alors , chaqué valeur de B se combinant avec chaqué valeur d'a, 
3 en resulte les neuf questions suivantes* , 

B==90*, a=90", b-^hl 8=590% rt'<90% b^=^h'Í 8=^90% a^^^tjT, biü=th7 
B<90%fl=90%¿^=6? B<90%a<90%/; = 6? B<90% a>90% ¿ = ¿7 
B]>90%a=90", 6=»6? B>90%o<90% ¿»6? B>90% a>90% ¿¿«t? 

Par la prcniíére desquelles B = 90^, a =:í= 90^, bziz^b? Pon demande, de 
combien de formes Z est susceptible , qr.*r.jd son angle spaciaire B est de 90^ ; 
que sa face a est aussi de 90^, et que sa face b n'est astreinte qu'i la valeur 
qui lui oonvient córame qnantiie donnee: Parla seconde desquelles B =90% 
a<C^QO^ ^ b=^b ? Pon demande , de combien de formes Z est susceptible, 
quand son angle spaciaire B est de 90^; que sa face a est plus petiie que 90^^ 
el cfue sa face b n'est astreinte qu'á la valeur qui lui convient comme quantiie' 
donnee , et ainsi des autres» J'ajouterai que y mettant a pait la premiere de 
ees neuf questions , les huit autres peuvent se coupler de maniere , que ceiles 
de chaqué cauple ayent des solutions fort ressemblantes ; c'est pourquoi je 
les couple de cette maniere , afin que la solution de la premiere de chaqué 
couple, }ette da jaur sur la solnüon de la seconde^ 

1 .•" coaple , formée des qireslíoDs 2 , S B= 90*, a <^ 90% 5 :±= £ ? B=í 90**, a^>Q(^, í =¿ ? 

2.^ couple , formée des queslions 4,7 B<^9o", 0=90% br=,h? B^90% 0=90*^ ¿=6? 

3."* couple, formée dcsi questions 5 , 8 B<^90% a<^9o", b=^b7 B];>90*, a<^Qó^, b±^b7 

4."* coup\e , formée des quesiions^ 6 > ^ B <C 9^"; ^^ 9^*> b=^bl B^ 90% «^>9a% brattb? 

Je ferai a chacnne de ees queslions la réponse qui lui con\iei^t; maís je 
supposerai que le lecteur ail présens a Pesprit les théoremes LXXV et CII , 
afín que je ne sois pas oblige' de les citer toutes les fois que j^en ferai usage. 
Ces théorémes oni éte demontres au moyen de la fig. 19ÍI , da&6 laquelle , 
d'un poinl S de SO , oblique au plan ABC , Pon a abaissé sur ee pTan la 
perpendiculaire SP ; mene ensuite du poinl P , par le poinl O, PB ligne des 
plus grand el plus petii angles de SO sur ABC , et tire enfin par le poinl O , 
AC perpendiculaire a PB; de sorie que le plan SOP 6u SOB, est perpendi- 
culaire au plan ABC, et que les angles SOA , SOC soni des angles droits^ 

De ces préliminaires , je passe á la solution de la premiere des queslions 
propos^es , savotr , B «=i 90^ , a ss=90^, ¿ ss ¿ ? et supposant (fig. 199 ) , qtie 
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Sfaug^d SOP , qui est perpendiculaire au plan ABC , solí xui aogle drok ; afin 
jqu'íl represente la face « = 90^, et que B =5:90^^ solí reprefsenté parí!angle 
«pacialre SOPA; j'observe que SOP, face de Z,, foumissant deux cotes ¿ cet 
;angle solide; le troisiéme doit «e trouver sur ABC, plan duquel Z emprunte 
^ seconde face; que par cousequ^nt, la conslruction de Z oe peut s'achever, 
.qu'en tirant du poiot O , sur le plan ABC , une droite avec laquelle SO fasse 
•un angle cgal a la face b, Mab par suppositioa, -l'angle SOP est a la fots droit 
et perpendiculaire au plan ABC ; done SO est aussi perp^endiculaire á ce plan ; 
done elle fait des angles droits avec tomes les droites tírées de son pied sur 
ee plan méme ; done a moins que la face b nc soit droite , la coBStructiojí de 
Z. est impossible , niais si elle est droite , la conslrucüon de Z est possible 
d'une ui&nité de mauleres , qui lui donnent pareil hombre de formes difle-' 
remes , tanl par la face qn'elles ont sm' le plajti ABC, que par Tangle spaciaire, 
qu'elles opposeixt a oeiie face. 

Je viens á presenl aux queslions déla premiére couple B=90^, a <Z 90^, 

b=>bl B=go^, a^ 90^, b=b'? et dans le dessein de repondré ¿ la premiére, 

je suppose (fig. 19a) , que SOP représeme la face a<^90^, et que Pangle 

spaciaire droit SOPA represente B== 90^. J'observe ensuite , que SOP face 

de Z, lui fourj;iissaiit deux cóte's; il fa«t que le troisicme se trotive sur ABC; 

que par eonséqnent sa conslrnctiou ne peut s''aGliever, qu'en tirant du polnt O, 

sur le plan ABC, une droile 0£ , á\ec laquelle SO Casse un anj^e SOE=:6. 

J'übserve en second lieu, qü'aucime droite lirée du point O, sur le plan ABC, 

ue pent reraplacer OE, si ce ri'est ON , parce qu'il n'y a qn'ON , qui fasse 

sui' OP , VLB aogle NOP =:;= EOP; que par ccgrisequent Z ji'est suseeptü^le que 

des deux formes OSPE , OSPN , lesquelles étaat antilatéres , pe Gbmptent 

que ponr míe. Pajoute qi^e Z ne seroit susceptible d'aucune forme, si la face 

ft^u'etoit pas moyenne entre SOP = a et SOB = 180^ — a I Car suppose' que 

S fut égale h SOP ; OP seroit k la fois second et troisiénve cote de Z , ce 

q4n réduiroit cet angle solide a Pangle plan SOP : suppose que b fiit e'gale a 

SOB; OB seroit le troisiéme eóte' de Z, ce qui réduiroit cet angle solide á 

míe surface plaae SPB : suppose enBn que híikt, ou plus petite qi^ SOP, 

^ou plus grande qiwe SOB ; ü sejoit impossible de tirer du point O, sur le 

plan ABC , ujae droite avec laquelle SO fit un apgle == b. — -r- Quant a la 

questioa B ==: 90* , a ^ 90®, b= b? je suppose que SOB représente la face 

a> 90^, et que T^pgle s[)aciaire droit SOBAreprésejite B-=90^ ; puis j'observe, 

jque $0B| f^ce ^e Z, lui fpurnis^nt deux cüté$, il f^ut que Je troisicme se 

irouve sur ABC ; que par conséquent sa construciion ne peut s'acliever, qu'ea 

iira^i du ppyít .0^ sur jie plajx ABC, uae drpite OT ^ ^vec Jaquelle SO-, £isse 
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,«n angle S0T=6. Pobserve en second lieu, qu'aucune droiie ihée <6i polnt 
O, sur le plan ABC, ne peut suppléer OT, si ce n'eal OL, parce qull n'y a 
qu'OL, qui fasse sur OB un angle LOB=TOB , que par conséquent Z n'est 
susceptible que des deux formes OSBT , OSBL , lesquelles ¿tant aalUatcres- 
ne coniptent que pour une. J'ajoute que Z ne pourroil résulter d^aucurve* cons- 
truction, ala face b n'etoit pas de grande ur moyenne entre SOP = i8o^-^ 
a ct SOB = a, 

J'entreprends a present les questions, de la seconde couple B<C90^> tf=^ 
90^, 6=6? (fig. 19a) B>>90^, a=90^, 6=6 ?.et €oma>en9ant parla premiere , 
je donne a l'angle plan SOA = 90^ = a , telle inolinaison sur le plan ABC , que 
Tangle spaciaire SOAP soit*=B <C90^, pnis j'observe 1.* que la construction 
de Z ne peut s'achever , qu'en lirant du point O , sur le plan ABC, une droite 
OF , avec laquelle SO fasse un angle SOE = 6 , seconde face donnée de Z : 
a.^ que celte droite OF n'a de suppléanic qu'OM , parge qu'il n'y a <pi'OM 
^ui faáse sur OP un* angle MOP = FOP ; que par consequent , lorsque 6 est 
iiioyenne entre SOA==a et SOP, Fangle solide Z , n'esl susceptible que de 
deux formes OSAF , OSAM , lesquelles différent Tune de l'auíre , tant par 
l^urs faces AOF , AOM , que par deux de leurs angles spaciaires , et eu 
particulier par SOFÁ , SOMA , dont l'un est complement de Tautre a deux 
^mgles droits. Pajoute que lorsque la face 6 est egale á SOP \, angle plan de 
Tangle spaciaire SOAP =B , les deux formes OSAF , OSAM se reduisent k 
«ne OSAP, et que , soit que 6 soit égale áS0A=a=90®, aoit que 6^S0A , 
ftoit enfin que 6 <^ SOP ; Z n'est susceptible d'aucune- £»rme y paroi qu'en ce 
demier cas, il est impossible de tirer du point O^ swr ie plan ABC^ une 
droite qui fasse avec SO «n angle plus petit que SOP— — Quani a la question 
B]>90^, a = 90^, 6=6? je commence par dónner a Taiigle j^lati SOA =90^= 
a y telle inclinaíson sur le plan ABC, «qué l'angle spaciaire SOAB 80Ít=B, 
piús j'observe 1 .** que la construction de Z ne peut s'ncliever, qu'ea tirant du 
point O, sur le plan ABC, une droite OT , avec JaqucHe SOiftsse un angle 
S0T=s6, seeonde face donnee de Z : 2.^ que eette droite n'a lie suppléante 
qu'OL; parce qu'ü n'y a qu^L , qui lasse sur OBün angle LOB = TOB ; que 
par consequent , lorscjue 6 est moymne entre SOA ^= a =í 90^ et SOB ; Pangle 
solide Z n'est susceptible que de deux formes OSAT , OSAL , lesquelles 
.différent Pune de Pautre , tant par leurs faces AOT , AOL , que par deux de 
leurs angles spaciaires, et en particulier par SOTA, SOLA, dont Tun est 
complémomi de Tautre m deux.^ angles droits.: J'ájoute <jue lorscjue la face 6 
est egale k SOB, angle plan de Tangle.flflaciiúhe SOAB =r B les deux formes 
OSAT^OSALse riéduisent ¿ uno QSAB ^et^iie/^it'que 6^=:; SOAsa = 90* 
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dans letpicl b > SOB ; parce qu'il esl impossiI)Ie de lirer da poíot O , sur 
. le plan ABC, une droiie a\ec laquelle SO fasse un angle pkis grand 
que SOB. 
> J'aborde enfin les questions de la qnatriéme et dcrniére couplc-, B <C 90^ r 

a}> 90^, 6s^6? B^ 90^, a^90^, ^=6? el dans le dessein de repondré a la 
premíére , je commence par donner á un angle plan SOH = a , telle ¡ncli- 
naison sur le plan ABC^ que Fangle spaeialre SOHP soil = B , puis j'óbsene 
1.0 que la consiniciion de Z ne peut s^acliever, qu'en tíraut du poínt O , sur 
le plan ABC, une droile OE , avec laquellc SO fasse uh angle SOE =6 : 
a.^ que ce«e droile OE n'a de suppleante qu'ON , parce qu^ n*y a qu'ON 
qui fasse sur OP un angle NOP=^EOP; que par consequent , lorsqne b est 
raoyonne entre SOV=±= 180® — a el SOP, l'angle solide Z esl suscepliljle ric 
deux formes OSHE , OSHN , lesqnelles díflerenl Pune de l'antre , tanl par 
leurs faces HOE , HON , que par deu^ angles spaclaires , et en pariiculier 
par SOEH : SONH , donl l'un esl comple'meiil de Taulrc á deux angles droits. 
tTroisicmement j'observe , qu'il y a irois cas dans lesquels Tangle solide Z n'esl 
susceptible que d'une forme : Le premier dans lequél la face b esl e'gale á SOP; 
parce qu'alors , les deux formes OSHE , OSHN se re'imisserK en OSHP : Le 
second , dans lequel la face b esl plus peiitc que la face a =: SOH , mais 
plus grande que 180^ — a = SOV; parce qu'alors, bien qn'il soil possible de 
tirer du poinl O , sur le plan ABC , dejax droites OG , OT , avec lesquelles 
SO fasse des angles SOG , SOY egaux á b ; toulefois , OY tombanl 
du colé opposé á celui oü il faudroil qu'elle vombál pour que Tangle solide 
OSHY Fepréseniat Z ; OSHG eslíe seul qui le repre'sente : Le iroísieme enSn^ 
dans le^juel b = SOV = 180® — a ; parce qu'OX , ínclinée sur OP comme 
l'esl OV, concoun seule aformer un angle solide OSHX fepresentalif de Z. 
J -a joule qu'il y a trois cas dans lesquels Z n'esl susceptible d'aucune forme : 
Le premier dans lequel la face b esl plus grande que la face a == SOH; parce 
rpi'alors les deux lignes qui parienl du póinl O, en faisanl avec SO des 
angles egaux ¡a b , lombent du cote oppose' á celui oü il faudroil qu'elles 
tomhasseul, poiu- qw'il en re'suhál des angles representatifs de Z: Le second, 
dans lequel la face b esl égale á SOH =^ SOK : Car l'angle solide OSHK , 
qui rcsuhe de ceiie supposiiion , ne peul rcprésenier Z ; altendu qu'il oíFre 
deux angles spaciaires egaux á x8o^ — B, au lieu de les offrir egaux a B : 
Le iroisiéme cnGn , dans lequel la face b esl plus peiite que SOP ; parce qu'il 
est impossilJe de lircr k^m poinl O , sur le plan ABC , une droile avec 

laquelle SO fasse un angle plus peiii que SOP. Quanl á la queslion 

B>90% a><)0^,¿=6? je commence par doñner a Kngle plan SOH«= a 
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90^ , lelle- ii)c1inaisoD sur le plan AfiC , que Tangle spaciaíre SQHB soit ^= 
B^go^; puis j^observe 1.* que la -construcüon de Z ne peut s'achevev, qn'en 
tiíant du point O, sur le plan^ AfiC^ une droíieO T,;avec laquelle SO fasfc 
tm angle SOT = 6 : a/ que ceue drohe n'a de- suppleanie qu'OL , parce 
qu'il n'y a qu'OL , qui fasse sur OB un angle LOB 3=T0B; d'oíi je concliis 
que lorsque b estmovenne entre SOH= a el SOB, Pangle Z n'est susceptible 
que de* deux formes OSHT , OSHL , lesquelles différent Pune de Pauíre, lailt 
par leurs feces HOT , HOL , que par deux de leurs angles spacíaires , el en 
particulier par SOTH,. SOLH^ qui sont comple'meiis l'nn de l'autre á deux 
angics droits. J'ubserve en iroisiéme lieu, qu'ü y a trois cas cas dan&^esquels 
Z n^est susceptible que- d'une forme: Le premier, dans leqiiie] la face b est 
égtJe a Tangle SOB ; parce* qu'alors , les deux formes OSHT , OSHL se 
re'unissent en OSH'6 : Le second , dáns lequel la face b cfsl egale S la face. 
a= SOH"} parce qu'álors , les lignes OT , OL coíncIdeiHT, fá pil^miére avec 
OH, la secondc avec OK , inclínee sur OB comme Pest OH; que par con- 
séquem ,. OSHK est la. seule forme dont Z soit susceptible : Le troisiéme 
eufín, dans lequel la face b est plus peiiie que la face a = SOH, mais plus 
grande que 180^ — a = SOV; parce qu'alors, bien qu'il aroit possible*de tirer 
du point O, sur le plan ABC , deux droites 0/7»*, O/í , a\ec Icsquelles SO 
. fasse des angles SOm , SO/2 égaux á 6 ; il n'y a pourtant qu'O/i qui complete- 
Utt angle solide OSH>z représentatif de Z. Pajpute qu'il y. a trois ca&, dans 
lesquels ^ n'est susceptible d'aucune forme : Le premier , dans lequel la face 
b est = 180^ — a = SOV; attendu qu'alors, il se red uit d'une parra la siuface 
plañe SHV, et de Pautrc part, a 08HQ , qui subsiitue a B , son angle de 
suiíe 180^* — B : Le second , daris lequel ¿ est plus pelite que 160^^ a =3= 
SOVj parce que les deux ligues , qui tirees dii point O ,. sur le plan ABC , 
font a\ec SO des angles e'gaux á 6 , tombent du cote' oppobé á celui oü il 
faudroit qu^elles tombassent , pour qu'il en rd^ultát des angles repré^entatifs 
deZ-: Le troisiéme enGn, dans íequel b est plus grande que SOB ; parce 
qu'il est íñipossible^ de tirer dti point O , sur le plan ABC , une"- droite qui 
fasse avec SO un plus grand angle que SOB. 
3¿2. Conséqúence. Toutcs les fois que les données B, a^ 5, ont determiné Pan- 
gle solide Z„ deiqaniére qu'il fut capable de deux formes^. nous avons vu qtie, 
Pangle que faisort la face ¿, sur le plaíi ABC , dans Pime de ees formes, étoit 
le comple'm^nrá deux droits de Pangle^^que faisoit la faecr d\ sm* le plaÉ ABC, 
dans Pautre forme : Faf* conséquem, lorsque deux angles solidé^ a trois faces, 
sont determines par les mémesdonnée^B,a; ¿, et que Pim et Táutrc se tromcnt 
dans le Gj^ de revétir deux formea;. si* Pangle que fait b sur ABC, n'est pos 
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<le déme nom dans le premier que dans le second ^ ib ne penveot in convenir 
ni étre símplement antilatéres : Si au eontraire l'aoj^e que (ait b aur ABC ^ est 
de méme nom dans lous les deuií^ il est aossi de méme grandeur; d'oü fl 
resulte qüll ne leur reste que faltemaúve» de pouvoir oon^emr, en d^étre 
antilatéres^ 

n*.3d5« Resuma y qui presente les questions du Prob. XLIX y dans Tordre qu^on a 
Auiñ pour y r«fpondre ^ et le sommaice des ré[K>nses quW y a iaites# 

Premiare questioe , BaBB:90% as=90«, t=c¿? 
M^mte. Z est susceptible d'one ioíiiijié defoitnes, quaad la face b est droite. 
Z a^est susceplíbLe d'jmcune fome , quaad la &ee b ii*est pai droite. 

Secoade quesdon, Bccgo*, 01^90% bssbl 
Mép* Z est fUscepliMe d*uB^ forme, quaad b est mojenne eatrc- a et i8o*««*& 

Z ntest suspeptíble d'aucuae forme, quand b n*est pas atójense entre a et 180*— tf. 

Troiá^me qoestion, Bssgo*, a^go*, &ss¿? 
IZ^p. Z est snsceplUile d^une forme , q4iand b est moyeane eatre 180*"— a et «• 

Z a'est soscepiible d'aaccme forme, qvand b n^tpas mojenae entre i8ó*-«-a eta. 

Quairt^me question, E^go*, 0=90-^, b^scb7 
Hép, Z deitt formes, quand b est moyeone eatre SOP, angle plan de B, et la face a» 
Z une forme, quand ¿e=SOP. 

Z poiat de forme, quand ¿«^SOP, quand b=^a^ et qnand b'^a. 

Cinquieme question, B^90% 02x90% ¿=¿? 
M^p, Z deux formes, quand b est m^oyenne entre la face a et SOB, angle plan de & 
Z une formc^ quand b 3=: SOB. 

Z point de forme, quand ¿^>SOB, quand &^a,et quand b<^aé 

Sixiéme' question, B-^go**, a-^go**, bza^b? 
lUp, Z deux formes, quand la face ¿ est raoyenne entre SOP et la faee a» 

Z une forme, quand ¿ssSOP^ quand ¿=0, ét quand b est mojenne entre m et 180*— *a. 
Z poinl de forme, quand ¿^SOP, quand ¿ =z 1 80*"*-' a , et quand ¿^i8o***aii 

Septiéme question, B^go*, a ^90* 6=5? 
Mép.Tt deux formes, quand la face b est mojenne entre 180''-— a et SOB. 

Z une forme, quand ¿asSOB, quand ¿sae t8o*.«-a, et quand b mojenne eatreaet 1809— a* 
Z point de forme, quand ¿<^a, quand ¿=e/k, et quand ¿^SÓB« 

Huittéme question, B^go®, <>^90S ¿=3:&? 
A{p. Z deux formes, qnand la face b est mojenne entre SOP et i8o«— -a«/ 

Z une forme, quand ¿acSOP, quanS ¿= 180*"— a, et quand b moj.* entre 180*— a et Oé 
Z point de forme, quand ¿^SOP, quand ¿esa ^ et quand 6^ a/ 

Neufi^e queation, B^90% 0^90% 6 = 6? 
JK^Pj! Z deux formes, quand la face b est mojenne entre la face a et SOB. 

Ji une forme., qnand ¿:=:SOB, quand ¿:;=a, et quand b est mojenne entre 180*— aet<i« 
Z pbint deforme, qoand ¿^SOB, quand fr6i?i8o*—^^et quand (^180**-— a» 
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.^3ai. Moyennant ce resume, un aogle solide á.trois faces etant donn^ j par deux 
de ses faces a, ¿, et Tangle B Iiors de ees faces; on peut repondré k la ques- 
tion f Cet angla solide est-il poasible ou impossibUj ei au cas qu^il soit po:^ 
siblej admet-il une ou deux formes? Ainsí par exemple, suppose que Faugle 
Z soit áormé par a=:lo5% ¿=s8o**, et, B=5o^j U resulte de la reponse á la 
questloB B<C90*, a ^90% b=^b? que la- face 6:£=8o , etant moyenne entre 
180*— a et a j c'est-aKlire, entre 76 et io5 degreV; Z n'admet qu'une forme. 
Mais dira-t-on, sí Pahgle solide Z ctoit donné par 0=95% 6=i=8o*, et Bi=5o', 
la reponse a la question B<C90**, 0^90*, 6=6? feroit eonnoitre 1.^. que la 
face 6=80*^, n'etant pas moyenne entibe 180*-— a et «, e^est-á-dire, entre 
85 et 96 degres 9 Z n'^est pas dans l'un des cas ou U n'esf susceptible que d'un« 
forme: ;2.^ que la face 6=s8o^, n'etant pas plus grande que la face a=95'*j 
Z n'c^t pas non plus dans l'un des cas oü il n'est susceptible d'aucune forme; 
que par consequent il faut recourir aux autres articles de cette réponse , pour 
apprcndre quel est le sort de Z. Or ees articles faisant de'pendre ce sort , de 
la comparai^on de b avec les angles SOP , S OB , qui ne sont pas exprimes en 
degre's; il ne peut rien en résulter par rapport a ZI 

V Je reponds que lors qu'oecupé de la solution du Prob. SLIX , j'aí parf^ 
de Fangíe droit,. comme contenant 90*; ee n'a pas éte pour le comparer avk 
degre, maís pour le rcpre'senter par le signe eommode de 90^. £ú ge^^aí^ 
pcndant tout le tems que je me suis occupe de cet^te solution , je n'aip jamáis 
eonsidere' les angles sous le rapport qu'ils ont au degr¿; je ne les ai consideres- 
que comme des portions de surfaces planes qu'on pou\oit construiré, etappli-^ 
quer ensuitc les unes sur le« autres pour savoir quelles e'toiemles plus grandes, 
qncUes ¿toiont les plus petites. Cette solution n'est done relative* qu'a des an- 
gles donne's par construction ; elle ne r^ond done pas k la' question , Les 
données B , a^ by sont de tani de degris , de combien de formes Z esUil 
susceptible? mais elle repond ¿ la questios^, S^ a^b sont donnies par coks-' 
truciion , de combien de formes Z esUil susceptible ? Or les angles SOP , 
SOB peuvent se construiré , n.^ Sao; done ils peuvent se comparer aui angles 
B, a, h; done toutes les questions renfermees dans le Prob. XLIX sont r¿- 
solues. J'ajouterai que , si la Geométrie Elémentaire passe des angles B, a^ 6, 
€omme donoés par construction , a la construction des angles SOP, SOB: elle 
ne passe cepeadant pas, de la graduation des angles B , A^ 6, ^ la gr%duation 
^ des angle9 SOP 9 SOB: Ce passage n'est ouvert qu'a la TrigoA9m¿trie. 
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PROBLÉMEL. 

n:** 525. De cambien deformes un an/rle solide d trois faces esUii susceptible j quand 
il est determiné par une face et deux angles spaciairesj Vun sur ceUe 
face y tauire en opposiiion á cette face? 

9 

Z' est un angle solide á tro\3 fj»ces/7, q^ r, respedivemeat oppcksées a ses 
angles spaciaires, P, Q, R; ojoi demande de combien de formes il est sosceplibley 
quand il est determine par sa face q , et &es angles spaciaires P , Q ? 

AGp de repondré a cette questiou, je la decompose .dans les neuf suivantes. 

' y=90% P=90% Q=Q? g=9o% P<90-, Q=Q? ^«=90% P>90*, Q=Q? 
rC90% P=9o% Q=Q? 9<90% P<;90% Q=Q? g<90^ P>90% Q=Q? 
^>90o, P=.9o% Q=*:Q? y>9oo, P<9o% Q=Q? í>90% P>90.,Q=< 



Par la premiére desqiielles on demande , de coml^ien de fornxes Z' est siés- 
ceptible , quand s^a face q^ est de 90"*, son angle spaciaire P, de 90^ et son angle 
spaciaire Q, de la grandeur qui Jiii convient comrae quantité donne'e, saosautre 
astrictioi;!. Par la seconde xlesquelles 5^=90*, P<r90% Q=:Q? Fon demande , de 
combien de foru^cs Z' est susceptible , quand sa face q est de 90% son an{;le P, 
plus peút que 90", et soi;i ang]e Q, de la grandeur quilui couvieiit jcomme quan- 
tile donnee , sans autre astriction* Et ainí^i des autnes. 

Je remarque ensuite, que si l'on isole la premiére de ees neuf questioDS ^ 
les suivantes peuvcnt se coupler de maniere , que celles de chaqué couple 
aient des solutions fort ressemblaotes; c'est pourquoi }e les couple en eflTet 
de cette maniere , afin que le lecteur ¿daire par la solution de la premiére 
<^uestion ^c chaqué couple y saisisse plus ais.emeut la solution de la seconjde. 

i.*"cohpl€,com posee des qaestions 2. S ^=90% P<C9®%Q=Q^ 7=90*> P^90% Q=Q? 
O.^ coaple, composée desquesUont 4. 7 gKj^'^t P=90®, Q=Q? 7^90*, P=:90*', Q=Q ? 
?.■** couple, coqaposée des queiiioqs 6. 8 f<90% P<[9^**> Q==?Q? $'>^o% P<C90% Q=Q ? 
4."** couple, coQaposée des quesiiona 6. 9 í?<^90% P^go», Q==Q? 5^^900^ P^90% Q=Q? 

De ees preliminalres , je passe k la solution de la question isolee , savoir, 
y:±r9o®, P=9o'*, Q=Q? et supposant (fig. 19a ) , que Panglc SOP soít droit, 
afin qu'il represente la face q=:2(fy et que Pangle spaciaire SOPA repre'sente 
P=s:9o'j Inobserve i.* cpie la construetion de Z* ne peut s'achever, qu'en 
tiranc da point O, sur le- plan ABC, une droite OE, aveclaquelle SO deter- 
mine un plan SOE, dont Pinclinaison sur ABC soit egale a Q : a.^ que par 
suppositioq, l'angle plan SOP, ¿tant k la fois droit et perpendículaire au plan 
ABC3 SO ^st aussi perp^pdieulaire á AJBC^ que par coasequent, lous lesplaas 
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5]iü passent jpar SO, sont perpendiculaires au plan ABO, *et pariant, que si 
l'angle Q n'esl pas droit; 7! ne peüt se construiré : que si Tangle Q est droít, 
Z' peut se construiré d'une infinite' de maniere^ ev revétir une infinite de formes, 
qui düTérentles unes des autrés, tant par la face qu'elles ont sur le plan-ABC, 
que par celui de leurs angles spaciaires qui est oppose á cette face. 

Je continué par les questions de la premiéré couple y*=90^, P<C9O*,Q==0, 
9=90% P^go*, Q=Q? et commen9ant par la prendere , je supposé' (fig. 192 ), 
que l'angle droit SOA, repre'sente la face 9=90", et que le plan de cet anglc 
soit incline au plan ABC, d'une quantite S0AP=^P<C9O*. J'observe ensuite, 
que la construction de 7! ne peut s'achever, qü'en tirant du point O, dons 
la moitie de plan APC, une droite, avec laquelle SO diéterrainc un plan in- 
cline sur ABC, de la quantlte Q: Car quelle que fút la díreciion OH, d'uue 
droite tire'e du point O, dans la moiiie' de plan ABC 5 l'angle solidé OSAH 
qui en re'sulteroit , ne repre'jenteroit pas 7! , attendu que l'angle spaciaire 
SOAB=l8o^ — P, y prendroit la place de l'angle spaciaire SOAP*=P, C'est 
pourqnoi, ne faisant attention qu'aux lignes OR, OV, OM, etc, , tireés du 
point O dans la moiticf de plan APC; je vois d'abord que toutes ees lignes de- 
terminent avec SO des plans SOR , SOY', SOM ', etc. , dont les inclinaisons sur 
le plan ABC , croisseni continúment , depuis SOCP = P, jusqu'á SO AB=i 80** — P; 
que par consequent, il n'est aucun des angles solides ¿ irois faees OSAR, 
OSAV, OSAM, etc., qui n'oppose á la face SOA= 5^=90*, un angle spa- 
ciaire Q, difierent de tous ceux que les autres lui opposeut; «t partaut, que 
tant que la grandeur de Q est moyenne entre P et 180* — P, l'angle solí Je Z' 
n'est susceptible que d'une forme ; que lorsque' Q de\'ient egal ii Tune ou á 
Pautre des limites P et 180'' — P, 72 n'est susceptible d'aucune forme ; etquen- 
fin, lorsque Q sort de ees limites, 7! n'est non plus susceptible d'aucune forme; 
parce qu'ü est impossible , ^ju'aucun des plans qui passent par SO , Í9»^e, sur 
ABC Jin ungle plus peiit que SOAP=?P, ou plus grand que SOAB= 180" — P. 
Quant a la question 9=90\iP2>90% 05=0? je suppose (fig. 192), qne l'an- 
\gle droit SOA represente fo face 9=90^, ét que le plan de cet angle fasse sur 
• ABC^on angle spaciaire - SOA B^^P^ 9b**. Pol^serv^ ensuite, que la construc- 
Uón de Z' ne- pem-^'aebevcir^ qu|enaiiiant ^dupoint O, sur la moiiie de plan 
A6C9 une dfoite, aY^'ltfqiieBe'-SO Aitemkine un [4an incline sur ABC , de la 
^uimlité'Q! Car qinerll^/queXút la direétion OF^ d'une droite tirée du point O, 
daínaíla rooiáé de platí APC Pl¿igVrdoIide OSAFqui en resulteroiít„ne repré- 
5etit6MÍt paa ^' j attendu que* Jí^iingle ^¿iairo S0AP=i8o'' — P^^ y ppendroit 
k place ¿e l'an^¿bpaoifi&fe SOAP^^^Pp-^stpouisquoi ne faisant atteotion* qu'aux 
3Í0kíM4^, pHV^Xf eib.V^«pu-MMttiféM^'jp0Va^ daí^ Ia;iiiMtiéi4le plan 
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ABC; )e voisd'abor^'.qvQ cea lígnes détermioeot aveíc SO, des plaas SOG, 
SOH, SOT9 etc.^doailes ioclinuisoitt sur. le plaii ABC*, decroissem cominú- 
ment^ depuis SOAB'?tP> jusqu'i SOCP=i8o' — P; que par coDséquenr, il 
oí'esi aucun des anjfjes solides, k trois faces OSAG, OSAH, OSAT, etc. , 
qui n'oppose a la face SO A = jr , un augle diBerent de ceux que lui opposem 
les autres , et partant , que taot que la graudeur de Q est moyeune entre 
iSo^'-r-P et P, Tangle solide Z' n'est susceptible que d'une forme: que lors- 
que Q devient egal a Pune oii k Tautre limite 180'' — P et P, l'angle solide Z' 
n'est susceptible d'aucune forme ; et que lorsque Q ton de ees limites , Z' n'est 
non plus susceptible d'aucime forme; parce qu^ est impossible qu'un plan 
qui passe par SO, fasse sur ABC unangle spaciuire plus petit que S0CP=i8o** — P, 
ou plus grand que SOAB=P. 
a.*3a6. Lenvne. Pour faciliter la solution des questions suivantes, j'observe que 
deüx droites OGy OQ (fig. 19a) , qui foni sur O A des angles égaux , GOA 
^^=^QOA déterminent auec SO deux plana SOG^ SOQ , également inclines 
au pUm ABC: Car prolongeant GO en R, les angles opposes au sommet 
GOA, ROC sont egau:|L5 par conséquent les angles QOA, ROC le sont aussi. 
Mais l'angle spaciaire SOGP, est le méme que l'angle spaciaire SORP, et par 
len/3oi , les angles spaciaires SOQP, SORP sont ¿gaui; done S0GP=SOQP; 
done deux droites e'galement inclinées sur OA ou sur OC, déterminent avec 
SO des plans e'galement inclines sur ABC. 

Je reviens aux questions proposces, par celles de la seconde couple q<Z'Qo''j 
P=90% Q==Q? y^'^go', P=90*, Q=^Q? et^dans le dessein de repondré a 
lapremiére, je suppose (fig. 193), que Tangle aigu SOP, dont le plan est 
perpendiculaire au plan ABC , repre'sente la face 9<C90^> et que Pangle spa- 
ciaire drpit SOPA, repre'sente P^^^go*. J^observe ensidte, que la construction 
de Z' ne peut s'acheyer, qu'en tirant du<point O, sur le plan ABC, une droite, 
qui determine avec SO un plan indina sur ABC, de la quantite' Q. Or conime 
il est indiflerent, que ce.tte droite soittire'/B dans la moitie de plan PAB, 
ou dans la moitié de plan PCB; je la snppote tiree dans PAB, et je dis : 
Toutes les droites 0£, OF,OX, etc., qui, dans cette moitié de plan, vont 
depuis OP jusqu'a OA, en faiaant .toujours de pl«is grasds angles sur OP ménie , 
. déterminent avec. SO des plans SOE^:SOF.> SOX, etc., dont les angles sur le 
plan ABC 4iniinuent continAmenl , depiuis l'angle droit SOPA, jusqu'a l'angle 
SOAP , qui a pour auglé ')>lan SOP»Pisf : Toutes les droites OG, OH, OT , etc. , 
qui , depuis OA vont jusqu'a OB , en faisant tonjoivs de plus grands apgles sur 
OA-méme , déterminent avec SO des iJans SOG , SOH , SOT, etc. dont les 
ingles sur le plan ASC, «oiss^oi conlímmen^ depiM SQAP jusqit^$OJ^^9o''; 
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puf eonsequent^ Tangí o solide Z est soscepiíble de denx foriftes, Unt que 
Tangle Q est de grandeur moyeone entre SOAP et SOPA. Or déux quelcon- 
ques de ees formes OSQP^OSGP, résidieat do deu dróues OQ, OG, ega- 
lenieni incline'es suc OA , et lorsqne Q=^SOAP , ees formes eoñvtenneut avec 
OSAP^ et n'en font plus qu'iine. J*a}oute qn'fl y a trois cas dans lesquels Tangle 
solide 7 D^est susceptible d^aucnne forme : Le prender , daos lequel Q est 
pluspetit que SOAP; attendu qu^il est impossikie de tirer du pobt O, sur 
le plan ABC, une droite qüi determine axec SO, un plan plusinclitte sus ABC 
que le plan SO A : Le second, dans lequel Q^=^ 90^; parce qu'alors une seconde 
face dé Z' coincide avec sa face SOP , ou avec SOB : Le Iroisíemé enfin , 
dans lequel Q n'est pas plus petit que 90*; parce qu'une droite quelconque OT, 
tirée du point O , dans la moitié de plan PAB , de'termine avec SO un plan 
sor, qui fait sur ABC im angle SOTP plus petit que 90®. Quant a la 
question y]>90^, Pssgo^, Q=sQ? je suppose (fig. 19a ) , que I'angle óbtus SOB, 
donl le plan est perpendiculaire au plan ABC, représente la face g^QO*^^ et 
que Fanglé spaciaire SOBA repre'scnte Fangle P=90^, puis j'observe : que la 
construction de Z* ne peut s'achever, qu'en tirant du point O , sur le plan ABC, 
une droite qui determine avec SO , un plan incliné sur ABC, de la quantitc Q. 
Or comme il est indiOerent, que cette droite soit tirée dans la moitié de plan 
PAB, ou dans la moitié de plan PCB ; je la suppose tirée dans PAB, et je 
dis : Tomes les droites qu^on peut tirer du point O y dans cette moitié de 
plan, en leur faisant toujours faire de plus grands angles sur OP, déterminent 
avec SO des plans dont les angles sur ABC , en face de SOB , croissent con- 
tinüúnent depuis SOPA jusqu'á SOAB ; aprés quoi ees mémes angles décrois^ 
eent continúment, depuiá SOAB jusqu'a SOBC; par conséquentZ' est stisccp-- 
tibié de deui formes, tantque l'angle Q est de grandeur roo}^enne entre 90? 
et SOAB; et ees deux formes se réduiseüt a une lorsque Q=SOAB. J'ajoute 
qu^l y a trois cas dans lesquels Z^ n^est susceptible d^ancune forme : Le pre- 
mier, dans lequel Q est plus grand que SOAB; parce qu^ est impossiide de 
tirer du point O , sur le plan ABC , ime droite , qui determine avec SO im 
plan plus oblique k ABC , que Ib plan SOA : Le second , dans lequel Q=.90*; 
parce qu'alors, une seconde face de Z^ coincide avec sa face SOB, ou avec 
SOP : Le troisieme^enfin , dans tequel Q n^est pas pltis grand qu'un angle droit; 
parce qu'une droite quelconque OH-, tirée da point O, dans la moitié de 
plañí PAB, determine avec SO un pían SOH, qui fait sur ABC, én fiíce de 
fiOB , UB angle obtus SOUB. 

Je passé k la «olation des quesuoné de la troisiéme coüple 7<C90^9 ^^9^^ 9 
Q<^? Í>90P^ P<90^i Q»Q? «t liodáiieiifiííi jf^h pTéúáhte\ je donne 



I.. ' 



1^08 . e ¿ P y ¿ '^ R I B i JUB y p if V A 1 RE. 

..¿lUtt angl^ plAn SOF^rC 90^^ (fig. i93)/telle inoHnaboii'etirie plaa ABC, 
C|ue. r^ngl^ spafíálre.-SOFP fipií. s=:P<¡9Q^«; je prolonge^ ensuileFO en I, et 
j'ob^en^'B :^ que 4a G0ilstracuipaf4^/?' nepeilt s'tfcbever , qu'éo tirant; du point O, 
sur le. fljMk ABC, une droue qui'delrermme a^ec SQ, un plan indiné siur ABC, 
de. ia« quaniite' Q; qu^U faot 'pouitaut exclure du nombre de cea droites, 
cellea qui tomberoieni comme OQ , daus lá moiüé de plan .FAI : Car lors méme 
qu^ Tañóle plan SOQ, seroil incline' au plan ABC, d^ la quonlilé Q, il ne 
fbtm'^oit pas avec SOF.,', et FOQ un angl6 solide OSFQ repríesentatiC de Z'; 
» auecnlu que . OSFQ subsiitue a Taagle spacibire SOFP^^P^sad angle de suiíe 
. SOFB=5=i8o*— P- ::: 

Pilis done que ce n'est qu^avec des droiie$OK,OY, OC,€tc.^ úvées dans 1» 
:tnoitjie de plan FCI , que SO peut deierminer des plans SOK , ^OY^SOG, ele. , 
qni fx>urnisseni uoe face a des anglcs capables de represcuter Z' ) vojons qiids 
sont les cas oü les donnees g<^c)o^. P<^90%Q=rQ, resiaut les mémes, irou- 
vent place dans deux de ees angles solides; quels sont les cas. oü ellos ne 
trGuvenl place que dans un seuij el enfin, qucsts sont les cas -óü éUes ne irou- 
vent place dans aucun d'enx. 

A cet efTet ( fig. 19») , j'incline ON sur OC , comme 01 est iaeliiie'e sur 
€K!-méme, et j'obsene : que lorsque deux ligues OK., OM, tirees, Ptine dans 
Fangle lOC, l'autre dans Fangle NOG, font sur OC des angles égaux, les angles 
^paciaires SOKP, SOMP sont cgaux ; que par consequent, les donne'es^, P>Q 
aont demcme grandem^ daos les deux an^es solides OSKF, OSJ^IF;. et par- 
tant, qu^en general, Z' admet deux formes, quand son troisieme cote tombe 
dans les angles IOC,NOC^ attendu que dans l-un il peut prendre sur OC, 
la méme inclinaison. que ^ans Fauíre. J^ajoute premi¿rement, que dans cettc 
circonstancc , les angles spaeiaires repre'sentatifs de Q sa^oir, SOKP, SOMP, 
sont plus peilts que S0IP=»«S0FPs=:P<^90^, mai» plus grands que SOCP. 
J^ajoute secondement, que les deux formes OSKF^OSMF, dont Z' est sus- 
ceptible , op})Osent a l'angle P, des faces SOK, SOM, dont Tune est complc- 
mentde Tautr* á deux augles droits : Car l'aD^^le KOC, etant egal a l'angle 
MOC ^ Á on prolonge XO e^ X,-, l'anglo XOA est ég'^l a. son opposé au somm«t 
%.OGy par eonséquent XOA=^W>G et XOP»MOP. Mais d'un cute SOX= 
180»— SOK, «t d'on autre «6te;S0X»^S0M; done SOM =i 80°^ SOK. 
' Troísiémemenl j'ajoute, qu'il y ajtrpis eas dans lesquels Z n'e^st susoepiil^ie 
qa%^ d'une forme ;.;Le premier dans lequel le troisieme cote' de 2Vqpincide 
av«c OC; parce qu^alorsles deux formes 08KF, OSAJF se reunWscnt:en OSCF : 
Le«ectMuidans lequel lefiiMiés^Q$^y QMy s'ecarteqtiii jtel poiiH d^ laligne OC, 
que le, px^foi^ f^o^cif^fi^X^sPiír.t^ ^^ e^con^ ave^ Oif ^ f>ar6e ,qu'<9iU]fr%. l'angle 
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7! est bien represente par OSNF , niais nc Test pas par OSIF : Le ireísieme 
en&n, dans lequel le iroisiéme cóté de Z' tombe dans l'augle NOF; parce 
que les lignes ilrées du point O ¿ans eet angle, en lenr faisant toüjours faire 
de plus grands augles sur ON , determinent avec SO des plans , dont les 
angles sur ABC, en opposition á la, face SOF, croissent coniinúment , dcpuis 
la limite SONP±=P, jusqu'á la limue SOFB=i8o®— P; d'oü il suii que tous 
les angles solides OSPF, OSEF, etc., donnent a Q des valeurs difíereiiles , 
moyennes entre P et iSo®— P; qu'en c^b cas par conse'quent, Z' n'esl suscep- 
ty^le que d^une formev Qnatriemement enfin j'ajoüte , qne 2! n'est susceptible 
d'aucune forme , quaml Q est plus petit que SOCP, quand il elst egal i i8ü° — P, 
et quand il est plus grand que i8o<> — P. — Quant a ía question g^^go**, P<C90*, 
Q=Q? je commence par donner a un angle plan SOH=:<jr, telle inclinaison 
sur le plan ABC, que í'angle spaciaire SOHP soit =P; je prolonga ensuiíe 
HO en V, et j'obscrve : que la construction de Z' ne peut s'acliever, qu'cn 
firant du point O, sur le plan ABC, des droiies, qui delerminent avec SO 
des plans incline's sur ABC, de la quautite Q; qu'il faut pourtant exclure du 
nombre de cesdroites, cclles qui tomberoient , comme OK, dans la moitié 
de plan HBV : Car lors méme que Tangle SOK seroit incline sur ABC , de 
la quantité Q , il ne formeroit pas avec SOH ct HOK , un angle solide OSHK, 
repre'sentatíf de Z' ; aitendu qu'OSHK substitue l'angle spac¡aii*e S0I1K= 
j8oo— P, á Faügle spaciaire SOHP=:P,. 

Puis done que ce n'est qu'avec des droítes OM , ON , OP , etc. , qui tom- 
bent dans la moilic de plan HPY, que SO peut delerminer des plans SOM y 
SON,SOP, etc., qui fournissent une face a des angles capables de rcpré- 
scnier Z'; c'est le moment de specifier les cas dans lesquels, les données 
y^^go®, P<^90®, Q=Q, restant les mémes, trouvent place dans deux de ees 
angles solides; les cas dans lesquels elles ne trouvent place qu'en l'un d'eux; 
et enfin les cas dans lesquels elles ne trouvent place en aucun d'eux. 

A cet efiet, j'incline OX sur OA,' comme OH Pest sur OA-mémc , et j'^ob- 
serve : que lorsque les ligues OG, OQ, tirées, Tune dans Pangle POA, Taiilre 
dans Pangle XOA , font sur OA des angles égaux; les angles spaciaires S(^B, 
SOQB sont egaux; que par conse'quent , les donüées q^^oi^^ P<C90®, QrrnO? 
ont mémes grandeurs dans les angles solides OSHG, OSHQ, et partant, que 
'i! admet deux formes, quand son troisieme cote' , fombe d'une* part dans Fangle 
HOA, et de Fautre part, dans l'angle XOA, en faisant des angles egaux sur 
OA. Pajoute premiérement , que dans cette circonstance , les angles spaciaii có 
représentatifs de Q , savoir SOGB, SOQB , sont plus grands que SOHB=*i8o** — P, 
mais plus petks que SOAB. J'ajoute secondement , que les deux formes OSHG, 
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OSHQ doni ZT esi susceptible, opposcnt k I'anglc P des faces SOG, SOQ, 
complementaires Tune de Fautre á deiuL i»Dgles droilSi attendu qu'OG falsaiii 
sur OA le méme angle qu'OQ, son prolongement OR fait sur OP le mcnie cugle 
qu'OQ; d'oá ü resulte que d'une part S01\=S0Q, et que de Tautre part^ 
SOR == 180* — SOG; que par conse'quent SOQ=5j8o* — SOG, Troisiéonemcat ' 
j'ajoute, qu'il y a trois cas daps lesquels Z' u'est susceptible que d^une forme : 
Le premier , daos lequel le troisiéme cóté de , Z' coincide avec OA ; parce 
qu'alors les deux formes OSHG, OSHQ se reuuissent en OSIIA: Le second, 
dans lequel les ligues OG j OQ , s'ecarleat a tel poínt de la bgne O A , que 
la premiére coincide avec OH, et la seconde avec OX; d'ou il resulte que 
Fangle solide Z' peut bien étre représente par OSHX, mais ne peut Pétre par 
OSHH : Le troisiéme , dans lequel le troisiéme cote de Z' tombe dans Faogle 
XOY; parce que les Kgnes tu*ées dupointO dans cet angle, en leurfaisant tou- 
}ours faire de plus grands anglessur OY , determinent avec OS des píaos , dont 
les angles sur ABC , en opposition k la face SOH , croissent continúment , de- 
puis la limite SOVP«P, jusqu'á la llmile S0HB«l8o«— P; d'oü U resulte, 
que tous les angles solides OSMH , OSNH , OSPH , etc., donnenta Q des va* 
leurs dilFe'rentes, nioyennes entre P et 180® — P; que par conséqnent Z' n'est 
susceptible que d'une forme, dans la circonstance spécíüe'e. Quatriémement, 
enfin j'ajoute , que Z' n'est susceptible d'aucune forme , lorsque Q est plus grand 
' que SOAB, lorsque Q est e'gal á P, et lorsque Q est plus peiit que P. 

J'aborde enfin les questions de la demiére couple j^<[90*, P^go*. Q=Q? 
g^QO^ 9 P^go**, Q=Q? et comm.encant par la premiére, je donne á un 
angle plan S0F=9 (%* ^9^)> ^^^^ inclinaison sur le plan ABC, que Fangle 
spaciaire SOFB soit=Pj je prolonge ensuite FO en 1 , el j^observ e ; que la 
construction de Z' ne peut s'achever , qu'en tirant du point O , sur le plan 
ABC, des droites, qui dcfterminent avec SO des plans iucline's sur ABC , de la 
quandte' Q; qu'il faut pourtant exclure du nombre de ees droites, celles qui 
toraberoient^ comme OR, dans la moitie' de planFCI : carFangle plan SOR, 
seroit incliné sur ABC , de la quantite Q , qu'il ne formeroit pas avec SOF 
et FOR , im angle solide OSFR , capable de representer Z' ; attendu que OSFR 
substitueroit á l'anglo spaciaire SOFB=:=:P, Fangle spaciaire S0FR=x8o^-^P. 
Puis done que ce n^esl qu'avec les droites OT , OH , OG , etc. qui tombent 
dans la moitié de plan FAI , que SO peut determiner des angles plans SOT, 
SOH , SOG , etc. qui foumissent une face a des angles representatifs de Z' ; 
voyons en quel cas les donnees y<C9®, P^^go®, Q=Q^ restant les mémes, 
peuvent trouver place dans deux de ees angles solides ^ en quels cas , elles ne 
peuvent trouver place que dans un aleulj et enfin en quels cas^ ell^s ne peu-*. 
vent trouver place dans aucun d'eux» 
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A cei eflcí (fig, iga) incliBons Oh surOA, comme OF esl inclince snr OA 
Aléme , et observons : qiie lorscjue les Kgnes OG, OQ, firees, Fuñe dans Taiigle 
/lOA , Fautre dans Fangle FOA, foni sur OA des anglcs egaüx , les anglcs 
^ackiires SOGP , SOQP etañt e'gaux ; les dt)Bnee5 q^ P , Q* ,- ont memo gran- 
deur ésLús les angles solides OSGF , OSQF j que par conséquent Z' est suscep- 
vhl^ de' detix formen y quand son troisiéme colé tombe d'une pan dans Fauglé 
hOA^ el de Fautre pan dans Fangle FOA , en faisam sur OA des angles <5gaux. 
J'ajoute premiérement , que dans cene circonstance , le^ angles spaclalres repre 
sénteiifs de Q , savoir , SOGP , SOQP , sónt plus peiits que SOAP=SOFP= 
180®' — P^ mais plus grands que SOAP. Pajouie secondement , que les deux 
formes OSGF , OSQF dont Z' esi susceptible , opposent á Fangle P des faces 
SOG, SOQ, complementaires Fuñe de Fautre á deux angles droits; atteBdü que 
GO , faisaút sttr OA le méme angle qu'OQ^ son prolongement OR fait sur OP 
le' méute angle qu'OQ; de sorte que d'une' part SORssbSOQ; que de Fautre 
part S0R=i8o*>— SOG ; que par consé^quent SOQ= i8o^---SOG. Troisicme- 
tkíenl j^ajoute, cpi'U y a trois cas dans lesqueis Z' n'esl susceptible que d'une 
forme : le' preaaier , datís lequel lo troisiéme' cote de Z' coincide avec OA ; 
f>arGe qu'alors tes deux formes OSGF , OSQF se reunisseut en OSAF : le 
setoiüd, daiá6 Icquel les cotes OG, OQ s'ecartem á tel point de la IJgne OA, 
que le premier coincide avec Oh , et le second avec OF ; vu qu'alors , Fangle 
2' esl bien representé par OS>íF, mais ne Fest pas par OSFF : le troisiéme 
enfin , dans lequei le troisiéme' colé de Z' lembé dans Fangle hOl ; parce que 
íes liguéis tirees du point O dans cet aíigle , en leur faisant tOujours faire de 
plus grands angles sur Oft, determinenl a\ec SO des plans, dont les angles sur 
ABC, en opposition á la face SOF, croissent continúment, depuis la limite 
SOAP= 180^.— P,' jiisqu'a la limite SOIB==:P : d'oü il suit que tous les angles 
solides OSTF , OSBF , OSLF , eic*. donnent á Q des valeurs díflerentes ; que 
par eOBseqtienl Z'^ n'esi en eflet susceptible que d'une seule forme. Quatrié- 
mement enfin j'ajouie , que Z' n'esl susceptible d'aucime foi*me , quand Q est 
plus petil que SOAP , quand Q est e'gala SOFB=P,el enfin, quand Q est plus 

grand que P. Quanl á la que^tion y>90<>, P2>90^, Q==Q? Je commence 

par donner_& un angle pkín SOHss^, telle incliaaisoú sur le plan ABC , que 
I'angle spaciaire SOHB soil == P ; je prolonge ensuite HO en V , et j'observe : 
que la construciion de Z' ne' peut s'acliever qu'en tirant du point O j sur le 
plan ABC , telles droites, qu'elle^ déterminent avec SO des plans inclines sui 
ABC, de la quantité Q; qull faut póurtanl exclure du nombre de ees droiics, 
eelles qui tomberoient , cómmé OM , dans la moitie de plan HPV : car lorv 
fiíéme que Fangle pía» SOM^ sereit incline air ABC de la quantiie' Q, il nc 
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formeroit pas avec SOH el HOM , un angle soliJe OSHM representaüf de Z*, 
aitendu que OSHM subsüiue Tangle 3pjaciaire S0HM=i8o^ — P, k Paagle 
Bpaclaire SOHB=P* 

Puis done que ce n'est qu*avec des droiics OT, OB, OL, etc. quitombeni 
dans la moitie de^plan HBV , que SO peul determiner des plans SOT , SOB , 
SOL , etc. qui foumisseni une Cace k des angles- solides capal^Ies de repré- 
senter Z' j assurons-nous des cas dans lesquels les données q'^go^y IP'^yo^^ 
Q=Q , restant les mémes , peuvent entrer dans deux de ees anglas solides ; 
des cas oü elles ne peuvent entrer que dazis luiseulj et enfin des cas oü elles 
ne peuvent entrer dans aucun d'eux« 

A cet effet ; inclinen^ OK sur OC, comme OV est inclinée sur OC-méme^ 
et observons : que lorsque les IignesX)R, OY, lirees, l'une dans l'angle VOC, 
l'autre dans l'angle KOC , font sur OC des angles e'gaux , les angles spacíaires 
SORBy SYOB sont egaux; que par conse'quent, les donnees q, P, <}, ont 
meme grandeur dans les angles solides OSRH, OSYH; et partant, que Z 
admet deux formes , qumd son troisiéme doté tombe dans l'angle VOC d'une 
pan , et dans l'angle KOC d'aütre p;ut , en faisant des angles egaux sur OC. 
Ajoutons premiérement j que daos cette circonstance , les angles spacialres 
represeutatifs de Q^ savoir, SORB , SOYB , sont plus grands que SOTB =? 
SOHB=P, mois plus petits que SOCB. Ajoutons secondement , que les deux 
formes dont Z' est susceptible , savoir , OSRH , OSYH , opposent á l'angle P 
des faces SOR, SOY, complementaires l'une de l'autre á deux angles droits . 
attendu qu'OY, faisant sur OC le méme angle (pi'OR , son proIongementOQ fait 
sur OP le m^me angle qu'OR; que par .co|}séqu.cnt , SOR=^SOQ d'une pan, 
S0Q = i8o*^S0Y d'autre parí; et parlant, que SOR —i 80^— SOY. Troi- 
siémement ajoutons, qu'il y a trois cas dans lesquels Z' n'est susceptible que 
d'une forme: le premier, dans lequel le troisien^ cote' de Z' coincide avec 
OC; parce qu'alors les deux formes OSRH , OSYH , se reunissent en OSCH. 
Le second , dans lequel les lignes OR ., OY , s'ecanent á tel point de la ligne 
OC , que la premiére coincide avec la ligne OV, et la seconde avec OK • 
parce qu'alors , l'angle solide Z' peut bien étre representé par OSHK , mais 
ne peut l'étre par OSHV : le troisiéme enfin, dans lequel 9 le troisiéme cote de 
Zf tombe dans l'angle KOH ; parce que les ligues tirees du poi^t O , dans cet 
angle , en leur faisant Xoujoursfaire de plus grands angles sur OH, de'terminent 
avec SO des plans, dont les angles sur ABC, en opposition á la face SOH , 
croissent conünñment , depuis la limite SOHP= i8o**i— P, jusqu'a la Ijimite 
SOKB=Pj d'oü il suit, que tous les angles solides OSHT, OSHB, OSHL, 
etc. dojoneijit á Q des yaleurs differentes , moyei^ies entre xSo'^^-P et P ¡ que 
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par consequent 7! n'esl eRectiverncnt capable que d'iine forme dans le ca^ 
spécifie'. QuatriémemenieiiíiD ['«ijoule , que 71 n*est susceptible d'aucune forme 
lorsque Q>SOCB , lorsque Q=l8o^— P, et lorsque Q<l8o«^P. 

i.® 327. Conséquence. Tomes les fois que Fangle solide Z' , a ele susceptible de 
deux formes , la face p qui, dans la premiére, etoit oppose'e á Tangle spaciaire 
P y s'est monlree complcment á deux drolts de la face p , qui dans la seconde 
etoit opposee á Tangle P. Lors done que deux angles solides á trois faces ^ 
sont determines par les mémes données q j P j Q; s*ils sont ious les deux 
dans le cas d'admettre deux formes et que la face p y soii de méme nom 
dans l^un que dans l^autre; ils peuvent convenir ou sont antilatéres : si* 
ia face p n*est pas de méme nom dans Vun que dans Vautre y ils ne peur- 
vent ni convenir ni étre antilatéres^ 

u.^ Z2ñJR¿^wné des réponses faites aux questions dans lesquelles on a decampóse 

le Probléme L. 

Prcmíere queslion, y =90*, P=9o«, Q==Q? 
Ráponse» TI une infinité de formes^ quand Q eet un angle drott. 

Z' point de forme , quand Q n'est pas ua angle droit. 
Seconde question, y==go% P^cjo", Q=Q? 
JZg», Z' une forme ^ quand Q est mojen entre P et 1 80° — P^ 

Z' point de forme , quand Q n'est pas moyen enire P et i8o<> — ^P. 
Troisiéme question , ^=590% P^^o", Q=Q ? 
Arp. Z' une forme ^ quand <J est mojen entre 180% — ^P et P. 

Z' point de forme 9 quand Q n'est pas mojen entre 180%-r-P et P. 
Quatriéme question 9 y^=^y>% P=90% Q=Q? 
Jiép. TI deux formes^ quand Q est moj*^. entre SO AP, dont SOP=^ estl'ang. plan^ et SOPA^sgo*. 
TI une forme, quand Q=SOAP. 

7¡ point defoi^e, quand Q<::^SOAP, quand Q=S0PA=90*, et quand Q;>90*. 

€inquiéme question , y]^^o", P=90«, Q==Q ? 
Bép. TI deux formes,quandQe8tmoj*.enireSOBA==9oVe^SOAB,tlontSOB=^estraflg. plan. 

II une forme , quand Q=SOAB. 

J! point de forme, quand Q^>SOAB. quand Q=S0BA=9O^ et quand Q<C9^*' 

Sixlérae question, y<^90, P<^90°, Q=Q? ^ 

Bip. T! deux formes, quand Q est mojen entre SOCP et P. 

V une forme , quand Q==SOCP , quand Q=^, et quand Q est mojen entre P et 1 8o' — P. 
TI piHUt de formcr, quand <J<;SOCP, quand Q=i8o**— P et quand Q>i 8o*— P. 

Septiéme question, ^r^^go, P°^90», Q=Q? 
JRép. V deux formes, quand Q est mojen entre i8o<>— P et SOAB. 

Z' une forme, quand Q=SOAB, quand Q=i8o",-P, etquand Q est moj" entre Pct i8o»-P. 

V point de forme ; quand Q>SOAB; quand Q=F ^ et quand Q<P- 
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Huíiieme queslioa, j^90^# P^90**,'Q=Q7 
JUp, TI deux formes^ quand Q est mojen enire SOAP et i8o*-^P« 

Z' une forme,quaDdQ=SOAP^quand Qzido^— P, etquandQ est niO]f*eotrei8o*-F elF. 
TJ poínt de forme , quand Q<^SOAP , quand Q=:P , et quand Q^P. 

Neuviéme queslron^ 7!Í>90"> P^^*> Q==Q' 
Iltp 7J deui forme», quand Q est mojen entre P et SOAB. 

Z' une forme, quand Q=SOAB, quand Q=P, et quand Q est moyen entre i8o*— P el Fr 
V point de forme, quand Q>SOAB, quand Q=i8a%— P, et ^naod Q<^i8a*— P. 

wf.Z^x^. Recherchea ultérieurea. Quai^d Z, angle solide a trois faces a y b , c, res-' 
pectÍYemem opposées á ses angles spaciaires A , B , C , est determiné par a^ ¿^ B; 
la solulion du Prob. XLIX fait connoílre de combieu de formes il est suscep- 
tible : et de meme , lorsque Z' , angle sofide a tro» faces p r^y ^f respetili- 
venient opposces a ses ar>gles spaciaires P, Q, R, est de'lermine par ^r, P,Q,' 
la soluiioa du Prob. L faii connoíire , de combien de formes il csf susceptibler 
si düuc on suppose que Z et Z' soient supplémentaires Tun de Taulre ; cetie 
.supposiiíon faísant que les faces de Tua sont egjdcs une a une aux aRgles plaas^ 
des angles de suile des anglcs spaciaires de Taulre ; oh a d'unepart, 0=180^ 
— P, ¿=180® — Q, c=i8o*^ — R; el de Taulre part, /7==l8o^ — A, qsssriSo^ 
— B, r=i8o®i— C: et reciproquemenl P=i8o*^— a ^ Q= 180^^—6,. Bl==i8o^ 
— c; A=i8o^— p, B=i8o^^ — g, C=i8o**i— r. D'oü il resulte que si , dans Ic^ 
questions que renferme }e Prob. XLIX et dans leurs réponses , on: substitue h 
a^ ¿y B, leurs valeurs 180**— P, 180^— Q, 180®— jr,elles doivent se transformcr 
en questious et rc'ponses relativcs aux quantités g^ff Q; que par conse'qnent^ 
il se f>reseutc ici deux questions noyvelles, savoir, i^. Quand par la- substitih* 
tion des quantites i8o<> — P, 180® — Q, 180^ — y, aux quantités a, ¿, B, Fon 
aura mis les questions du Preb. XLIX sous^ une seconde forme^ relative aui 
quantites 7 r P > Q } c^s questions seront-elles les mémes que celles da Prob. L^ 
a^. Quand on adaptera aux questions de seconde forme du Prob. XLIX , les 
réponses qull (ítit á ses questions de premiére forme f cesréponses seront-elles 
d'accord avcc celles que le Prob. L fait a ses propres questions? 

Pour satisfaire a la premiere des deux questions nou\ellcs, je metirai celles 
du Prob. XLX sous lenr seconde forme , en suivant l'ordre oü elles se trou- 
vent dns le resume qui les concerne : c'est-á>dire , que dans cbacune d'elles, 
apres avoir substitue a a, ¿, B leurs valeurs 180® — P, 180^ — Q, 180® — q; 
je les mettrai sous la plus simple des formes resultantes de cette ^ubstttution. 
En exécution de ce dessein, la premiere des qtiestions a transformer étant 
B=90®, a =90^, 6=6? les substituiions projettees la convertissent prcmierc- 

rement en 180® — ? = 90% ^^o® — P=9^^i i8o*> — Q=i8o*^ — Q? et secón- 
dement, en ^=90*, P=9o«, i8o* — Q=i8o« — Q? 
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La seconde quesiion á iraasfonner est B = go*, a<;;^90*, b:=b7 Les substi- 
tutloDS projetees la converüssent premiérement en 180^ — qrzugo^^ 180^ — 
P<C90*f 180** — Q=5:i8o^ — Q? et secondemeat en j^ =.90^^ P>^90^i 180" — 
<}=ri8oo — Q? 

La troisicme esl 8=90*, a^go®, ¿=6 ? Les substituüons projetees la con- 
yertissent premiérement en 180® — q=Qú^^ 180**— P^go**, i8o<^— Q=i8o**— Q? 
at sécondement en 5r=go®, P<C90% i8o*— Q=i8o® — Q? 



Les mémes substitutions transforment successWement 



en q^90% P=90*, i8o*— Q: 
en y<90*, P=s90% i8o»— Q= 
en y>9o^ P>90*, i8o«— Q= 
en 7<90*, P>90% iSo*— Q 
en 7>90», P<90*, i8o*— Q: 
en y<90% P<90o, 180'»— Q: 



la4."* 


qaealion 


8^90*, acsgo*, bs=b? 


la 5."» 




8^90% as=9o', b—bl 


Ia6.~ 




B<90«, a<90*, &=i? 


-la7-- 




B>90», «<90«, ¿ = i? 


US."- 




B<90*» '»>9o'. * = *? 


lag.*" 




B>90*, «>30% 65=6? 



i8o*. 
1 8o». 
iSo". 

:l80«. 

iSo" 
i8o«. 



Q? 

QT 

Q? 

-Q? 

-Q? 



La premiere colonne du tablean qui suit , pre'sente les questions du Prob. 
XLIX sous leur premiere forme : la seconde les pre'sente sous leur seconde 
forme : la troisiéme ofTre les questions du Prob. L, range'es de maniere qu'elles 
ne difierent que par leur troisiéme condition, de celles du Prob. XLIX a 
cóté de qui elles se trouvent. Les chiiTres a gauche de la premiere colonne 
marquent la place que les questions de cette colonne occupent dans le resume 
qui les concerne. Les cliiñres a droite de la troisiéme colonne j marquent la 
place que les questicms de cette colonne occupent dans le resume qui les 
concerne. 



1 Bsgo%a=90% 6's=i7 
a B=9o%a<^90% 6 = ft? 

3 B=90«,a^9O% 6 = &? 

4 B<90^,a = 90», fc=i? 

5 B^go^assgo», 6 = i? 

6 B<90%a<90% b^bl 

7 B>90%a<90% b — bl 
6 B<^90»,a^90»^ i=&? 
9 B>90%a>90% b = bl 



^=90«, P=90^ i8o*-K^i8o'*— Q? 
^=90% P>90% i8o*-Q=i8o"-Q? 
í?=9o*>, P <9o», 1 8o'— 0= 1 8o*— Q ? 
g>90% P=90% i8o'-Q=i8o^-Q? 
9 <90S P=90o, 1 8o*-<J= 1 80**— Q ? 
S'>90'», P>9O0, 180"— 0=180**— Q ? 
q <90% P> 90% 1 8o»-UJ= 1 8o*-.Q ? 
q> 90% P <9o**, 1 80"— Q= 1 8o**-Q ? 
y<90%P<90% i8o*»-Q=i8o*^-.Q? 



í=90' 
5^=90 
^=90 
q >ij& 

q>do' 

q<2& 
9<39' 



P>90o, 
P<9o«, 

P=90% 
P=ya>, 
P>90% 
P>90% 
P<90% 
P<90% 



Q==Q?[ 



Q=Q? 
Q=Q? 
Q=Q? 



Q=Q? 
Q=Q? 
Q=Q? 



I 



1 

5 

2 
5 
4 

9 
8 

7 
6 



La reponse k la premiere des deux questions nouTclles esl done : que les 
cpestions du Brob. XLIX, mises sous leur seconde forme et prises une-á-une, 
He différent des questions du Prob. L, que par leur troisiéme condition, sa- 
voir, 180*^ — Q=i8o» — Q pourles unes, etQ=:Q pour les autres. Reste á 
repondré k la seconde des deux questions nouyelles : Cesi-a-dire , k convertir 
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prealablemlbnt les reponses aux questions de premiére forme , en reponses aux 
questions de seconde forme du Prob. XLIX, el a óomparcr ees secondes 
reponses y a celles que fait le Prob. L aux questions quHl renferme.- 

Comme c'est en substituant á a^ ¿^ B leurs valeur» 180® — P, 180^ — Q, 
180®— 9 , que Ton a converti les quesüoas de premiére forme du Prob. XLIX 
en ses questions de seconde forme ; c'est par les m^mes substitutioas , que Ton 
convertirá les reponses que fait ce probléme a ses questions de premiére forme, 
en reponses a ses questions de seconde forme. Mais ayant égard a ce que cette 
conversión ne presentera pas d'ábord les reponses de'sirées , sous leur forme 
' * la plus simple; il est á propos de faire preceder un lemme, au moyen duquel 
on puisse les mettre incoBtinent sous cette forme r Ce lemme porte*, que lors- 
qu'un angle A, est moyen entre deux autres angles B, C, son complément a 
deux droits 180® — A, est moyen entre 180** — B et 180° — C, complémeus á 
deux droits de B, C La raison en est que puiscpie par supposition A<C[B 
et A^C; si de Fegalité j8o®=i8o^, Ton relranche Fínegalite A<CB, il reste 
180^ — A2>i8o<* — B .• Si de Fcgallte 180^= 180**, Fon retranche l'inegalité 
A>>C, il reste 180** — A<Ci8o*' — C: d'oü il resulte qu'eíTectivement 1^0® — A 
est moyen entre 180® — B et 180° — C. 

Cela posé,. je passe a la conversión des reponses aux questions de premiéie 
forme du Prob. XLIX, en reponses a ses questions de secouJe forme ^ ^^ JV 
procede en suivant Pórdre dans lequel les reponses á convertir se succédenl 
dans le resume qui les concerne. 

I. La reponse á la question B=90% rt=go®, 6=6? porte , qne Z admet 
une infinité de formes quaad b est droit j que Z n^admet point de forme quand 
b n'est pas droit : Done la reponse á la question 5^=90^, P=90®, 1800 — Q 
=i8o<^ — Q? est , que Z admet ime infinité de formes quand 180® — Q est droit; 
que Z n'admet point de forme, quand 180® — Q n'est pas droit. Plus simple- 
ment ^ Z admet une infinité de formes quand Q est droit ; Z n'admet point 
de forme, quand Q n'est pas droit. Reponse conforme á celle que le Prob.£« 
fait á la question ^=90®, P=9o"Q=Q? 

IL La reponse á la question B=90® , a<r90% b=bl porte, que Z admet 
une forme , quand b est moyen entre a et 180® — a; que Z n'admet point de 
forme, quand b n'est pas moyen entre a et 180® — a : Done la reponse á la 
question 7=90^, P>90^ i8o*> — Q=i8o<> — Q? est, que Z admet une forme, 
quand 180® — Q est moyen entre 180® — P et P; que Z n'admet point de 
forme, quand 180^ — Q n'est pas moyen entre i8o<> — P et P. Plus simple- 
ment, Z admet ime forme , quand Q est moyen entre P et 180® — P; Z n'ad- 
met point de forme, quand Q n'est pas moyen entre P et 180^ — P. Reponse 
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eonforitíé a cellc qué le Prób. L £siit ¿i la qnesliob 9^== gb^T^gO^ Q=0 ? 

III. La reponse a la question 6=90^/^^90^, b^ss^hl porte, que Z admei 
une forf&($; qaand b est nioyen entre iSld^-^-'i» et a; qjae Z n'admet poÍBt 
de forme, qnand b n'est pas moyen entre r8o<*— a exa : Done. Ja- réponsf? 
ate question 9=90®,. P<C90^, i8o<^^--Q-'=í=i8o®í— Q? csi, que Z admet une- 
forme, quand i8o*— Q" est nioyen entre P et» 180®-— P; que Zn'adnietpoint 
de forme, quand 1-80**' — Q n'es^ pa& ttioyen^ entre P' et i8íaP— *P; plus sim- 
plement, Z admet une forme,- quand Q est moyen enti^ r8o^— P* et P;. 
Z n'admet poínt d^ forme , qirand Q n'est pas moyen entrcí i8o*-^ et P. 
Reponse conforme, k celle' que le Prctb» L fait a la question 2=9®%'P'^9^" 

IV. La reponse á Ta qnicsiíoB B<Cgo^, n=^^^^ &=6? porte , queZ- admet 
deux formes, quand la face b est moyenne entre' SOP, angle^plan de B, et 
la face a\ que Z n'admet qn'nne formen, quand ¿±=tSOP^ que Z n'admet 
point de forme , quandr b <; SOP^ quand b^tza\f. e[t qúand b^ a< Done la 
reponse á la question q'^^^y P:»^©®, iSiS'*— Q==i8o^-*-Q7 est, quer Z admet 
deux formes , quand v8o* — Q est moyen emre SOPet i'8o^*'^— P.j) qáe Z n'ad- 
met qu'nne forme.,- qtiand 180®— -Qt^i^SOPj que ZD^admet point deiforme, 
quand l>8o«-Q<50P, quand i8o<'-Qís=i8©^-.-1>, et quand i8o<>-Q> 180^-- P; 
plus siinplement, Z admet deux formes^ quand Q 'est meyw enrreP et SOB; 
Z' n*adinet qu'une forme, quand Qs^SOBj Zai'udmet point deiforme > quand 
Q^-SOBy quand Q=s=P , et quand Q<[P. Reponse dont dff.Toit ta conformilé 
avec celle que le Prob; L fait a la question jr^ga*', Psscgo^, QxsQ? des qu'on 
(ait attention, que^SOP, SOB sontdeux angles ^(sttité; que de plus-, le prc- 

' mier est Pángle plan^ de Pangle spaciaire SOAi^, talidis* que le secoud es^Fangle 
plan de I'angle spaciaiie SOABí > . ^ 

V. La répónse a la question B^go**, a^i^go^, ic=s:¿? portey qire Z admet 
deux formes, quand la face b est moyenne entre la face a. et SOB angle plan 
de B^^.que Z n'admet qa'une forme- quand ¿== SOB^; qiié Z&'admca point de 
feraie*, qtJand 6^ SOB, quand 6=a; etquaBAfr<Ca : Doecla'i)éjf>onse'á laquestion 
jr<[90^, P=:90®,i8o* — Q=i8o® — Q? est, que Z adm^i deüx formes, quand 
y8o*'^ — Q est moyen entre i8b*-r-F et SOB; que Z. n'adrael qu'üWe forme, 
quand 180*^^— Q=:SOB ; que Zn'a<h»et poínt 'deforméí,;quanda8o®-—0^ SOB, 
quand lí o«— Q=»l8o^— P , et qtiand 1^0^— Q<l8oVP; plws simplemcnt, 
Z admet deux formes ^^ qnand Q est moyen entre SOP en P; Z n'admet-qu'unc 
Ibrme, quahd-Q=SOP ;-Z n-'admet point deiforme y quand Q'^c^SOP,) quand 
Q=P, el cpisnd Q>»> F^ flépODse conforme >á colie que le Prob.-L fait a la 
question: 9^<t)b^, í^sago^ Qtf&Q? -atitéiMlufaiue', comme onlV dejivcremar- 
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qué, SOP^ SOBsoot deui angles de suiíe, respecüvemeat angles plans des 
;asgtes spaciaires SOAP, SOAB« 

YI. Lft réponse k la questkm B^gc^y €$<^qo* , &=s:6 ? port^ , que Z admet 
jdeux formes , quand la faee b ^est: moyenoe entre SOP et la face a ; que Z n*ad- 
• mei qu'une forme, quand 6= SOP-, quaad 6=a , et qiiand Aest moyenne entre 
'/let i86*-^a^ que Z n admet pomt de íbraie, qiiaud ¿<¡SOP. qiiand 6=180* 
-»— a, qwandí^.'>i8ó* — a : Dooc la répouse a la qiiestíoa í'^go*, P^go®, 180® — 
0=180*—^? est^ que Z admet deui formes, quaud i8a* — O ^st moyea^Dtre 
SOP et i8o*— P; que Z n'admet qu'une forme, quand i8o* — Q=SOP, quand 
180* — Q=3:iaoe-^P , et quand. i8o* — Q est moyea entre t8o^ — ^P ei P; que 
Z n'admet point de forme, quand i 80^ — Q<^SOP, quand 180®— •Q=P, et 
quand i8o^ — Q]>P; plus simpl^meat, Z admet deux formes, quand Q est 
moyen entre P et 60B ; Z n'admet qu*une forme , quand Q=íSOB, quaud 
Qs=¿P, -et «quand Q ést moyen eatre P et i8o^'-^P ; Z n^admet poiot de ibrme 
qulmd Q>>SQB^' qvand <}^=i8o2-^Pf «t quand Q<Ci8o* — P. Reponse con- 
forme a cellé que le Prob. Lfait á laquestkm 9^90®, P^^go^, Q=Q? 

Vil. Xarépoase' a la question B^gcf®, a<ÍQú^, b^=J^ ? port«, que Z admet 
deux formesyiquañd la £aee b est moy'enne ^ntre 180^ — a et SOB; que Z 
Vi'adm'et qu'ujM. forme , quand ¿=SOB , quand ¿=: 180®— ay et quand b est 
; '^' moyenne . eatre a et'iSof^ *t- a ; que Z^n'adniet point de forme ^ quand 
¿<^a, qüand'¿:^a, etiquand¿^S08 : Dónela réponse á lá question ^<Cl90% 
P>*9Q*,.'i8a*^— Q«q?i8o*^— Q?est, que Z admet deux formes, qüand 180? — Q 
est moyeví entre P et SOB ; que Z n'admet qu'une forme , quand x8o^ — Q 
t=SOB,- qmund:i8o<' — Qa3sP,,'et quand i8o<^-^Q est moyen entre i8o* — P 
et P; que Z n'admet poiñt de forme, q?iand i8p*— 0<Ci8o** — P, quand 
i8o* — Q=i8o* — P, et quand i8o® — Q2>S0B; plus simplement, Z admet 
deux formes, quand Q est moyen entre SOP et 180* — P; Z n'admet qu'une 
forme , quand Qsp^SOP, quand Q=i8o® — P, et quand Q est moyen entre P 
et 180^-— P; Z n'admet point de forme , quand Q^P , quand Q=P et quand 
Q<IS0P. {lóponse confonne á celle que le Prob. L fait a la qiiestion , y<C90^, 

VIH. La réponse a la questíon B5C90?, «^900, 6=6? porte, que Z admet 
deux formes, quand la face 6 est moyi^ne entre SOP et i8o^-:^a{ queZ n'admet 
qu'tme forme , quand 6 =:? SOP , quand 6 =: 180^ — a , et quand 6 est moyenne 
entre 180** — a et a; que Zn'admet point deforme, quand .6 <[SOP quand 6^=a, 
et quand 62>a: Dónela reponse ¿ la question 9090^, P<C90% 180^— Q 
^ es i8o<^ — Q? est ,^ que Z admet deux formes quand i8Q;^'r::TQ est moyen entre 
60P et P; que Zn'admet : qu'une fpnne^ quand i8o*-t-^=== SOP,. quand 
i8o*— -Q=P^ et ^uapd iSo^-rQest moyen eat;^ i8o* — P et Pj que Z 
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• 

! ftWmtft' poiBt de forme, quaad xBo^ — Q* < SOP, quand i8o« — Q 
s?=i8o^A-P^ et quand iSo^-'^Q^^iSo^'^Pf phis ¿implemeiit Z admet deux 
formes^ ipiafid Q est moy«n entre* j8o®-*-P «t SOB; Z á'adJmet qu^unc^ forme, 
qnandiQ=:SOB, qnandQssxjSo^ — P, et qtiandQest moyen entre i;8<y»^P etP^ 
n'admet point de forme, quaiklQZ ^SOB, quaBdQi=^P, et quand Q<CP*' R eponse 
conforme k celle que fe Proh.'L fait k la question 9lÍ>90®^P<C90®, Q= Q? 
. IX. Enfin 1» rcfponse k lar question B>>go% a'^^o^, b ssb'l porte que Z 
\.\ admet deui^ ibrme», quasd B\ est moyenne entre a et SOB; que Z n'admet 
V qii'ime forme, quand ¿ssSOBr, quand' btssay et quand est mo^'enne' entre' 
l$o?*— a et üf que Z n^admet point de forme, quand 6^ SOBy q^and ¿=±± 
.iii5o« — a, etqna]id¿<[.i8o^----^..Donefa reponse a la question 7<[90^, P<9o^, 
i8o* — QsssaiSo*— Q? eit que Z admet deux formes, quand 180®-*- Q est 
''naoy¡ep eotre' i?8b*'— P et SOBr-; que Z n^admet qu'une forme^ quand' i'8o<* — 
'QaarSOfiy >.quand i8o*— íOs»i8o*^ — P^ et quand ií8o«^— -Q est moyen entre 
. * 1 8q^ -^P «t i P f qne Z n^admet pomt de forme*, quand üSo^ — Q];^SOB ,- quand 
i8o^—Q=s1?, et quand i8o*'— Q<CP; pFus simplement , Z ádmet deui formes, 
. jquandTQ est moyei^ entre SOP et P'; Z n'admet qu'une forme*, quand Q=¿SOP) 
' quand QssP, et quand:: Q esr moyen entretF et irSo^— ^P; Z n'admet point de 
Ibrme^ qnapd* Q><SOF, iqnandQaes^iSo* — P, | et quand Q!> 1800 — P. Rreponse 
•onforme^i eelle que le PFob^ Ij. fait k IW question q<^2^^r P'^^9^^9 Q=(^? 
. Lors dono que Z, Z' sonl» snpple'mentaires l'un de Tautre-, et que d'iin 
cote',. ofybyCy faces du* premier sont respectivement oppose'es a ses angles 
spaciaires A, B, C; que d'un autre cote' p^g^ ^9 faces du second, sont res- 
pectivement oppose'es a ses angles spaciaires P , Q , R ; Si Z est determiné 
par a,' ¿9 B, et Z' par q, P, Q^ nous avons vu plus Üaut,. quW substittiant 
a a*, é^B leurs valeurs i8o* — P, ií8p*-*-Q, i8o**— y, dans les questions de 
premi¿re forme du Prob.XLIX, ees questions, de relatives qu'elles etoient 
. i ay ¿, B, se transformoient ejÁ questions relatives á jr, P, Q^ et qu^álors;^ 
elles ne differoient de» questions du Prob. L, que par leup troisiéme con- 
£tion : A present nous voyons que, par les mémes substitutions , les reponses 
aux questions de la premiére forme dü Prob. XLIX , se transforment en ré- 
ponses k ses qiieslions de la secpnde forme, et que^ eelles*oi font Z capable 
d'une ou deux formes,- on incapable de forme queleonque, eorresporviam- 
ment k 4^ertaines grandeurs de Q, les mémes quf^ eelles que le Prob. L spe* 
eifie , cónune faisant Z' capable d'une ou deux formes , ou incapable de forme 
queleonque. 

On pouvoit bien prévoir que si , daitó certaines «irconst anees, Z^ad'mettoii 
nne on \den^ fbcmes .ou n'en admettoit point y dans les mémes cirooniitances , 
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«(Hi supplément'alre Z', admeltrott iiussi un^ au deuflí forsieq oti*ft'en^sidmet-' 
troit point : H süffisoit pojuñr le prévoir^ qii'oo.e&t pr«sen( a Tesprit, ce qui 
'a eié demontre n.^ 3i8, <pi'entr& deux angles sttpplcn^eÁuir^s I'un de Pauíre 

ü y Q toujoui^ ee rapport ^' 4|ue les faces de Tuo aovi respectiyémeoD egales 
aux ángles de suite des ;axigles plaiis dci' angles spaeiaires de Pautre : Car il 
snit de la , .que I'un des angles solides Z y Z' xiQ peut avoír deux £bnixes , que 
l'autre n^eu ait aussi deux; que Pup nepeut éire réduk á une seule forme , 
que Faulre n'y soít aussi reduit ; etqu'ieiífia, I'un ne peut étre ineapeble de 
forme quelconque , saos que l'áuire le. spit aüssi.' Mois on ne pouvoit pas pre'- 

' l^oir que Z et Z' seroieot capables.énsiemblé d'uac ou deux formes ou ij:kGa*- 
pables de (arme quelconque ^ eorrespondamioent jaus grandeurs de Qujui ont 
decide, et qui devoieni > décider entre ees trois eireeiistajiees. 

J'ajouterai, que la substituiion desqua^tilífs' iBo9 — f '; i8o*fr-rQ, 180^ — q, 
aux quanlite's a ^ ¿ , B , aymit odi^verti les riép^iises túk qU6slipn&.du ProbiJXLIX^ 
en reponses aux .ques(ioi]|s dnProb» jL; cette si:d>stítuiioo idoanoiv^viíDe solution 
satisfaisauíe , quoíquje índirecte-^ du.Prob.L; que par eonsequént, j^laarois pu 
me dispenser de- la solution .dirécte que ji'en'iá donnee 5-10016 }'ai crtí: eoifirenable 
de donner les deux solmiohsv^^'^ ^^ eopfifDQi^r' l'une ipar l'aHlre; parce que 
dans les recbcrches de longiie baleioe^ ilest a cr^indrg que qnelque erréur n'e'- 
diappe a raltentlon faliguée^ et que cbn n'est ^hu propre a ratssuren contie 
cene crainte, que Faccord des resultáis de.deúx solutions, qtir d'ailleurs, som 
allces a leur but par des routes diSerentes. , ' > 

p R O B L É M E LX. 

n* S3^, Construiré un angle soliclé auec trois anglas plans, tels que leur somme 

... • » . 

soit plus petite que qiiátre angles droits , et que deux quelconques d' entre 

* ' • • • 

eüx,^pri,§ eñsemble^ sqiént plus grands que le troisiéme? 

Soit proposé de construiré un angle solide avec le» angles plans A , B, C, 
(fíg. ao6) : Du somniet de chae^n de petix-ci, avec un rayón arbitraire AK, je 
diferís un are de cerele et j'én tire la corde ; je décris ^ussi, avec AK- eomme rayen, 
un cerele entier DEF , au centre duqnel je ptaee trois anglas DOE, EOF, 
FOG, respe otive ment éganx á A, ^,C; de sorte que OE=AK, D£c=Kl4 9 
EF=LM^FG=s:MK; ét f observe : que lorsque EOFh-FOG, somme des 
deux plus petíts angles donnés , he surposse pas deux angles dreits, la eorde 
EG de cette somme , esi plus grande que DE, corde de DOE n.* 54; que 
lorsque la somme EOF-f-FOG svtrpasse deuit angles droits, le reste G0£ de 
la quaatké angulaire autpur du poi^t O, est plus firand queJDOE, puisque. 



:%''j- 
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par jiupposidoD, la somme des trois anales EOF , FOG, DOE , est plus petite 
quie quatre angles droits. Ainú la corde de la socnme des deux pliis petits 
angles donaes, etant toujours plus graade que la corde du plus graod^ á plus 
fbrte ráison^.la somme des cordes des deux plus peüís angles est-elle plus 

- graode que la corde du plus grand; par consequent, il est toujours posslble 
de construiré un triangle ávec les cordes KL,LM, MK des angles A, B,C. 

Je construís done ce triangle KML , et aprés lui avoir circón >crit un cercle , 
je le compare au tñangle EFG, et je vols, que KM , ML, cotes du premier, 
«ont egaux un-á-un k £F , FG, cotes dn^seeond ; mais que LK, base du pre- 
mier, repre'sentant la droite D£, est' plus pétite qn'£G,.base du second; que 
par consequent, Pangle KML, est plus.peiit que Tangle EFG n.^ 54 3 que le 
rapport du segment KML au cercle dont il iait partie , est plus grand que le 
rapport du segment EFG au cercle dotít il . fait partié; que les eordes KM $ 
ML soutendent plus de degrés:dans le ceccleKML, que les cordes EF, FG 
n'en soutendcnt dans le cercle DEF; que le rayón du cercle KML est plus 
petil que le rayón du cercle DEF; et partant que si , du centre P du cercle 
KML, on eleve une perpendiculaire au plan KML ; il y a possibilité demener 
du point M á cetie perpendiculaire uue oblique MS = OG ]> PM ; aprés quoi , 
il.ne reste plus qu'a tiier les droitesSK, SL, SM, pour acliever la construction 
de SEXM, angle solide á trois faces respectivement egales aux angles A, B, C. 
D^nition et Construction. On qualiñe de Régaliers^ les angles solides, 
dont toutes les faces sont e'gales et également inclinées sur celles qui leur sont 
contigues. Ces angles se construisent , en commen^ant par elever du centre P 
d'ABCDE (fig. 207.) , polygone régulier quelconque , une perpendicidaire PS 
au plan de ce polygone , puis en tirant , d'un point quelconque S de ceue per- 
pen<]üculaire, des droites SA, SB , SC, ^etc, aux sommets de tous les angles de 
ce polygone : Car les rayons PA, Pff , PC, etc. , du cercle circoñscrit á ABCDE, 
¿tant e'gaux ; tous les triatigles SPA, SPB, SPC, ele., penvent convenir 
par un angle droit P, et deux cotes autonr de cet angle respeciivement egaux; 

;d'oii iL resulte que leurs hypothénuses sont egales, et qne les triangles isósceles 
4.SB, BSC,CSp, etc. , peuvent convenir, par Fe'galiie respecti\e de leurs 

. tiois cotes; que par consequent, toutes Les faces de Pangle solide S sont e'galQs. 
Et par rapport a leurs inelinaisons, on observera : que les angles solides a trois 
faces, qui ont leurs sommets respectifs en A^B, C, etc., peuvent convenir, 

. par celle de leurs faces qui est un des angles du polygone ABCDE , et par deux 
faces de méme grand^ur au-dessus d'elle; qi\e par conse'quent les deux supé- 
rieurea ont partout méme inclinaison Tune sur Fautre ; et partant , que Tangle 
aoüdeSABCDE, estr^ulier. • 
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B*3Si. Auíres définilior.h. La i^a^tf d'r.n angle^oHde regidier, est le polygoiie doBi 
on s'e3t sen i pour le constru-re : Son Axe ^ est la perpendicnilaire elevee da 
centre de sa base,.snrle plmn de sa base. ,. 

Conséquence i. Hora de Vaxe cTnn angle scüide régulier^ il r/eut aucun 
point , qui soil á ¿galé distance des sommets de frois des anglee de aa BÜse: 
Car sí le poioiZ, bors de PS (fíg. 1107.), etoH ii égale distance d'A,B,C, 
trois sommets des angles de la base de Tapgle sqfide SABCDE; les triangle» 
ZPA, ZPB, ZPCy pourroient convenir, par trois cotes respcctívetnenl.cgauxj 
leurs angles P seroient denr egaiix;. done 3s seroient droits;^ dcinc la ligne ZP^ 
seroit perpendicúfaire avplan ABC; denc deux perpeudiculaires ZP y 5P, s'ele- • 
TeroicDt da méme point; P ^ snr le pla& ABC.^ 
n.*35i».. Conséquence 2. Uaxe ¿Tun angle stAide régulierfait dee angles fgaus 
avec iúus les cétU de eef angle sgUde^ eí hrsqu^ume droite faii des angks 
égaux atfec trois céiés d^un angle solide réguUer^ ell¡s eoinciA esvec son oxe. 
La premiare partie de cette preposi^n diéiive, de oe que tous les triangles 
SPAySPB^SPCy etc., (fig.iKy;.), penvent convenir.* Le seconde de'rive,. 
de ce qu^une droite SP ,. ne pem iaire des angles egaux avec trois cotes SA y 
Sfi , se ,, d'nn angle soKde r^gnlier SASCDfi , sans que les trois triangles SPA> 
SPB, SPC soient eapables de convenir, par xat angle S egal e un angle S,, 
' et les cotes autoor de cet angle respectivemeni ¿gaux; d'bii il snit que les 
angles P de ces^ triatigles sont égaux ^ que par conse'quent ils sont droits;-et 
partant que SP y perpen(£euk¿i*e* au plan de la base de SABCDE , coincide 
avec son axe. 
á.^333. Conséquense 5. Vaxe éTun angle solide réguñer est é'galemeni incUné á 
toutes les perpendiculaires abaissies du sommei sur les cSíés de la b^e de 
eet angle solide } et lorsqu^une droite , firée du sommet á la base d^un angle 
solide rég^lier^ est également inclinée á trois perpendiculairee^ jubaissées 
du sommet sur les cóiés de la base de cet angle y elle coincide avec eon axe. 
Les perpendiculaires' SQ, SR, ST, etc. , tombent sur les milieux Q, El, T, etc., 
des cotes AE, AB, BC, etc., de la base ABCDE , et le cercle inscrit a cette 
base, en toucbe les cdtés par leurs milieux; denc tous les triangles SPQ, SPR, 
SPT, etc., ^euvent convenir par trois cótés égaux un-á-un; done leurs angles 
S sont egaux ; done SP fait des angles e'gaux avec tomes les perpendiculsüres 
SQ, SR, ST, etc. Mais que soit-il de la supposition, qn'uiie droite SP, tirée 
du sommet a la base de SABCDE, fasse des angles égaux avec SQ, ^, ST, 
trois perpendiculaires abaissées de ce sommet S, sur les cotes de cette base? — 
Les triangles SPQ, SPR, SPT peuvent convenir, par deux cotes respective- 
tnent egaux et Fangle compris S, égal a Tangle compris S; leurs angles en P 
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^ont áoñc ¿gtux ; done ils 6onl droits ; done SP est perpendiculaire au jilaii 
de la base de SABCDE; done elle coincide avec Taxe de cet angle solide. 
*."• 334- Conaéquence 4. Les c&tós d'un angle $olide régulier sont toas également 
inclines au plan de sa base. Oest ce t]ui suit immediatenient de la conve- 
nance de teus les iriangles SPA , SPB , SPC etc. par leur angle droit P et 
l'egalit^ respective de leurs cotes autour de cet angle. 

T H É O a É% E CXV. 

m«* 355,Qu^^d on coupe un angle solide régulier par un plan perpendiculaire á 
son axe , sa section est un polygone régulier de méme nom que celui de 
sa bcue. 

L'angle solide reguTier SABCDE (fig. «07), etant coupe par abe , plan 
perpendiculaire a son axe SP , ce plan est paralléle au plan de la base ABCDE. 
De plus, les droites contenues entre deux plans paralléles etant egales , lors* 
qu'elles sont egalement incline'es sur ees plans ; il s'ensuit que les droites 
tfA, 6B, cC, dD^ eEé sont égales; que les droites &i, S¿, Se , Stí , S^^ 
le.soBt ausñy et qull en est de méme des droites ab ^ be , cd , de y ca-^ 
attendu que ce sont les bases de triangles isósceles capables de convenir j 
par Fegalite' de leurs cotes et des angles comprís entre ees cóte's. 

Quant aux angles du polygone abcde ; comme cfaacun d'eux soutient deux 
des angles a la base des triangles aSb , bSc , cSd , dSe , éSa ^ qui sont isos-- 
eele^ et capaUes de convenir ; que de plus , les plans des angles soutenus , 
ont méme inclinaison Tun sur Tautre ; il s'ensuit que les angles solides á trois 
faces abeS , bacS , ebdS y dceS , eadS j sont capables de convenir ; que par 
consequent , le polygone abcde est a la fois equilateral , equianglc , et de 
méme nombre de eótes qu'ABCDE ; et partant , qu'il est régulier et de méme 
nom que luL 

TRÉORÉME CXVI. 

m.*33& l/n plan qui passe par trois points , pris sur les cátés d^un angle solide 
régulier a égales disiances de son sommet, cpupe cet angle de maniere^ 
que sa section est un polygone régulier cPautant de cótés que sa base. 



SA , SB , se (fig. 907) y tnHS lignes égales , prises sur trois cotes de 
Tangle solide régulier S : Si aprés avoir abaissé AP, perpendiculaire sur Taxe 
SP de cet angle , on tire du point P, les droites PB, PC ; les triangles SPA, 
SPB I SPC poorroni coovmir ^ par wi asgto S^ ¿gal a «n angle S , et les 
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coles aulour de cet angle respcctivcment egaux. Mais SPA '^si rectanglc cu 
P ; done SPB, ^C sont aussi rectangles en P ; done SP esft peq>eAdicuIaire 
un plan ABC; doce ce plan coupe Tangle solide de S, de maniere ipie sa 
seciion est un polygone reguKer d'autant de cótc^ que sa kase» 

THÉORÉME CXYIL 

n.^ 33f^Deux cuigles soliden réguilfrs peupeni convenir , quand ils ont rnéme 

nombre dé faces et que celles de Vun sout de méme grandéur que celleé 

de Vautre. * - 

• ^^^ 

Suppose*^ que deux angTes solides reguíiers SABCDE , ZF6HIK , aienf 

méme nombre de faces j et que celles de Tun soient de méme gi^andeur 

que celles de l'autre : Si Pon coupe le- premier par trob poínts A , B, C, 

pris sur trois de ses cóle's a la distaHce d de son- sommet S; sasectioo* ABCD£ 

est un polygone régulier' d'autaot de cóle's qu'ih a de faces ^ Si Pon- coupe 

le second. par irois poin46 F , G , H, pris* sur ses coles a la dístance d de son 

sommei Z , sá. sectioo' FGHIK , est un polygone régulier d'autanc de cotes 

qu'il (u de faces. Les sections ABCDfi , FGHIK sont done des polygones 

Fegidiers de]mémc nom ; et comme les triangles isósceles ASB, FZG- ont un 

angle.S egcil* a un angle* Z y et que leurs eóles autour de cet angle sont de 

méme longueur; leurs bases AB^FG sont egales; eties polygones réguliers 

ABCDE., FGHIK, sont de mémenom et de méme grandeur.^ 

Mais les angles solides S , Z,^ ¿tanl coupes^ par trois points , pñs sur trois 

de léurs" cótés a e'gales distances de leurs sommeía ; les plans qui les coupem 

sont perpendiculaires ar leurs axes SP , ZQ , et ees axes passent par les 

centres P , Q des sedions ABCDB , FGHIK ; done les triangles S?Á, ZQF 

peuveni convenir ,. par un angle droit et deux cotes SA y AP , respectiyemenc 

egaux á deux cót¿s ZF^ FQ ; done ZQ=SP; done, si Ton fait coincider les 

pdygones ABCDE , FGHIK , leurs centres P , Q coVncideront ; les axes SP ^ 

7jQ coTncideront ausa , et íl en sera de méme ,des angles solides SABCDE y 

ZFGHIK, 

T H É O R É M E CXVIll. 

■ 

n*^338.I7>i angle soíicte est régulier, quand sa seciion ^ par un plan assu/elti d 
passer par trois points pris sur ses cótés á ¿gales^ distances de sen sonunet, 
est un polygone régulier. 

Suppose que le polygone rjégulier ABCDE (fig. 907) 9..aoU la seciitín d*un 
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ftfigle solide S, par un plan qni passe par les points A , fi, C, pris ?ur les^ 
totes SA, SB, se de cet angfe , á égales dist anees de son sommet &: Si de ce 
sommet , on tire au centre P d'ABCDE k- droité SP ; les tf iapgtes 6PA , 
SPB, SPC pourronl convenir, par irois oótés respcctivemeni ^gaux : 'Lenrs 
angles P seront dono égaux; dono il» seront droit^ ; done líi droite' SP sera 
perpendiculaire au ¡Jan ABC, done lous les triangles SPA , SPB, SPG/ SPD, 
3P£ ponrront convenir , p«r nn angle droit' et les cotes antonr de cet angle 
respectivement égaui ; done tous Jes trianglto ASB,- BSC , CSB, BSfi, ESA 
aeront isósceles et pouiTOnt convenir, par Fégalité respective de leurs hases et 
de leurs cotes*; done tomes les faces deFangle solide S seronf egales. Et par 
rapport á leurs inclinaisons on observe ra, que les angles solides a* trois faces , 
qui ont leurs sommets respectÜW en' A, B, C, D, E^ empruntent une dé leurs 
i^ces dü polygone. régulier ABCDE , et les deux autres, des anglés á la base 
de triangles isósceles oapables' de* cfonvenir ;~ que par^ eonséquent,- ees aiígles 
solides-mémes peuvent convenir;* qu'ainsi deux* faces eontigues* quelceuques 
del'aogle solido S, ont méme incKnaison que deur autres, et partant que , 
puisque d'ailleur&il a ete prouvé que ees faces étoient egales]; Paagle. solide S 
' est régulier.. 

T H É O R EME CXIX. 

mf3ÍQ.^^ ^^ctión áfun angle solide régulier á trois Jaces j. par un plan ohliqtíe 
á son axe j ne peut éire équilatérale , d moins que les faces de cet angle^' 
ne soiént plus peiités que V angle díé ttiangle equilateral- 

* 

Supposé que SKLM (fig. 206), augle solide régulier a trois facc^ , soit 
conpé par un plan oblique a- son ane SP, de maniere que sa scctionKLM soit 
équílate'rale ; il est premiérement impossible que les trois cótés SK, SL , SM 
de cet angle solide soienCegaux'; cttr s'ifs Fétoiem , sa sectioií ne' serott paa 
oblique, mais perpendiculaire á son axe : Secondenieut ,* it-^est impossible 
sussi , que les cotes de SKLM;soient tous les trois inegaux ; parce que s'ils 
l'-ctoient, Y un tfeux SK seroit plus petit que les deux autres St , S!VI ; d'oü il 
suivroii 11-* que les triangles SKL , SKM aUroient uii'atigle S", égál a un 
amgle'S'; im cote communSK; et un scéond cote KL , e'gal a un second 
eóté KM : at* que Fangle* E du trianglcf SKt , étabt'oppóit? a son cófé-'SK < 
8L, seroit aigu) el que de íbéme , Pánglé^'M du triang!e SlCM , etarit oppose' 
ar son- cote' SK <í SM-, seroit atgu ; qufe par ¿Onseíjuent , ' <5es triangles 
.-pourroient eom^edir n^-fiS^-et partam, tjue lélirá c6t6s SE, '^'s'éí-íóíeiit'egauíí. 
lis done qvie d'une part ^^ Idrá^tíe^ lá^ rféeri<fai*<AHqií¿^d*iito^ »tí¿w 

29. 
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regiüier á trols faces est equilalerale ; un des oóies de cet angle solide est plus 
petit que les deux autreS|, lesquels scmt égatix: £t puisque d^aulre t>art y lorsque 
fiDEF (fig« 3o8)y angle solide regulier á troís faces , est coupé par un plan 
f>erpendiculaire k son axe SP , ses trois cotes SD , SE , SF sont e'gatix ; U 
s'ensuil que , lorsque sa secúon DGE est o]>Iique et équilateíale , elle a lonjours 
nn cote commun DE , avec sa section pcrpeodiculaire DFE ; que par conse- 
quent , la possibilité de la section oblique et equilat érale dcpcnd de cette 
autre , savoir , que le triangle DGE soit equilateral , aussi bien que le 
iriande DFE. 

Or par le n.^ 5o , il n'est pas douteux que du point D , liors de la droiic 
SF , on ne puisse mener á cette droiie une seconde oblique DG , egaTe a la 
premiére DF, et que DG n'aboutisse au*dessous du point S, quand DF est 
plus courte que DS ; ce qui a lieu , lorsque DSF , face de Pangle solide 
' regulier SDEF , est plus petite que Fangle á la base du triangle isoscele DSF , 
c*est-a-dire , lorsque DSF est plus petite que Tangle du triangle equilateral : 
Car lorsque DSF est éga!e á cet angle, la ligne DG coincide aNec la ligne 
PS; et lorsqne DSF est plus grande que cet angle , la ligne DG abouiit au-^ 
dessus du point S; d'oüil resulte, qu'eu aucun de cesdcux cas^ le plan DGF 
ne coupe Fangle solide SDEF. Lors au contraire , que la face DEF est plus 
petite que Fangle du triangle e'quilateral , i .* la ligne DG aboutit au-dessoiis 
du point S : a/ la ligne EG lui est egale , vu que les triaugles SGD , SG& 
peuvent convenir, par un angle S , egal á un angle S , et les cotes autour de 
cet angle respeclivémcnt egaux ; par conse'quent DGE , section oblique , est 
aussi bien équilatérale que DFE , section perpendiculaire de Tangle solide 
SDEF. 

THÉORÉME CXX. 

11.^ 34o. í^^ angle $olide rtfgulier, á quatre faces nepeut étre eoupé par un plan 

oblique á son axe, de maniere que sa section soii un carré. 

Supposé qu*un plan ABC (fig. aog) , oblique a Taxe de SABCD , angle 
solide a quatre faces , coupe cet angle de maniere que sa section ABCD soit un 
carre' , qui ait son centre en O ; j'observe premiérement , que si SD est du plus 
petit module entre les quatre cóte's SA, 8B, SC, SD de cet angle solide; il ne pi^ut 
trouver son egal que daos un seul des tro^s autres ; car s*il le trouvoit dans 
deux, Tangle solide seroit coupe par trois points, pris sur trois de ses cótés j 
á cfgales distances de son sommet; d'oü il tuiyroit que sa seciioii ne seroit pas 
obliquiS y mais perpendinulair# i 50o axe. 
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J'obsene secondement , que les tríangles SDA , SDC , ont un cote commun 
SDy mi secoiMl cote DA, egal a un second cote JDC, un angle non-corapns S, 
cga) á vn angle non-compris S, el que A, C , ceuT de leurs angTes qni sont 
•pposes a SDsont aígusf que par conscquent , ees tríangles SDA , SDCpeuvent 
convenir ; que leurs cótés SA , SC sont égaux ; que íes tríangles SOA 
fiOC peuvent aussi convenir y par IVgalite respective de leurs trois cótés; que 
]« diodte SO, oblique au plan ABC, fait des aogles droils sur AC; que son 
pina petit angle sur ABC est SOD^ et qu'enfin, son plua grand angle sur ce 
plan est SÓB^ 

Cela obsei^e, Je prolonge SD jnsqu^ ee qu^arríve'e i la longueur SI, elle 
soit egale á SA s= SC ; puis faisant passer un plan par les poínts A , I , C , ce 
plan coupe la ligne SB en K , de maniere que la set)tion I AKC est un carré , 
de móme grandeurr qu'ABCD , puisqu^'U a ntéme díagonale que Ini , savoir 
AC. Le tríangle BAK est doncr isoscéie ; AKB son asgle a la base est done 
aigu; done AKS, angle de suite d^AKB , esi obtns^I/un anire cote' cependant , 
le tríangle ASK est aussi isoseéle ; done AKS son angle a la base est aigu ; 
done la sectíon carre'e dte Tangía solida SABCD^ par un plan ¿blique a son 
ai^e implique eoniradictíon^ 

T H É O R É M E CXXI. 

r«54i. Vn antgte saKde r¿gaUer de píus de qnatre faces , ne peni éfre coupé par 
an plan obliqae á sen axe^ de maniere qt»e am seetíon soit un pelygone 
réguíien 

Supposé en effet (ffg. safio) , quW plan ABC, obFique a Faxe SP de SABCDE , 
angle solide regulier de plus de quatre faces, eoupe cet angle, de maniere que 
la section ABCDE,^ qui a son centre en Q, soit un polygone regulier : Si SD 
est le plus petit ^ eu l^un des deux plus petits cotes de cet angle ; les tríangles 
SDC f SD£ penvent convenir , par deux cot^s respectWement q;aux , un 
ai^Ie non^e^^mprís egal k un angfe non- comprís , et le second angle non- 
compris aigu dans Fun eomme daña Fautre , par coísisiícpient le» ligues SC , 
SE som egales; les tríangles SOC, SOE peuvent eonvénir, par Pegalite res- 
pective de leurs treis eóte's ; Fangle O du premier est ^gal & Panglé O du 
second; la ligne SO, eblique au plan ABC, fait des angles eganx avec les 
Kg^es OC , 0£ , qui passent par son pied dans ce plan ; sen plus petit angle 
. t^ar ce plan méme, est cehii SOD qu'elle £xit avee OD,. Kgne qnr partage 
Fangle COEen denx (^gaíement ; et enfin , son plus graxd angle sur ABC, est 
eelu»- S0£ , qa'eUe faU avec Gff ^ prulongement de DO. 
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Mab de ce qü^QD est la ligne du plus peúi aiigle de SO sur le iflou ABC^ 
jU suit que les cotes de Taugle solide S , sant d auiuut plus grands y qu'ils 
:aboutis4ent plus prés ^du poiut F ^ diametralem^t op[U>se ¿ P .sur le cercle 
icirconscmtjá ABGDE ; jet que ceux de ees ;CÓtés qui aboutíssent .-ji des poiots 
de ce cercle equidistans du poiat F , soDl Qgaux; doqc SA=^Sfij .done ú oa 
prolonge SD ^squ'á ce .que sa longueur SI , soit egale.a SCsssSE, et <i¡u^on. 
fasse passerun plan par les points I, C^ £ j ee plan coupera l!angle solide 
S y de mapiére que sa section lEK^EiC , sera uo polygone «negulier .de mém(& 
nom qu'ABCDE ; done les triaagTes EIC , EDC pourropt convenir ^ parce 
-qifetant isósceles et reposant .sur méme base ££! ; -ils oppQsept Íl .cette base 
Tangle de polygones reguliers de niéme nom ; done les cotes du polygODe 
lEKJiC sont egaux aux cotes du polygone AfiCDE: .done en partieuKer KL 
est egal k AB.. D'autre par^l cependant ^ les .triapgles isósceles et semblables 
Síííi y SAB^ foQt KXi plus |)eút qu'AB , daos le rapport de SL á SB ; jdonc ii 
est aussi ámpossíble y ^u'un aogle solide régulier de plus de quaire faces , sok 
coupé .par «un plan oblique á son axe , de msoaiere <{tte sa section soit ni 
polygone .regulier.^ qu'il .est impossihle que deux ligues ^oiexit en méme-tems 
-egales et inégales. 

J'ajouierjú que , quóique la ñgure sur laquélle j'ai raisonne ne presente 
qü'un angle solide re'gulier d'un nombre de faces jimpáir ; ce que j'^n ai dit 
s^aj)pl¡f|ue pourtsgit aux .angles solides regviliers dW norpbre de faces pair^ 
avec ceite diSerehce , que la contradictio^ qui ^ d^ns le cas imp^ir , se mpui- 
icste par regalité et Fine'f^aüte simultanee des cót^s de deux polygones réguKers 
de méme nom ; se manifesté, dans le cas pair , par Fegalite et l'ine'galile simid- 
nanees de di^goníiles correspondajptes de dcuy poly-gones reguliers de méme 
Jdom^ 

S^pposeen effet ffig. aii), que le polygone regiilier ABCCHSF represente 
jla section oblique de S, angle solide re'gulier dw xiombre de fact^s pair; de 
fctte suppo^tion etde ce ^e, parral les cotes de Tangle CQupé, il i>*en est 
pas trois qij^i soienl egaux ; il suit que SE , celui du plus p^tit medule , «e peut 
írouver son egal qup dans u^ des autres ; que pjir consequent les triangles 
iSEF , SEX> peuve^nt convenir j q^e SE senl est le plus petit des eóié's de Sj 
gue 80^ pblique aú plan ABC, fait spn plus petit angle sur ^ce plan avec 
EO ; et son plus ¿rai;id angle ayec OB prolpngero.ent d'EO ; qujs les cóte's 
de Tangle solidp S sont d'auívmt pl^s grands , qn*ils se terminent plus prés 
du point B ; qu'ils sont égaux, quand ils §e terminent a dist^nces «gales de 
ce point méme. 

Maintenant , ú on prplonge SE, jusqu^a ce que Sí ^it egde k SD=: SF, 
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el qu^on fasse passer un plan par les poínts D , I , F , ejgalement distan» du 
point S , la secüon de l'angle solide S , par ce plan , est un polygone régulier 
IFKLMD; les triangles FDfi, FDi peuvenl convenir, parce qu'étaut isósceles 
et reposan! sur méme base , ils opposent á cette base l'angle de polygones 
Téguliers de méme nom. Or de ceiie convenance smt T^galitJü des polygones 
reguliers ABCDEF ^ IFKLMD ; de leur égalilé suít celle des diagonales qn^ 
y soqtendent méme nombre de cotes, et en particulier celle de KM a AC. 
D'un autre cote , les triangles isósceles SKM , SAC étant équiangles , la base 
KM du premier est plus petite que la base AC du second , dans le rapport 
•de SK a SA ; done il impKcpie contradiciion , que ia section oblique d'un 
angle salide régulier, d'un nombre de Caces pair, soit un polygooe régulier; 
done finalement , en quelque nombre pair «ou impair , que soient les faees d'un 
angle solide régulier qui en a plus de qua^e ; il est impossible que sa section | 
par un plan oblique á son axe , Isoit un polygone régulier^ 

T H É O R É M E CXXLL . 

í4a. Quand le nombre des faces d'tm angle solide régulier est impair , le plan 
^ui passe par Vaxe et Vun quelconque des c6t¿s de cei angle j passe auesi 
par le milieu de lajace opposée á ce cóté^ et lui est perpendiculaire. 

Soit SP (fig. aia), faxe de SABCDE , angle solide régulier d'un nombre 
•de faces impair , reposant sur le pdlygone régulier ABCDE ; le plan SPD , 
qui passe par l'axe SP et par le colé SD , passe aussi par le milieu SR de la 
lace BSA , opposée a SD , -et fait des angles droíts «yec eexxe face : Car la 
droite DR , tirée du milieu D du grand are ADB , par le centre P du cercle 
«irconscrit ¿ ABCDE , tombant perpendicuílairement sur le milieu R d'AB 
joorde de cet are n.** 85; le plan SH) , est ¿ la fois perpendiculaire sur PAB face 
4le Fangle spaciaire SABP , et passe par PR milieu de cette face ; d'oü il suit 
^'il passe aussi par le ipilieu SR de Tautre face BSA , et qu'il lui est 
{lerpendiculakeu 



t'- ■■ ■■■ 
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S E C T I O N II. 

[ Des solides en general, e( en particulier , de la sphére el áa 

eorps réguliers. 



Définition. JLjxa geométres donnent le doto de Solide h une e'tendne ([it^ 
couque , séparee du reste de Fespace par des Kmiies qudconques. Aiatt Yéxmt- 
due qui est coutenue ealre les Caces d'tiii angle sdide , est un solide: l'etendiw 
qu'oecupe un corps sensible est un selide : de serte que, daos le langage ¿els 
Géométríe , !e niot solide a uu tout autre sens cpie dans le langage cfMDonm, 
oh il signifie Kaisoo étroite des partios des corps sensibles , par eppoñüoas 
ce qu'eniportent les niois ffui^te , moHesse , KquíditeV 

Déjmitiona de$ Corp» Réguliers eí de ta Sphére. Teus Im solides mbI^ 
separes par letir surface du reste de Fespace , et cette surface peut étre eourber 
en entier , ou parlie coiirI)e et partie plañe, ou foute composce de parties 
planes. Or entre les solides de cette troisieme espéee , on distingue ceux deot 
les ponioBs de surfacos planes qui \%% terminenl , sont toutes djea polygones 
reguIiers de ¿eme nom et grandeur , £brmant des angles solides re'gnliers 
eapables de convenir. On qualifie ees solides de RégaUer» ; leurs Faees sont 
les polygones qui les terminent; leurs Cóíésy sont les coi¿» mimes de leurs 
faces. 

U n'est pas difBcile de s'assurer des polygones reguEers quí petnrent termüier 
des solides rcfguEérs : 'ú suíEt pour cela de prendre en considérallon la graa^ 
¿eur des angles de ees polygones , et le nombre qu'il en faut p<mr former ua 
angle solide : Car ee nombre ne pouvaRt étre ptus petit que trois ; ii ast dair 
d'abord, que si trois angles d'un polygone regulier f<Hit quatre Qfu plus de 
quatre angTes droits ; ce polygone ne peut terminer un solide re'gulier ; que 
par conseqnent , Fangle de lliexagone regulier etant les j d'im angle droil y 
dont le triple est qnatre droits ; il est impossible que ce polygone et ceux 
d'un plus grand nombre de cóte's, terminent un solide regulier. 

Reste done a savoir, combieti de solides ou corps re'gidicrs peuvent aToir 
pour faces des triangles , des quadrilatéres et des pentagnnes réguliers ; ques* 
tion qui, par rapport au triangle, se subdi\ise dans les quatre suivantes : 
Combien peut-on construiré do corps réguliers ayec le tñangle equilateral ^ 
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en fermahit leurs angles solíles par trois angles de ce tríangle ?'CoiDbíen peui- 
on C9iistruire de corps régullers avec le iriangle equilateral, en fermanl lenrg- 
fiogles solides par quatre* angles de ce iriaD¡;Ie ? Combien peut-on en construii e 
avec ce triangle méme , en fermanl leurs angles par cinq angles de ce tiiangle? 
Xa qualricme quesüon , peul-*on construiré des corps reguliers avec le tiiangU 
cquiiaieVal , en fermanl leui;^ angles solides par six ou plus de six angles de ce 
triangle ? n'admet qu^une reponte ne'galive , parce qxie l'angle dn liíangle equi- 
laieVal etanl les § d'un angle droit , six de ees angles font quatre angles droits ; 
^ue plus de six , font plus de quatre angles droits ; et qu'il est demontre , que 
la somnie des faces d'un angle solide est necessairemeut plus pelite que quatre 
angles droits. 

Quaní au quadrilatére et au pentagone reguliers, il ne peut étre question 
que de savoir, combien, d'une parí , on peut construiré de solides regniiers 
avec le carre , en fermanl leurs angles solides par trois angles de ce polygone; 
el combien , d'aulre part • on peut construiré de solides reguliers avec le pen- 
tagone reguHer, en fermanl leurs angles 'solides par trois angles de ce poly- 
gone. Ces deux questions, jointes aux trois precedentes, en olTrenl done 
cinq , ¿ la solulion desquelles nous proce'derions incontinenl , si elles n'etoienl 
iiées á d'autres , qui supposent la connoissance de la sphére j ce qui.nous obüge 
k faire de ce solide Pobjet imme'dial de noire attention. 

Consiruciion et définiiions. une spbére se decrit par la révolution d'un 
demi-cercle autour de son dlaméire. Le Centre d'une sphére est le méme 
que celui de son demi-cercle generateur. Le Rayón d'une sphéreesl ladistance. 
du centre de celte spbére a un poinl quelconque de sa sürface. Une droit e qui 
passe par le centre d'une spbére el qui se terminé de psht et d'aulre k sa stirface , 
est un diamitre de cette spbére. Lorsqu'une spbére toume autour d'un de ses 
<iiamétres, il prend le nom ó! Axe de celte spbére : quelquefois aussi on donne ce 
nom a l'un des diamétres d'une spbére, simplemenl pour le distingtier des aütrcs. 

THÉORÉME CXXIIL 

43. ha distance di un plan au centre d'une sph¿re y peut étre plus grande que 
le rayón de cette ephére; elle peut étre égale á ce rayón; elle peut étre 
pluepetite. Dans le premier cas, le plan n^a aucun point commun avec 
la sphÁre: Dans le secondp il n*en á qu'un : Dans le troisiéme j il la 
coupe par un cercle. 

La distance du plan ABC (fig.^iS y , an ceAirci K de la spbére KFRC, est 
egale á Kí^ perpcodítfalaire 4^aissée ée ce cestt^ rar ce 'plan; de soné que. 
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ú KP , stnpasse le rayón KR , le pciÍDt P du ¡ilun ABC, qui 6st le plus prf» 
de la spUere, en estponrtanl plns Ic^in que le point R; qne par conséquent, 
I0U5 Je& points de ce plan son% hors de la sphcre , et pariant ^ qpi'U &'a avcc 
elle aucuB point commun. 

MaÍ6 lorsque KP, distance dn plan ABC an centre de la spBére KFRE, 
est égale a KR, rayón de cette spliére ; tons les points d'ABC, excepté P, 
sont a ixae distance de K plus grande que K.R ; par conse'qnent P est le seul^ 
poinjt que le plan ABC ait en coinraun avec la sphére. 

Lors enfiu, que la distance KL du plan ABC an centre K> de la sphere 

KwFRE , est plus, peliie que KR rayón de celte sphere ; le plan coupe la 

sphére par un cercle : Car si du point K, Ton tire des.rayons KF y, KD,. 

KE, etc. a tous les- points du contonr de la soction FD£; tous les- triangles^ 

KLF , KLD, KLE, eic. peuvent convenir, par un angle droit L^ un cote 

commun KL, et des hypothenuses egaics; d'oü il suit que tomes les droites 

tirees du point L. au contour de. FDE sont egales, et partant, que a'est im: 

cercle. 

u.*3tí' Remarzjué ef Conséquence. Le rayón LD de lá scction FDE est =|^(KD' — 

KL'),,yaleur dans laqnelle KD représente le rayón ^ et KL, lá distance do 

centre a la. section.de la sphére. LD est done d'autant plus* grand*,. que la 

distance KL est pluspotite; et quand ello est nul)^, il est le plus grand pos- 

sible, il est égal a KD rayón de la. sphére ; par consequent, la S0ciion d'une 

spliére par un plan est d^autani plus grand0iy que la distance de eeplan 

qu centre de la sp/iere esi plus petiie.^ 

J'ajouterai, que tout plan qui pasee par le centre d^une spKire ^ iá par^ 
tage en deux parties capables de convenir: Car si Ton pose ees parlies sur 
un cercle egal a celui qui les a sepáreos; tomes les di*oites tirees dü centre 
de ce cercle á la surface de l'une , sont autant de droites tirees de ce centre- 
ménie a la stufacede l'autre; et partant, eJles conviennent. 

T H É OR E ME CXXIT.. 

p*3tí. Quand une spJiére est coupée par un plan perpendiculaire á eon axe , 
un point quelconque de cet axeaude son prolongementj est á égale distance 
de tous les points du contour de la seclion. 

Sbit AEBF (fig. 2i4) une spliére; AB Paxe de cette spliére; P un point 
sur cet axe ou sur son prolongement : FML une section de celte sphére , par 
fin plan perpendiculaire a son axe , et K le centre de cette section : je dis que 
le point P está égale distance de tous les ppmts L^ M^ e^. de la circón^ 
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Íei*en6c FML : Car si í'on xirú les r<iyon9 KM, KL, el les Jignes PM, PLj íes 

trian^^les PKM, PKL peuvent convenir, par deux cótés'respectivenieut egaux 
* et l'angle droit compris entre cescóte's; d'oü il suit, qae leurs hypotlienuses 

PM^ PL sont e'gales ; et parlant, que tous les points de la section d'une sphére 
: par un plaíu perpendiculaire 4 son aie, sont a e'gales distances d'un poini quel- 

conque de cet axe ou de son proloi;igement. 

r 

THÉORÉME CXXV. 

«.•546'.Z?e toutés les droités qi/'on peut tirer á Ut surface d'une sphére depuis un 
point qui n^en esi pas le centre, i.^ la plus longue est celle gái passe 
par le centre , la plus courte est celle guij proldngéé , passeroit par le 
centre : %.^ Les rnoyennes y entre cétie plus courte ei cetté plus íbngue , 
sont ¿gales j gui se terminent á la circonférence d^une méme section ^ 
perpendiculaire á Taxe : '5,^ Lies rnoyennes sont plus grandes , gui se 
tterminent á des circón f^rences de sections , plus éloignées de l^extrémité 
de la ligne la pías courte.* k.^ Ces moyennes^passent^ par touies les lon^ 
gueurs comprises entre la ligne la plus courte et la ligne la plu& longue. 

Le poínldepuislequel on enlend mener des droitesa Ta surface d'uoe splicre, 
est en dedans de cette surface , ou sur cetle surface, ou en debors de cetie^ 
^ siu'face-niénie : Gependant, oe qui. se drt par rapport ál'un de ees cas , s'ap-* 
plique sí bien aux autres; que, je ne parlerai que du troisieme.* 

Süit done (Cg. 21 4) le point P7 en deliors de la surface de lásphere AEBF : 
je dts en preiuier lleu, que la dioite PA , qui passe par le centre C de cene 
spliere el se termine a sa surface, est plus grande que toute autre ligne PM, 
qui ne passe pas par le centre*^ et se termine a la surface de la spbére; que de 
plus, la ligne PB , qui prolonge'e passeroit par le centre, est plus petile que 
** PM-:^ Car le plan APM, coupant la spliere par im de ses giands' ceroles BMA, 
et la ligne la plus loi^ue qu'on puisse mener d'un point' P, a la^ circonférence 
d'un cercle dont ce point n'est pas le centre, etaiit celle PAy qui passe par 
ce centre; il s'ensuit que PA^PM : Et par rapport a Ja ligne la plus courte, 
qu'on puisse mener du point P a BMA, circonfeVence dont F n'est* pas le 
centre, comme- cetle ligne est PB, qui prolongife passeroit par le centre; il 
s'ensuit que PB<tPMv et'pmamy qué PA,PB seiit, ISme la plus longue, 
Pautfe la plus courte des lignes* qu'on puisse mener du pomt £, á la^surface 
de laspbere'AEBF. ' . '. * . ' ♦ '^ 

•• > En seeond lien? j'obseí^e ; qfii-il'a rftAdemoflfttré iK^546Vqtwl¿8 moyennes 
'* ^^ tirées-duvjj^iil^ Plk^la¿^é9r£tfee,di!i\^ terminent 

3a^ 
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a la circonférence d'unc méoiie seciion , perpendiculaire áTase surle prdlott- 
gemcnt duquel se troiive 'le poínt P. 

£n troisiéine liea, je dU que les moyennes , ürees du póínt F ala surface 
d'AEBF , sont d'auunt plus grandes, .qu'elles so tenuiueot á des circonCarenc«s 
de secüons perpendLculuires plus eéloignées du pomt £; que par ^xemple U 
ligue PD est i>]us grande que la ligne FL, qui se termine ala sectíon FML, 
plus rapprochce de B que la sectioa NDE : Car le plan APD, conpaat It 
sphére par un de ses grands cercles ADB ; «t la circonfcrcnce de ce graud 
cercle coupant en M , la seclion FML ¡ il s'ensuit que PD^PM, «I partant 
que PD>>PL, attendu que PL = PM. 

Qualriémement eiiGn, le passage des moyennes par tous les degr¿s de Ion- 
gueur que PB , PA laissent entr'elles , est une coaséquence tmniediate de ce 
qui a éte' prouve'j que les droiies tirées ala ciroonference d'un cercle, depuis 
un point qui n*en est pas le ocntrc, passent par lous les degres delongueur, 
compris entre la iplus courte et la plus longue. 

THÉORÉME CXXVL 

n.'547.Z/« distance dea' centres de deux spliérea peut Hre plua grande que la 
■ somme de leurs rayons^ ou égale ti cette eomme^ ou plus peiiie que cetU 
somme; et dansce troisieme cas y elle est y oupius grande que la diffé- 
vence des rayons , ou égale <i cette diffí'rence , ou plus petite que ceite 
différence, Or ^ dans le premier de cee cinq cas, les surfaces des deux 
sphéres n^ont aucun point commun : Dans le second^ elles n'en ont qa^un : 
Dans le troisieme, elles se coupent par une circonférence de cercle: 
Dans le quatrieme , elles n^oni qi^ un point commun : Dans le cinquiéme 
enfiny elles n^ont aucun poini commun. 

Suppose' premicrement ( fig. ai5), que CK, <Ustance des centres.C, K, de 
deux sphéres P,Q, soit plus grande que CM-hKN somme de leurs rayons: 
Si de celie distanco on ole KN, Tun des rayons , le reste C?í = CM-t-MN, 
surpasse le rayón CM. Mais CN est la plus courte des ligues qu^on puisse tirer 
du centre C de P, a la sur£ace de Q; done toute la surface de Q est faors de 
la surface de P; done ees surfaces n\)nt aueim poínt commun. 

Supposé secondement (fig .3 16), qoeCK distance des centres C, K, de deux 
sphéres P, Q) soit egale á CM-h-KM, somme de leurs rayons : Si de cette dís- 
tance on ote KM, Pun des rayons, il ne reste que l'autre CM, qui est la 
Iigi)e la plus courte qu'on puisse tirer du centre C de P,.¿ ki «uríace de Q; 
par couséquent, toute la svaS^íA de Qp eui&pte le poiot iM[ ^' ¿si hors de la 



surface de P; el paiiam, ce&»siuTacc*. u'oiil qu'uu poiot commun^ par Ic-jucl 
ellcs se touchcni c^teiieurcment. 

TroisiémcmcDt ( fig. i2i7)9.suppo5é que CIL, dUtUBce des centres, soit plus 
.pelitü que*CM-f-KN,. somme dos rayom^ mais plus grande que CM — KN 
dilíérence dejs rayon^ dos spliéres P, Q : Sil de part et d'autre de CK<;CM 
-h-KN, on rciranehe KN, U' rosle CK— KN<CM' ou eN<CM : Si de part 
etd'íiuire de GK:>CM*— KN, on ajóme KN, on obüent GK-hKN>CM, 
Qu eK-4^KE>GiM , ou onfin'CE>CM. Müis GN est Ja plus peflie , ei GE, 
la plus grande des ligues qu'on puisse mcner du centre C á la surface do Q; 
dbne* de* ce centre on peut mener ¿rceue'sarraco une infinité de Kgnes egale^ 
á CM rayón do P, et toutes ees ligues aboutissent a unesectíon de Q, per- 
pendículuirea son axe- NE, n.*' 346; done les surfa^es de P, Q se coupcnt 
par cene secTion FGH, el n'ónt dVrlleursaucnn point oommun:* 

Qpalriernement (fig. 2á€) , suppose' que GK, distance des centres G, K des 
sphéres P, Q,.soii egale á GM — KN , différence dos myonsdeccs spliéres: 
Si de- part et d'autre de GK=^Mí— KN-, on. ajóme KN , Ton obiient GK-h 
KN=GM;, ouCN=^GM. Mais GN est la plus longue des droiies qu'on pvijsbe' 
roener du point Ga la surfaccde Q;.donc, excepte' le point N,'tbus les ]>oints 
de la surface de Q', sont en dedans de la- surface de' P; done ees surfaces 
» n'ont qu'iui point coniniun, par lequel elles se toucKent iniénmircmeut.- 
Ginquiemementenfin^fig. 219D9 supposé que GK^ distímce des centres G,K-^,« 
des spliéres P,Q, soif plus petite que GM— KN, diflerence des rayons do' 
oes spliéres : Si* de part et d'autre de GK<CGM — KN^, oií ajpute'KN; Ton» 
obiient GK-hKN<CM , ou GN<GM,. M^s CN est la plus longue des ligncs 
qn'on puisse mener du point K, a la surface de Q; done tóits les points de* 
ceitesurface sont en dedans de la suifacede P; dono ees surfáces n'ont aucim 
• point cornmunw 
i.*348. Remarque. £•» démonsiraiíón*qu'ón \íem de dotítrer díi tlieorémeprecé- 
dent, met á méme de le présenier sous uneforme^ qui en donne une idee 
plus neite, savoir, qye /é^ surfacet de déux spHeres ne se toucHent ni ne 
&e coupenij quand la distance de leurs centteé est\ cu plM grande que la 
scfnime, ou pliís petité que' la- différence dé léurs' rayons : gu* elles se tou- 
chent extérieuremeni ou intérieurémentpar un seul poinfy selon que la 
distance dé leurs^centres esVé^ále á lá somme ow a lá^ différence de leurs 
rayons : qu^enfin elles se coupent' par une circonfírénoé dé cercléy quand 
Ja distance dé leurs centres est moyenne entre la différence et la somme 
de leurs rayons 4 
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PROBLÉME LIL 

n.'^ i^. Construiré un corpa régulier, dont les faces soient des triangles équilati-' 
rauxy de méme grandeur, ei dont toas les angles solides , f orm.es par 
trois angles de ees triangles , soient capables de convenir . 

Le solide a construiré est assujetú a denx eonditions : La premiére, que 
toutes ses faces soient des ti*iangles équilatéraux de méme grandeur : La se* 
conde , que tous ses angles solides soient formes par trob anglea de ses faces. 
Je prepare done sa constiuction par ceUe de SABC (iig. stao), angle solide a 
trois faces e'gales á l'angle du triangle ¿quilate'ral. Cei angle solide «st re'gulier, 
atienda que Fegalile de ses faces entrame ]Vgaliie de ses angles spaciaires. 
Je ne vois ensuite qu'un moyen d'acfaever la conslruction requise : c'est de 
couper Tangle solide SABC^ par un plan qiii |>as¿e par trois poínts A, B,C, 
pris sur ses coles a e'gales dist anees de son sommet. Si alors, le solide SABC 
remplit les condiiions presentes , le probléme est resolu ; s'il iie les rempfit 
pas , le problcme n'a pas de solution. 

Or, il les remplit : car i.^ la seetion d'un angle solide re'gulier, par trob 
poinis pris sur ses cotes a egales distances de son sommet , ¿tant un poly- 
gone regulier d'autaot de cotes que cet angle a de faces ; la seetion ABC 
de Tangle solide S, est un triangle equilateVal : 3.* les triangles ASfi , BSC, 
es A , sonl aussi des triangles equilate'raux, puisquHls sont isósceles ^ et qne 
leur angle au sommet , est l'angle du triangle equilateral : 3.** ees triangles 
sont tous de méme grandeur qu'ABC , vu qu'il n'en est aucnn , qui n^ait 
avec lui un cote commun : 4.^ enfin, les quatre angles solides S, A, B, C, 
sont capables de convenir, puisqu'ils sont tous formes par trois angles du trian- 
gle equilateral. 

Définition. Le solide que. Fon vient de construiré est celui auquel on a 
donne le nom de Tetrahédre y mot de'rivé dugrec, qui ne présente que Fidec 
de quatre faces ; d'oíi il resulte , qu'il conviendroit a tous les corps termines 
par ce nombre de faces, si Tusage ne Tavoit exclusívenieut appropríe' au corps 
regulier, terminé par quatre triangles équilatéraux de méme grandeur ^ for- 
mant par leurs angles plans, des angles solides d trois faces* Lors done 
qu'on veut parler en general de corps termines par qiiatre . faces , on ne peut 
les qualiGer de tétrahédres ^ U faut les désigner par Fespression, corpa ter-^ 
mines par quatre facen . 
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PRO BtÉME Lili. 

'35o. Trouper le centre du télrahidre^ le rayan de la aphére qui lui eeroit inserí te^ 

et le rayón de la aphére qui lui seroii eirconscrite ? 

Soit SABC (fig. aao)) le sojide ea quesüoa : la ligue SP , tíree de son 
^sommet au centre de sa base ABC^ tomhe perpendiculairemenl sur ceite }>ase, 
et tous ses points sonjt a egale distauce des points A, B, C; de sorte que pre- 
nant pour l'unite, le cote AC du tetrahédrc ; le rayón PC, du cercle cir- 
conscriptíble au triangle ABC est =1/"^, el la perpendlculaire SP=J/^(SC^ — 
PC*)=í/^(i — ^)=>^|, Le cote SP, est done plus graad que le colé PC 
du triangle SPC ; done Tangle C de ce triangle est plus grand que son angle S; 
dono rien n'empéche de retrancber du premier une partie OCS, qui soit égale 
au second ; done le point O est a égale distanCe des points C , S ; done il est 
a egale distance des sommets de tous les angles du tetrabédre SABC* 

Ajoutons que ce point O, est aussi á egale distance de toutes les fac^s de 
SABC : car les angles solides OABC, OABS^ ayant des cotes egaut, et repo- 
sant sur des triangles eVjuilatéraux , de méme grandeur , peuveat convenir y 
d'oü il suit, que la. perpendiculaire OQ , abaissee du sommet de l'un sur sa 
base ASB , est égale á OP, perpendiculaire abaissee du sommet de T^utre 
sur sa base ABC ; et qu'il en est de méme des perpendiculaires abaissées du 
point O, sur les nutres faces ASC, CSB du tetrabédre SABC; que par con- 
. séqueut, ce ppint est a la fois le centre de la sphere inscrqptible ^ et de la 
spbére circonscriptible au te'trabédre ; eosorte qu'il ne reste plus qu'á trouver 
les rapports d'OP, OC^ rayons de ees sphéres, au cote AB de SABC* 

A cet effet done, soit OP=x: Et puisque CP=|/"3, et que le trian^ 
OPC est rectangle en P; il s'ensuit que OC=K(CP*-+-OP')=>^(i-+-JCx). 
Mais d'une part SP=Kf ^et d'aqtre part, SP=SO-t-OPr.-^^(^-f-**)+x; 

doncK^=K(i-h«*H*,Kf-*=K(K**)>l— 2*^^l+**=i+**; 



done finalement x= — r— Valeur quietan! subsutuee a x dans OC=í/^( j4-xx), 
f¿x OC==K(5rH^)=^¿=^r7g- De sorte que, le rayón de la spbére 
inscriptible au tetrabédre ^ «st au cote du tetrabédre , comme . ■■ 1 1 > et que 
le rayón de la spbére circonscriptible ^ ce solide , est a son c¿te , conune - : i . 
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».*35 1. Conséquence. La ligne CQ , liree^ du peísii C au eentre O d'ASB , face' Jrr 
tetra]]¿dre SABC, passe par tous les poiAls cgalement distans d'A, S, B, ev 
bors de ceite Kgne , U n'y a aucuB peínt á. ¿gale distance dé ees derñiers. Or 
le poÍBt O est á égale distance d^A, Sy B; done la ligue CQ passe par ce 
point; doQC cm'. géneVal, touteB tes- perpendiculaires abcUsháes dea sommets- 
des angles solides du i^ttahédrey sur lea faoea* qjui leur sont af}pasées js 
pa&sent'pcír le centre de ce aolkle^ * 

P R OBt EME LIT. 



n,^ S5ii' Construiré un corpa réguHer'y doni tóutbs les faces soient des irianglea équi^ 
latéraux de méme grandeur^ formant par quatre de leurs angles- dea 
anglas solides réguliem? 

!La section- d-un angle solide régidier a quaitc faces, par un plan qui passe' 
par trois peints pris sur ses cotes a ¿gales distances de son sommet, e'lant un 
earré ; je conimencepar construiré le carré ABCD (tig. 221), qui a son centre a 
Fintersection deses diagonales AG , BD. De ce centre , j'eléve- ensuite sur le 
plan ABC une i)crpendiculaireOS=0A. Du point S je tire les droites SA^, 
SB,SC, SD, toutes egales á AB, en vertu de la convenance des triangle» 
SOA , SOB , SOC , SOU , par un angle: droit ct deux cotes , airtonr de 
cet angle , égaux a la demi-diagonalc du carré ABCD. Je prolongo SO jus— 
qu'á tel point Z, que OZ=.OS, ct du point Z, je tire les droites ZA, ZB, 
ZC, ZD, qut-forment, sohs le carrc ABCD, un angle solide Z y capable de- 
convenir avec S^ Les quatre angles solides qui ont leurs sommets respectifs en 
A , B, C , D, sont capables aussi de conTenir avec S : Car par exemple ABSDZ 
a pour base un carré BSDZ égal ABCD / vu que ses diagonales BD , SZ se 
coiipent a angles droits et sont egales aux diagonales BD, AC, d'ADCD. J)^ 
plns la ligue AO , qui du sommet A d' ABSDZ aboutit au centre O* du carré 
BSDZ, est cgale a SO, et tombe perpen<£culairement sur BD, et sur SZ; 
d'oü il suit qu'elle est perpendiculaire au plan de ce earré, et partant, que 
l'angle solide ABSDZ, peut convenir avec Fangle solide SABCD. Mais oa 
peut en diré autant des angles BCZAS, CDSBZ, DASCZ; douc le corps 
SABCDZ est régulier , puisqu'il est terminé par des tríangles equilatéraux c^e 
méme grandeur ^ formant par leurs angles plans des angles solides réguliers k 
quatre faces. 
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Denominativa. L'on a donoc k ce corps le nom óiOctahidre^ quí ne le 
•desi^e que par celle de ses attríkutioiid , qv¿ contaste á ctró tenuiné par 
hx¿X faces. 

Remarque et conséquenoes. U re'sulte de la eoostrucüoii de roctaltedre- ^ 
qu'une drohe tirce du sommet d^un de ses aogles solides par son centre ^ 
aboutit au somiuel d'un de ses autres angles solides ; que ceite droite est egale 
^ la diagonale du carre qui a servi á la conslructkn]] de Toctabédre, el que le 
ceñiré de ce solide est au niilieu de cette ligne. Toutes les droites tirees de 
ce centre au sonamet des angles solides de Toctahedre, sont done egalesj dunc 

m .353.^ solide est inMcripíible á une ephire de rayón O A. 

Ainsi les trois dlamoties majV.urs de l'-octabedre, elant partages en deux 
^galenieni par le poiut O, ce point est le son:n>et de huit angles solides a trois 
faces, lesquels ont pour ba^es respecti\«s les Iniit faces de ce solide , et pour 
eótes, des longiieurs cgales au rayón de la spbére qui lui seroit circonsciite. 
D'oü il paroit que, toutes les faces de ees an^jles solides , sont egales a l'angle 
au sommet d'un iñangle isoscéle^ de base égale au eote de Foctabedre, et 
de cotes cgaux k la nioitie de ses plus graods diamétres ; que par conséquent, 
<;es huit angles solides sont r^guliers ercapables de convenir; et pattant, que 
les perpendicnlaires OK^Ol^j, etc., abaissées de leur sommet commun O, 
sur leurs bases respeciives ABS, CDZ, etc. , tombent toutes sur les centráis 

tt.^334 ^9^9 ^^* ^® ^^^ bases, et sont égales; de sor te que Voctah¿dre est ciroons^ 
criptible á une sphére de rayón OK. Ajoutons que les buit angles solides 
•dont il s'agit sont couple's de maniere, que les coles de Fun sont les prolon- 
gemens des cotes de I'autre, que par exemple les coles dX)CDZ, sont les pro- 
longemens des cote's d'OABS ; que par consequent OK , perpendiculaire abaissée 
du sommet O d'OABS, sur sa base ABS, faisant des angles egaux ayec OA, 
OB, OS a.^ 33a; son prolongement OL, en fait aussi d'égaux avec OC, 
OD, OZ, et tonibe perpendiculairement sur le milieu L de CDZ; de sorte que 

^.*355.finalemcnt, les Jaces de toUahédre sont parallélee une-d-une, n.^ aSy. 

PROBLÉMELV. 

1^. 356. Troaver lee rapporls du cóté de Foctahédre^ tuix rayone dee sphéree inecrite 

et circenecrite á ce eolide. 

Suppose que le cote AB de Foctafaedre SABCDZ (fig. asii), soit =i ; la 
cjiagonale AC du carré ABCD est =Ka, et sa moitié OA=.¿>^a = Ki* 
. Mmb O A est le rayón de la sphére circonscrite ¿ Foctahedre ; donc^ le cote 
est .au r^yoa de la spfaer^ circ^ivóiitQ 4 roQ]Lah¿4r^ » Ppmaie i^¿ Ki« ' 



9ÁO G£OM£TRIE¿KéM£NTAÍRE. 

Sopposé toujours , qite le cót¿ AB de roeíaliedre SABCDZ soit = i : nons 
savoD» qu'OK 9 perpendiculaíre' abaiss^e *du centre de ce solide sur une de ses 
faces ASB y est Ip rayón de la sphére iusciiie u ce solide ; noua savons ausa ^ 
que le colé d'un trianglé ¿qniláte't'al ¿tant =¿i , le rayón KS, di» cercle cir- 
conscriplil>le á ce triangle est =iV^|; nous voyons de plus qtoe letríangle 
OKS est rcctangle enK; dónct)K*=í=OS"— KS*=|— i={; done OK=K|; 
^ done le cót¿ de Toctahédre est au rayón de la sphére inscrita a ce solide , 

P R O EL É.M E LVL 

.•■.'•' 

VL.** 55j. Construiré un. solide donl ioutes tes faces soient des triangles^ equilati^ 
raux de méme grandeur ,formant ^ par cinq de leurs aitgles, des angles 
solides réguliers^ 

Supposequ'ABCDE (fig. a^ra) soit un pemorgonc reguKér, qui aitson centre enP, 
et sur ]e plan duquel s'eléve ]a perpendrculaire PS; le cote AB du pentagone 
regulier etant au raycm PA du cerclc circonsciip tibie a ce polygone dans le rapport 

de l/^ : 1., qui surpasse celiii de 1,17:1 ; Ton peut tircr dja poínt A, 

a lá perpendicaire PS, une oblique AS=AB , et former, taní par cette obli- 
qiie , que par ses e'gales BS, CS, DS , ES, et les coles d^ABCDE, cinq triangles 
eqnilaleVaux ASB, BSC , CSD, DSE , ESA , qui fassent en S, un angle solide 
SABCDE, feí'me' par cinq angles du triangle equilateral. 

Cet anglfe solide ayant pour base le pentagone reguKer ABCDE , et pour 
axe , la pcrpendiculaire PS, est regulier. De plus , Finclinaison de ses faces 
etant donnce par construcüon ; Ton peut appíiquer aux cotes dii pentagone 
ABCDE , cinq triangles AFB, BGC , CHDV DIE , EKA , de la grandcur 
d'ASB, qui fasseñt, avec les triangles ASB, BSC, CSD , DSE , ESA los ménies 
angles que ceux-ci font fes uns sur les autres : en sorte que Te point A , par 
cxemple , soit environne de quatre angles du triangle e'quilateral , savoir ^ 
SAB, SAE , EAK, BAF, et d'un clnquiéme angle FAK, formant ensemble 
un ai^le solide ABSEKF , capable dé convenir avetr Tangle solide SABCDE j 
aticndu que par le n.** 3ia , deux angles solixles de n faces peuvcni convenir ^ 
quand (n — 1) faces de Pim, sont respeciivement egales a (n — 1) faces de 
Pautre , ét que les premieres sont inclinees les unes aux autres, comme les 
secondes. Ajoutons que ce que nous venons de diré de Pangle SoKd^ forme 
autour du póint A, est applicable aux angles solides formes autour des points 
ByC^I>, "B;*^úe<pafr cott9¿4^Jat', téttó ees aégles peuyeat convenir avec 



•n-- 
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l'áligle SABCD£ , et que chaqué cottf de la figure FGHIK^ esc égal an cote 

du pentagose A&CDC. 

Rernarquons a present, que le plan BSP, etam perpendicuíaire sur la face 

PDE de l'angle spacíaire SEDP ^ et passant par le mUieu PL de cetle iace ; 

passe aussi par le mifieu SL , de son autre faee SI>E , et luí est perpeudl- 

eulaire; que par eons^tíent, íl passe encoré par le milieu LI de DIE, face 

de Pangle spaciaire SDEI , et luí est perpendieulalre ; de serte que Tangió 

SLI , est Fangle plan de Pangle spaciaire , formé par deux faces contigués de 

l'angle soKde SABCDE ; et tpte si' Von tire la droite SI , Taxe PS , fait avec 

elle un angle PSI y qui ve différe de celui qu'il fsát avec les lígnes tirees de 

son sommet 8*^ an mxfíen des cotes d'ABCDE, que par Pangle a la base de 

SLI, triaogle isoscéte , dont le:s cotes sont égaux ala perpendÍ€ulaire abaissce 

du sofmnet snr }a base d'un triangle equilateral , de ménae grandeiar qu'ASB , 

et áefBi l'angle Gomprís entre^ ees cótés , est e'gal a Pangle plan de l'angle 

spaciaire formé par deux faces coligues de^Fangle solide SAB€D£. Ajoutous 

que ce n'est pas seulement la; ligne SX , qui est cgale a la base du tnangle 

qu'on vient de décrire*; qae toutes les lígnes tirees dki poínt S aux sommeis 

des angles de la figjure FGHIK, sont égales a la base d'un tríongle de ceue 

description y et (oM avec SP des angles égaux k Tangle PSÜ. D'oü ií suit que , 

si OH prolonge SP au-dela de P , et que du point I , Fon- abaisse sur le 

prolongement Fa: perpcndiculaire IQ^ ; cette perpendiculaire et les lígnes KQ , 

FQ, GQy UQy formeni ciii<|^ tñangTes ISQ ^ KSQ y FSQ, GSQ , HSQ., 

capablea de cenvenir ,. par un angle S égal a- un angle S ^ et les cotes autoiir 

de cet angle respeetWement egaux ^ que par eonseqnent , Pun d'^aux étant 

rectangle en: Q', to^is les auires le sont , et qjue leurs cotes QF ^ QG , QH ^ 

QI , QKr sont «gaux^^ ce qui plaee FGHIK en entier dans un plaiv parallele 

¿u plan- d'ABCDE , et met á^ méme de prouver , que ees deux pentágonos 

peuvent convenip : Car premierement ^^ on< a demontre, que tous les cotias 

de FGHIK sont de raáme grandeur que ceux d'ABCDE : Secoudement , on 

Yoit ^ pvese^t/ q.uQ teus les angles de FGHIK sont egaux , attei^du qi^.e 

ehacun d'eux se compose de deui angles á la bas6 des tiiangles isósceles 

i..yQG, CrQH> HQl y IQK ,. KQF , lesquels peuvent convenir ^ par Pégalité 

ife«|>ecÚ¥e.:/de|leiM^ cotes !et d# leurs l^ases*^ 

Maintenant , si on prolongo Paxe SQ , jusq;u'a ce que son prolongetnent 

QZ, sókegal aPS, et qu'oii tirelesKgnes ZF, ZG, ZH, ZI , ZK; elles 

iormein aiuour du poiiH Z ui^ 9^^ solide ZFGUIK . capable de eonveuir 

arec l'an^^«olide SABCDE. De plus, hs angles solides formes en F, G, H, l^K, 

paf ciaqL.9i>gl6S d>a Iriiunglie ^^g(ii||tter<ai , peuvent convenir ; attendu qu'ils 

5í 
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sont tous oomposés de deux aulres , capablcs Je cooyeiúr et rcunié de la 
meme maniere : Savoir, le premier^ forme par iin ang^ de pentágona r^uKer 
lel deux angles de triangk equilateral : le second , formé par im aogle de 
' pentagone i-egulier et trois angles de triaugle equilateral. , inclines les Hns sur 
les autres eomme ceux qui formeut Tangle SABCDE. Ajoutons qu^ajam 
demoutró la «onvenaiice de ceux qui ont lerui*s sommets exa^A , B , C , D, £, 
avec celui qui a le sien en S ^ la convenance de ceux ^ui ont leivs sommets 
en F , O , H, I , K ^ avec celui qui a le ¿en en 6 , «st 4emoatrée , tfot par 
conséquenty le solide qu^an vient de coastruire , est terminé par des tiian^les 
cqiiilatéraux de m^me grandeur ^ formant par £Ínq de leucs angles plans de$ 
angles solides réguliers. 

Dénomination. Ce solide régulier , porte le nom á*IcesaA¿dre ^ t¡m ne le 
designe que par le nombre de ses faces ^ dont cinq au-dessus du pentagmie 
ABCDE; otnq an-dessous du pentagone FGHIK; et dix dans la mne coatenue 
entre ees deux pent agones. 

P R O B L E M E LVIL 

Démontrer que Tlcosahkdre est inscrípiihle et circónscriptibU á la sphire, 
et troiiuer les rapports de son cété^ au rayón de la sphire qui lui seroií 
circonscríté , et au rayón de la sphere qui lui seroií inscriie7 

n.^'^Sft- Póur de'montrer que Pieosahedre est inseriptible et circonscriptible a la 
sphere , je reprends le triangle BSI (fig. d22 ), qui p<isse, comom 00 Fa tu^ 
par Taxe PS , en sorte que son cote' BI , conpe necessairement la figne PQ 
en un point O : d'ou je conclus que les triangles OPB , OQI penvent con- 
venir par un colé PB «gal a un cote QI , un angle O oppos^ au sommet á 
im angle O , et tm angle droit P égal a un angle droit Q ; que par conséquent y 
le colé OP du premier, est égal au cdté OQ da seoond; et partont , < que le 
point O est au milieu de la ligne PQ. J'ajoute , <)a'en raisonnant de méme sur 
les tiiangles CSK , DSF , ESG , A$H , on proavefX>it que léurs tólés CfC , 
DF, £G , AH, coupent anssi la ligne PQ par .son milieu O; que par eon* 
séquent, il se forme autour de ce point deux angfes scAides réguliers OABCDE, 
OFGIIIK 9 tels que les cotes de Pun sé prolongem daas la iJiv^Mii^^tl ^s cotes 
^fle l'autre et leur* sont égaux. .t. • 

* Ainsi les ligues OA, OB , OK , OF étaat ég^^les ; les tñangles OAK y OAB , 
• OAF sont isósceles et peuvetít ctoavenir , par rógalité ^ respective de leurs 
cotes tí de leurs bases ; done leurs angles sont.égaux ; done la ligne O A est 
l*axe de ran&:lis solide ré<;ulier AFBSÉK. &•'' 3351. Mais la eoBvenauce d'AFBSEK 
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/" avcc SABCDE a cíe demonlree ; douio les ang-es plans OAo , OSA sont ¿gaux ; 

• 4onc les ligues OA , OS sont egales ; done le póint O est a cgalc dislance 

. f , des soipmets de tous les an¿;lcs. solides de Ticosahedre. Mais loutc liüne tiree 

du somniet d^un- des angics solides au centre, de Ticosahédrc , se prolongo 

'' ' '^<4tii8 íá-'cfireclioivklHine seconde ligne-, dre'e da centre mt.sonimot d'uA secoiid 

'. * " angle solide de l'icoKabedre-; done ce solide a six diámetros majeurs, de la 

grandetir de^ SZ';- done il est insciiptible a une splicre de d¡ame(re'=SZ. 

Maintenant, afin de proayer q^pel'icosahedre est circonscriptible a la spkére, 
preqons en. cousidération- vingt angles solides a trois<.'faces^ qai ent leur 
fominet: áii' destre- et letir base- a Tune des &ees do- ee corpt regulier ; ct 
ebsé^OB^r q|ie-«8Í^ du' somniet da rún dé- ees angles, <ni tire? une droite au 
eeiiuid'dbr sa baser; cette^ droite-, les oótés de cet angle*^ et les trois lignes 
qui du centre vont^ abo utir aux somniets des angles de^sa base, forment trois 
t3Íanglés^ oapables de convenir,, par reg^é' respective' de' Icurs trois c^tes. 
jyoii il suit 1^^ que les ligues tirees dii point 0\ aux^ oentres des faces de 
; j ricosaliédre-, sont^les axes des viiagt angles solides pris er^ considéi*at¡on : 
a.o que ees axes sont égaux , parce que- deu^ trianglcs rectangles pcuvent 
convenir, quii ont des kypotliénuses égalés^, et un second oóte ógal á un 
second cót¿ :'5.^ que Fioosabédre est circonscriptible a une spliérc, qui auroit 
pour royon uneiigne til^ée de son centre'au centre, de Pune quelcorique de ses 
£ices. A^putons 4.^ que les vingt angles solides susmentionnés sont réguliers, 
puisqu'ils ont pour base un tríangle équilatcrral et qu^s empruntent lear a\e 
de* la perpondiculaire éléveedu centre sur le plan de leur base: 5.® que ees 
angles pcuvent convenir, par Fégalité respective dé leurs axes et de Icni-s 
bases :• Gj^'quePaxe de l'un prolongó va opíncider. avec l'axe de celui qui lui 
est opposé^ qar le premier, fáisant des ABgles égaux avec les eótós dé celui 
auquel ilapparticot,. son pTolongemexit fait aussi des. angles égaux avec les 
oótés de l'ángle opposé, et nous savons n.^ 553; qu'O n'j a que l'axe d'un 
angle solide* regulier, qui fasse des angles égaux avec les cotes de cejt angle: 
7.? et finalemeot, la perpendiculaire^élevée sur Fuñe des faces de Ficosabédre , 
eiant perpendiculaire;sur la face opposée;> les faces de ce soKde sont paral- 
leles une-^¿Kune; d'oü il suit qu'il a-dix diamétres miiieurs,'lesquels som aussi 
des diamétres de la s{>ljíere a láquelle il est circonscriptible. 

Cuani aux rapport^ du teté át Ficosabédre aaix rajons des spKeres dcmt Fuñe 
lui serok eircomcrite et Fautre imcrite : Considéram que par le n.? a 69, PA, 
raycNa du cerelé eireonscripiible an pentagone ABCDE, wt á: AB, colé de ce 

' pent^sonfi , ' comme 1 I^^t^— -/; im)us en conchirons que lorsqWAB ^= i , 






zszy ^Ht-l. Mai» AP est perp«ndicul«ire sur OS. c^te du triiíiigl^ OSAj 
done AO»=sAS*-hOS»^ aOSxPS n" 76} ¿'oüTop ii»o=*A8'T^a08xPS, 

ácause d« AO«==.OS% do»cOS=^==-y^^=iK¿;-^=i;K:-— 

al/*— ^ 

=lK(ioH-5iK5), 

Enñn y pour exprimer numériquement ON, perpeadíeiikire abaUsée da 
point O sur le ceoire <le la face BSC; coasiderons premienftiBeiift , que ON 
=£sK(OS'-<-NS') ; Beco&dement , 4][ue le raypa <lu eerck droowcriptible a 

un jlrUagle ¿quilaierAl dont le colé =l , est =r;;j; «^ ¿^ ^* ^^wi ^^"^ 
rauons, concluons que ONi=Kr — - — — f li^j/'í -—- — y =r - ' ■ 

F ROBLÉ ME LVIIJ. 

I 

n,* 552' Construiré ^^ corpa régulier j dont toutes les faces sotent des acarres de 
mérne grandeur^ fortnant par trois de leurs angles des angles solides 

réguliers ? 

Je commence par faire du can*e ABCD (fig. 3a3), une face du solide & 
construiré ; puís considérant que cfaacun des points A , B , C , D ^ doit étre 
le sommet d'un angle solide ferme' par trois angles droiu ; de ees points 
mémes , j'elcve ^ sur le plan ABC y quatre perpendiculaires , sur Pune des- 
quelles je ^rends AH = AB ; je fais passer ensuite par le point H un plan 
paralléle a ABC , et ABCDEFGH est le solide demande. 

En effet el premiérement , les perpendiculaires , contenues entre les plans 
paralléles ABC , EFG , élant égales , el la ligne AH , ayant été faite egale 
á AB; touies les ligues AH, BG, CF , DE sont ^gales a AB. Secondement ^ 
les qualre quadrilatéres ABGH, BCFG, CDEF , ADEH sont autant de carrea, 
de m¿nie grandeur qu'ABCD , attendu que chacun d'cux a trois cotes res- 
peciivement egaux a trois coles de ce carre^ et que deux de ees cótés font 
sur le troisiéme des angles droits. Troisiémement , le quadrilatére ^FGH est 
aussi un carré , de méme grandeur qu^ABCD ; puisque Fcfgalite des c6tes do 






fuD ñux cotes de Tature est ^mqotrée , et qu'il rósdte du pardlélismc res- 
pecüf des pr^miers aux secoods , que les wgles £ ^ F > & > ^ ^^^^ di oiis ^ 
.^ ^mme. Ips angles D, C^ B , A. 

. líé^CjminaH^ ei cói%s¿quenc0s. Tel est ]e .solide negutieri cooimunénient 
appelé Cube , lequel porte aussi le nom ^Exahédre¡, relatií' a ses áií faces. 

•'-'•^tí l^eswime bien que ce solide « un centre , <S*est-4-dfire , ua point a égale 

diftlanee^ des sómmets de ses angles s<>Kde$ d'une part, et de ses faees cPauíre 

' • pIM^' 0i»s il faut examiner si qette présompúón ést i5u ii'esit pas foadée y e^ 

tréHYer les rapperis du edte de FexaAAdre aux' ráyeos des spheres , 4loot Tuue 

•; leerétt uiscripuble^ et r«tkre/GircOtecri}itSble ^ eeUofide. 

A* cet eSet, je iire d^aí^ord les disonóles 'AC , SD \ qui' se c^upeut su centre 

^li du eatY¿ ABCD^ jé ure eusuite tes diagonales GG , Hf^, quiese coupentxiu 

centre K dn carrc EFGH , et j'obsérve préraiéremeut : que KL , Kgne qui 

partage' le roMaugle BGED jéu iSeux égaiement , est parallele a fñ% cotes BG , 

EDylesquels sont peipendiculairesi^ux píaos ABC , £FG ; queparcóftséquont, 

€ille ieur est aussi perpen(ficidaife. Secondement 3'ebse'rve^ que si des sommets 

^es angleis eofides iufcfrieurs, «ux aemmets des augles solides supéricurs de 

Texaliedre, on tire des Hgnes AF, BE, CH, DG; ees ligues ^m égalcs cn- 

tr'elles^ yu que ee sont les diagonales des rectangles AHFC, BGED, CAHF , 

•DBGE , lesquels eont ious capables de convenir ; Troisiémement j'obsei^e , 

^e' Íes %riaBgles AOL , FOK peuvent convenir , par un cote AL égal á un 

cote KFy ec deux angles Lj O, respeotivenient ^aux a deux angles K, O , 

^ue parcons¿queQt| l^s l^ies AF, 1^, se coupenl au point O en deux égale- 

ment. J'ajoute que ce qui est prouvé de ees deuxfignes, étant tout aussi facile a 

prouyejr de^ troisDOuples de li^pes B£^ KL^ CH, KL; DG^KLj il est demontre , 

quUl se forme au^>ur dii point O aíx. angles solides y qui opt ehacun pour base 

une face de Pexabedre , et pour axe , une droite qui , du centre de cette face 

s'éléve perpendicukórement sur elle , jusqu'á une hauteur egale a LO ; d^oü 3 

suit, nlterieurement , que ees angleseoot reguliers «t «papables de convenir; que 

le poiat O est á jégole distanee des faces de l'exahédre d'une part, et des som- 

. raets de ses angles solides d'autre part; que ce solide est inscríptible a une 

- sphére de rayoa.OA , et durconscripüble á une sphere de rayón OL ; et p^r- 

.. ftant, qu'il ñe s'agit plus que d'exjprioier numériquement lea rapports AB : OL, 

AB: OA. y^ ^ 

Qr de Ja supposiiion que ABvsi , il suit qu^OL;=^KL=;;;:.|AH=^ AB=^, 
et que AL^ moitié de la diagonale du carré ABCD est:=)/^^; done OA==: 

•?^|K^(QL'4-AL*):;=>f (f^P=|<f5;=if^^ done AB : OL=x : i, AB* OA 



/ 
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u.^'^ei.Lrt sommé^ des angles iniérieurs tf un pófygbríe qtteícuntrke ¡íiminue , 
quandhs calés de ce^potygone^cesseni d^étre tous dans )ah méme plan. 

' Ir AGn que iefi|> cutes. 4« ^si^íflfi^AJ^^^ (fig-AÍí?í4), 4^^|3* 4'(éw© dans uit 

. .,. mqnie plan ^ il. ÍUui le pliec ^eJxm Ig cfirecuoo^ cFune de sesidiag^^^^ va que- 

^i oi> le plk)it>elpB touie^utre.dlreciion^ 3 ne seroít f^us^ ^^cii]^^ par les 

ftii.i'. j¿..i©ép3(e^ coles,, efu'uxi ou deux dVri^'eux se trQuyei^oWnt.partag^ ei^díRPK amres. 

Or cela pose, si.cm pUe lepeJygoa^. ABCDflrs;!^ la jd^^gonale 4í(^r<^ prend 

..-^ > r;]ta rcH*|[^ie- ABCI)^JE1.% et ephasge: aatmq^ da point^ ^TSaajgl^jSCP.eM^treFangle 

, . BCD', ;j gjagnc-t-U cm perd-il par cet.^change? ilpe*d r Car driWff!&^ 

siu¿;]e Solide á trois faces BCD'^, ACiy, ACB, fafticponoiiTe qiietSQ|)f^<ACD^ 

.-^ACB; d'uB ature có.uf, il ^i evideprque BCD^ACPrHACBs»ACD'-i^ 

ACB ; done BC{D;> BCD' ; ^one le polygpne a plus pf^r^lu; que^^gne en quan^ 

títé angulalie miioui du poíiu C;, et il ea est de mémer, siiMour du poiot A; 

doac Ja.somme deses angles iiil4<ieiics dimiiHíe, quand seis epiiá» -^ess^nt d!etre 

tous daos Da méme plair« ' i > ; 

n.^SS:t. Conségaence, Quand lasomme des angles iniérieurs s(í¡un pofygone de n 

calés est égale 4 sn--^ angles Mroits ^.c'est un signe ceriain qv^ \tous les 

cóiés de ce polygone sont dans un méme plan ;' Car ^'Us n^'y etoi^nt pas , ceite 

/; somme seroit nioiadre que- %n^ angles dr<^it«»; • ; , 






/ >i 






P R O B L É M E 11^. 



'ni'SSo.Cofzsfruire un solide, dont toufés^ les faces soten f des- péhütgófies réguliers 



y-^r.i 



de méme grtíndeur^ formante par ftois de teu'rs láñglei y^ desfáñgíes solides 

' "rebullere 7 ' .« - 

• Je de1>ute par la construetíoiitde Z (fig. 226), 'angle solide ¿freís faces 

iM p 'egales a Fangle du pentagone regulier , et j'obüeus de ceite cotostraqüon Faogle 

'^nciaire £ZDF=;K, contenu entre deun faces de Z, etTángle pian GH{ 

:=K' de cet angle spaciaire. Je décrie ensuite le. ][>eá«ag0Be re'guIier^ALBCDE 

'(fig. ^9t^6), et par chacnn de «es cotes je faís passer u» pl&¿í, ,inclin¿ 4 celia 

de ce penlagone , de la quantilcf K; ce qui me donne en A , B^ C, D ,. E , ciuq 

angles solides réguliers , capaUes de cóávenir avec Z, par une faite e'gale a 

une face et les angles spaciaires sur cette face égaut 1 K. ^ 

' • S^r cliacun des plaiis que je.fien^ d'^acUner au;pk|i ABC ^ }«^<lécm -^ 

pentágono régulier , de la grande ur d'ABCDE^ descríption de hiquell4iá|j¿|stijtent 



a¿QM£TRIB ¿I. ÉM C NT A I RIS. 24íf! 

Ifis ciníj péQtago'ne8^<|iii eatilaurs: centres en P', P«^, E"% P*^^ P^^' Du jccntrc 
- F d'ABCDE; )'elév« áIoi*s la perpendículaire PS, et aprés avoir abais%Q PQ^ 
pcrpendiculaire sur AB, j'observe : que le plaa SPQ, clant perpendiciilaire 
Bur PAB , face de l'ángle spactaire PABP^^ et passant par le milieu FQ de 
ceite face ; passe aussi par le milico QP' de Tauire fiíw AKB , et luí est pcr- 
pendiculaire ; que par cooseqneni y si 1-ou partage laogle PQP' en deux egalc- 
, xnent, par la'ügpe QS, et qu^on tine la ligne 8Fj U$ triangl^s SPQ , SP'Q 
. peuvent' convenir, pai* un oátciOQknoiiin SQ, mi 6econd cote FQ, ¿gal a un 
second cote FQ,. et Paogle^OAiprb ^K', égal j^; Pangue compris ¿K^ D'oü il 
auit 1*^ que Tangid. SPQ étant drpii..^ Tangle J$FQ esi droit aussi , et que la 
ligne SF est egale .4 la ligne 6P :,a/ que l^.lig^e SF ótaat. perpendl(;ulalre 
a QF, communé «sectíon de PQP^ AP'B , píaos p^rpendiculaires Tun aTautrej 
est élle-tnéme perpeudiculaire au plan AP'B du p^ntagone ABFGH. 

Maintenant, si dujpointiP, Ton abaisse . PQ' perpeudiculaire sur BC, et 

^u'on tire SQ'j les tiianglcs SFQ' j.SiPQ peuvent convemr, par un angle droit 

let les, cotias autour .de «e|. ,ai|gji« re^pet^tivewent egaux ; par consequeut , Tangle 

SQ'P,; est égal, a .rangle[ £ÍQPfk^"I^' ; et partant, <fe qtii a été dit , pour prou- 

. iVér qne la lign^ SP^ éloH* ¿gaU a la ligne SP, et tomboit perpeudiculaire- 

.ment sur le. |)Ian dupentagone AB|F&H, proUve également, que la ligne SP^^ 

est^égále a' la ligne SP,^ t^n^e-^perpendiculairement sur le plan du penia- 

. :gone BCTVF5 de $o»e^ipi'iftig;^»4ral, toutes les droites SP, SPS SP", SP"», 

.i JSP'%SB7Miiilfié^ea{>ilA^t«i(i}h9m«|>erf^^ sur les píaos des pen- 

tágones atui>oeiitReá desqitisU elUs'abouiissent; que par oonséquent Iq point S ^ 

i€st le soifamet'tdé six ánglea^aolidos reguliers et capables,4e. c^mvenir^ attenda 

<]ue leurs aies soñt égaux, ^t qu^.leurs bases sont des peptagpnes r^^uliers, 

ide.mérñíe'gfÉiidetDr: JSn d'autres termes, le point S es^ a..egale disia^ce des 

plansde ees: peatagones .ei.des sommet^ ^e.tOus leurs angles. . q 

' 1 ; Je Goáidítue par ime ob^ryalion, savoir, .que les. platH 4eft dngles ABF, 

FfiC^ des pentágona qtá^OBÜt leurs centres re9)>eQtifs etjt ]P% P", etant inclines 

l'un sur l'autre de la qtiiintité K; il s'cnsuit que. FfiGY/est-un ;iqgl^^ solide a 

.'-■ 4i^: faces .^alea a Fangle du pentágono régulier^ ^e p^r )¿iTi^f^^)9e , GFY est 

;> égal>a ^'aogld de ^ f»eQít)»^De, M qu'U%n e3t.de «t^edM^ngl^f^ YTR, RNM, 

.'i .MLl'jíüiQi d(i'io9t9i;que>leb {>lfltiisjde:^au8. oes;. angles fj(^ 

j .Mpcñntp F^ TVH^ Wp^ <^ .ai^es aoKiieAiJi ^ü^i^JiPiceft Í^\fiiAiK^VJ¿l^ du penta- 

i iif^pe fle^li«f9Í^ide,^ii«9»cM(|^^^^ i%¥e# QG\, YYS BBS 

f> '>slIltSiUf }il •« foraif ^ JtHH>Íi6ílM4^ ííPJWWV* angles 

r AáóKdesja >tmi%4a<m¿i4gafeo;4ii|[a«glti:dit^f^^ H^gi^i'ií'Wi^ifi^f^PP'i^^ 

aes»)plat043d&l(^fiia^ élU«iti]|Qllíhés«)MiipliMd|ik^^^ quan- 
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d48' 6 ¿ o ^I ¿T n I ¿ ¿L ¿B B N T % 1 ff V. 

» 

' " úxi^JSíi^QG^Vü est tan angle sofidsr á trcis Xm^s égales á Fatigle dit {)eiilagDne 
regiüíer ; et qirtl c» eéi de méme de JI*HL , MM»LN , RR'NT , W"TiF, 
' V^oh ú rcsiriie que, si Fon fáit touies les Bgíes GG*y II<, MM», RPi^, VV% 
¿gales ai AB, et qn'on üre les droiles frl^PM»^, M^R^R^Y», V»G*; les six peo- 
fogones qui bot teurs centres en P, P> , P"^ P"*, P", P^ ^ se retítossem a cinq 
aütres, doirt les centres O, O* , O»^ O"», O*^ ^ «ont it mémecfistaDce du peiut S^ 
que les centres des ¿íx premien .' Car, a pe parler quir de' GG'Illt, qui a 
son centre e» O; les triniigles SOI, SOH^ 806 penvent conyenir, par un cote 
eonKnun, et les de«rt afutres, respeetiyement éganx; d'eü ü- smt que SO esl 
perpendiculaire aü plan de GG'tlH , et que^ le* tríangle^ SOI , peut coBvcDir 
avec le tríangle SPA, pat*utt an^e d^t O, e'gal ii un angle d^oit P, «t 01, IS*, 
cotes autour d'I respéctWement e'gaux JrPA , AS, cótés autour d'A; que par 
conséquent , 80= SF; et que de méme, les lignes SO%.SO«, 80"», SO»^, 
sont egales » SP, et tombent perpeadiculairemem sur les plaaa des polygones 
attx centres de^iels elles aboutiasent. ^ 

Xa figure a9f6 est done terminéepar oiiaé' pémdgoñev r¿guliért,< de ki graír* 
denr d'ABCDE, inctbicfs^ les uns anx autre^de k qtiantité K','et pir une dou- 
zieme figure G^l^M^R^V^', dbnt les cótéé sonft tous de la grandeur d'Afi, et 
font des angles égaoi a l'angle du petitfl^|otte régulier; done oette* figure est 
elle-méme un pentagenerégulirer der la^ grsóideur d^ABCDS; done le solide 
< construit, est terminé par doufete pentttgoufes régidters de raémc grandenr , for- 

niant par trois deleursr angles phuas des angles seüdes Véguliem^ J'ajouterái, que 
• fa foce G^I^M'R'Y' ití ce solide ,^st á nméme* dialance dupoiat &que les 

eiíze autres; vvt qne^les sommets de toüs ses angles, étantá 1» méme distance 
' '.da point &, que les sommets des lffig^e8 des aütres faoes^' si Fon désijgne par 
-P^' 4e point qm" en occupe le centré; lestrianj^es SP^'G*, SP^'l*, SP^M'y 
peuvent eónrenir , par FégaiHté respectiTC deleurs in^is eótea; d'oii il re'sultey 
cfue Tangle SP^'G*,' est droíí; que' les triangles SP^KJ* , SPA pedvent con- 
venir , par un angle droit et deux cótéa P^'Gv, S6^ , respectaremeíOi^gaux » 
deu3t c6t¿s PA , SAj et pártante qne SP^'^acSP^ ^ ' 

Dénomiñaiion éf ohservaiiún. Les donze faces du' corps - que" Posi \ient de 
constril}re,Íui'Ont fah donner te nom de Dodéeal^éárél M ,^ '(^toxkym que ce 
" corp^ á un ^ntre S; qite* oe* cemre «sii |i h distande SBIj detsémés aes faces, 
et a la diMance SA, des ^mmétiá de Ums ses aikglej siAide^; que par celá- 
méme, il esf le sonlnxet de^d^üce flii^e»'»s€ffides régi^ers, ayant pour bases 
respectives les douzes íaees <¿n'dedéeit^tiédre, et pnrur' axe, tníec 'df¿(te de la 
f *364.grandeur. de SP.^ H ^agit Ji pirdsent d^ 'pr¿uvérj¿'qtre'C)p« «n^/^^^ ^oni 

cvupléé de máftíére '^^ 'ftié t^oap 4e l'um éét 4e tfrb^bpgemení:^€l^ iVaxe de 



G¿OM¿TRIE ELÉM EN TAIRE. TlQ 

'Fautrey et que les calés de Vun,. soni aussi les prolongemens des cúlés de 
Vaaire. * 

A cet eCEct, je dis d'abord, que les pcntagones qui ont Jenrs centres en 
©, O*, -O", O»", O'^, élant inclíaes au plan du penlagone G^I'M»R»V* , de la 
qiiantité K; les lígnes quí, de lenrs soramets F, H, L, N, T, tonibcnt per- 
pen^Ucnlairen^ent sur lo plan G*I*M* , sonl e^jales; que par consequent, le 
plan FUL, est parallelo au plan G^I^M^ Je dis de plus, que ]es ligues IB, 
HA, LE, ND,.TC, étant égales et egalement indínees au plan ABC; les per- 
pendiculaires qui, d^ points F, U, N , L, T, tombcnt sur ce plan, sont égales; 
que par consequent, le plan.FHL esl paralléle au plan ABC. Les plans ABC, 
G-I'M' sent done panJ}eIes a un troibiéme FHL ; done ils sont paralléles enire 
eux , dono il en est de me me d^ deux quelconques des faces opposees du 
dodccahcdre , atteudu qu'elles sont situóos , l'une par rapport á l'autre, 
comme les faces ABCDE , Gl'M'R' V .' ,_ 

Cousidéraut a présont, que lorsque deux plana soni paralIéles/, la perpen- 
dículaire- sur l'ün est peq)endiculairc sur Paulre, j*o4iserve qye/ si le |;ro- 
longement de l'axe SP , ixe coiucidoit pas avec l'axe SP^'^ de* SGTM'R'^'; 
deux jierpendiculaires tomberoient du point S sur le plan G'I'M' , savoir , 
SP^', et le prolongement de SP ; que par conse'quent, le prolongetncnt de 
SP , coincide avec SP^' , et qu'en general, le prolongement de Taxe d'un dos 
douze angles solides í[ui composent le. dodécahedre , coincide avec Taxe de 
celuí de ees angles, Aool la base est parallele a la sienne. Reste a prouver, 
que les cotes de Y\m de ees deux angles , sont les prolongemens des cotes 
de Tautre. 

Dans ce dessein j'oJ)serve d'abord y que la droitc G'G , fáisant des angles 
i'gaux s^vcc GF , GH , ligues qui passent par son pied dans le pía» du pentá- 
gono FGHAB , determine avec GQ, qui partage cet angle en deux égalcment , 
un plan G'GQ , qui passe par le milieu de FGHAB , et lui est perpendicu- 
laire n.* 5oi ; que par la-méme, ce plan G'GQ , passe par le milieu QD 
d'ABCDE , et lui est perpendiculaire n." 290; que par consequent , Taxe PS 
ct son prolongement SP^', sont dans le plan G'GQ n.^ aSo, et partant, que 
les points G', G, Q, D, et la ligne PP^, sont dans ce plan. 

J^observe ensuitc, que les points G', D, et la ligne PP^^S étant dans le memo 
plan ; la droitc G'D ne peut couper la droite PP^» que par son milieu S : Car 
si elle la coupoit par quelque autre point S* , les trianglcs STD , &P^'G' 
pourroiem convenir, par un cote PD. égal a un cote P^*G*, el deux angles 
S', P , respectivement égaux a deux angles S% P^*; d'oíi il suivroit que S» !>=: 
S^ P^' , égalité incompatible ayec celle qui a ete démontree , saroir., SP s= 
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6P^'. La droite G*D eoupe done la droite PP^' par «on üiifieu S; done na 
colé quelconque de l'angle solide SABCDE , est le prolongemjeut d*iiii d«s 
cóics de f angle solide SG'^I'M^R'Y' ; done lea calés de Vun dea dótize angUa 
solides qui compoaent le dodecahedre , aont daña la directiop dea cóiéa de 
celui de cea angles gui luí est diamétralemení opposép et Vaxe de Vun est 
le prolongement de.taxe de Vautre. 
Je fiois par une troisiéme obsen alion , «avoir y xfctune droite tíráe du centra 
Tí.^ Z65.au somviei de Vun quelconque dea anglea aolidea du dodécahédre, eat Pcuce 
de cet angle; que par exemple la droite SA est I'aie de Tangle solidiO ABEH: 
Car les tríangles visosoeles $AB , SA£ , SAH pouvant convenir y p^ar Tégalité 
respective de leurs- eótés et de leurs bases ; leurs angles A sont egaux , et 
par p.onse'^uent SA^ esi efiectivement Paxe de Fangle solide ABEIL 

PROBLÉME LX. 

m.*566.7VoMí^er lea rapporta du cóté AB du dodécahédre (fig. aa6), au rayón SA 
de la aphére circonscriptible ^ et au ra¡yon SJP de la aphére inacriptibla 
á ce aolide? 

Piiisqu^n ne s'agít que de convertí Icsrapports ABtSA, BA:^ en rapporU 
niinieriqucs ou de nombre a nombre; supposons qu^4B «oit :z=: i ^ el d'aprés 
^ cette supposilion clierclions les nombres qui doi>ent repr<^senler SA et SP, 

Par le n.^ iSg, le rayón du cercle circonecrit a un piDntagone regulier, e«t 

au colé de ce pemagone comme \\y^ , PA : AB = i ;j^ j par 

consequent, lorsqu'AB = i , PA est =K^ — 7:; De sorle que si Fon pomoit 

trouver un irlangle equiangle á SPA , et dont tous les coles fussent numeri* 
quement exprimes; deux regles de trois suffiroieot, pour trouvier aussi les 
expressions numeriqucs des ligues SA , SP. 

Cesl dans le dessein de me procurer ce triangle, que je prends en consi- 
deraiion ALBE (fjg. 227), Tun des angles solides du dodécahédre, et que 
j'observc premicrcineni, qn*AB, AE, AJ., coles de cet angle, étant égaux; 
sa base ELB est un irlauj^le equilateral, auquel son a\e SA est perpeudicu- 
laire , et qu^il iraverse par son centre Q : Secondement, que le triongle £AL 
est isoscele et que son angle A est cgal á fangle du pentagonc régulier j que 
par conséqueni, ses coles AE, AL sont a la base EL comme le cote du pen- 

tagone régulier est a i¿i diagonalej c'est-á-.dirc , que AElEJj^j^-^: i, 



ft>i59; et partaai qiie, lorsque AE = i, EL est =^ --!J1_[==: LB = RE : 

Troisiemémént , qüc la lígne PA, qui pariage PaDgle EABendeux également, 
pdrtage de métne, au' point R, la' lignc EB , eilüi est pet*peY)di(mIaiie> que 

par coDseqnent BR a= ¿ EB = — ^ : Quati iemement , que la ligne QK y 

tiree du centre* Q ^ELB, mí m^eu R de son cote EB , est le ra^on du cercle 

iascríptible a ce tiiangle'; que par conséquent, QR:EB=±= : i ; et par*- 

tant que, lorsqu'EB est — --^ , QR est = -TT^—K' ^ =K' 



'» r^ — 4^3, r., 4^ ~r 3x^ 






De ees ofcservations , je cóúcfus 1 .^ que\ AR*=AB^— ÉR*^== t =-= 

»6— S-^aj/*^ io:^aj/^5 5-.J/^5* ^. w 1 5— V^5 

— — — r = — rr^ = — r — } que par coiteéquent AK=|í/^ : — : a?.** que 

Éí\2^ An«' Apt ^""^^ 6-f2K5 3o^^^^5~6-^2K5 _21^Sf/^5 5-^K5 
AQ=Att--UR— ^ - ^^ — ^^ _ ^^_=i__j 

. que' par ^oiteeqüent AQ === K^ -^ — : 3.* qtie Jc^ cót¿s AK , AQ , QK du trían- 
gle AQK , sont propóniónnéls áui nombi'fes ¿í/" — — , K -^-¿ — y^j/* ■ : 

4.** que íes eót¿s SA-,- S)P du triangle SÍ?A , cquiaiigle ¿i RQA ,. doiventf rcsultc^ 

^des proporiions PA : SA=i:QA;-RA, PA ! SP=<3A :RQ, en y substiiuant a 

QA, RA, RQ les valeurs numéríques qu'on vient do leur assigner , et a PA^ 



celle í/* ; qüí lili a éte" assigüee plits haút ; ce qtii fes trttnsfoi'me daos 

les suivames l^^-^^. 5A=^K -^ , ^K-^— , í^gZjp^? SP='K~-_, 
^l/- ^^ . desquelles on tire effectivetoent SA==ií/"; 7^=1^ •= 

■~ a|/^(3— 1/^5)(5— K5) ~" ay{ao-^y^5 )'~«'''^5— aj^*"^* (5—2^5) (5+2í/"5) 

5o4"9*l/"5 
a=i|/- — ! L — . 
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Observations sur les cínq corpa réguUers. 

«.•^67- 1- 2?í»ttíe eor/7« réguliers de mime nom peuí^erít convenir^ quand leurs 
faces sont égoles: Car leurs angles solides etant capables de convenirn:* 333, 
une quelcoaqiie de lejirs faces, fail le méme aDgle spacíaire avec touies cellc* 
<jui lui sont contigues y d'oü U^uit que , supposé que S, Z representent deux ' 
corps reguliers de méme nom , reposant sur une de leurs faces j Á Fon fail 
cóincider la base de Z avec la base de S ; les faces de Z , au-rdessus de cette 
base commune , coincidcront avec les faces de S , au-dessus de celie base- 
méme , et qu'il en sera de méme des suivantes , jusqü'a la demiéce : que par 
consequent Z conviendra avec S. 

11.^368. í2. Les angles solides du tetrahcdre , de l'esahédre , et du dode'cahédre , 
sont reguliers et u'ont que irois faces. Mais les angles spaciaires^, compcis 
entre deux faces coniigués de tout angle solide a trois faces egales, sont de 
méme nom que ees faces ; done Tangle spaciaire , compris entre deux faces 
contiguos du tetrahcdre , est aign - Fangle spaciaire , compris entre deux faces 
tontigués de l'exahcdre , est droit; l'angle spaciaire compris entre deux faces 
du dodecabcdre est obtus. Quantá l'angle s[)aciaire compris entre deux faces 
contigues de l'octahcdre (fig. 221): Si Fon imagine une perpendiculaire abaissee 
du sonimet A , sur la base SD du triangle equilateral SAD, et une perpendi- 
culaire abaissee du «ommet C, sur la base SD du ^triangle equilateral S(^j 
CCS deux pcrpendiculaires se rencontreront au milieu m de SD, et formeront 
l'angle plan de Fangle spaciaire conipñs entre deux faces contigues de l'oc- 
talicdre. Cet angle plan est au sommet 771 du triangle isoscéle AmC, dont les 
coles ///A, mC sont plus petiisque les cote's du triangle isoscéle ACD , rcc- 
tangle en D; done l'angle AmC est plus grand que l'angle droit ADC ; done 
l'angle compris entre deux faces contigues de Toctahédre est im angle obtus* 
£t de méme , prcnant en consideration SfiA , SJEA (fíg. 22a), deux faces 
comigués de ricosahédre ; si Ton imagine une perpendiculaire , ababsee da 
sommet B , sur la base SA du triangle equilateral SBA , et une perpendicu* 
laire , abaissee du sommet £ , sur la base SA du triangle ¡equilateral SEA ; 
ees deux perpendiculaires se rencontreront au milieu m, de SA, et formeront 
l'angle plan de l'angle spaciaire compiis entre deux faees contigues de l'ico^ 
saliédre. Cet angle plan est au «ommet du triangle isoscéle BmE , dont Jes 
cotes mB., m£ , sont plus pelits que les cptes du triangle isoscéle BAE, obtu- 
siiiigle en A; dopc l'angle B/nE est plus grand que l'angle BA£; dono Tangle 
compris entre deux f¿ices contigues de Ticosabcdre , est igi ao^e obtus. 
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^369. 5i OnirenvQ le aombre d'aogles solides dPun torjps reguUer quclconqne^ 
en multipliant le nombre de ses faces , par le nombre des an<;les de ]*une , et 
rdivísant le produit par le nonábre d'aagles qiii ooncourent a former un de ses 
angles solides : Ainsi, par exemple , le nombre des angles solides du dode- 
•cahédre , est le produit de \ü par 5 ^ divise par 5 = ^= ao. 

Avertissement. L'a&e Jun angle solide regidier esl propremcni la droiic 
.indefinie , qui fait des angles égaux avec toas les cdte's de cet angle ; mais , 
^ns le probléme suivant , on lyfduit Paxe a la partie de cette droite , qui est 
'Comprise entre le sommel et la base dé Tangle solide. 

PRO BLE ME LXL 

^3 JO. Un angle solide régulier Ulant donné ^ par son axe^ le cóté ét Vapotheme 
de sa base; irouuer lepointyusques auquel il faut en prolonger Vaxe y 
pour que ce point soii d égale disiance de la base et d'une des faces 
de V angle donné? 

Soit SABCDE (fig. 338), un angle solide reguIier, ayant pour axe.SP Hgne 
•doiúiee , et pour base , le polygone régulier ABCDE , connu par son colé 
AB et sonapotliéme PM': Si du point S , oñ tire par le point M la irgnc SQ^ 
elle partage la face ASB en deux également; d'otí il resulte que I'axe SP, 
^¿tant incline sur SA^ conune il Test sur SB, fait a^ee SQ son plus petit angle 
sur le pliui ASB ; que par conséquent , si on le prolonge en L , et que de ce 
!point , on abaisse sur SQ la peqiendienlaire LQ , elle tombe perpendiculai- 
'rement sur le plan ASB. Gependant les tñangles SPM, SQL sont equiangles , 
ipar un angle commun S , et Tangle droit P, egal a Tangle droit 0; done 
6L : LQ=SM : MPj done SL — LQ : LQ==SM— MP : MP; et lorsque 
LO=PL, SL — PL :PL =SP ! PL~= SM — MP : MP^^= í^(SP^-hMP^; — 

MP : MP ; c'est-á-dire , que le point L est 4iusá élolgne de la face ASB , que 
de la base ABCl)E, lorsque Paxe SP est a son prolongement PL y comme 
|/" (SP^-f-MP^) — MP : MP, Fapport dont les termes peuvent se trouver au 
mojen des dojwees SP et MP- 
^371. Conséquence. La position de raoL^'SP étant la méme, par rapport á toutes 
les faces de Tangle solide SABCDE ;'Iefc:perpendiculaires abaissées du point L 
sur toutes ees faces sont égales , el les rencontrent en des points Q, Q^, Q"' etc. 
places a egales distañce^ du point S^ Sur les ligues SQ, SQ', SQ" eic. qui les 
partagent en deux égaleqaeot. ,P'oü il resulte ^Wune sphére de rayón PL ^ 
qui auroit son centre enié^ toucheroit la base &^BPfi£,au point P , et 

^Usf(Mei'í^ú0tamghyM^:pomtsQyCíf (¿'^^^^^^-^ * 



kbT37¿. 'j¥ppKcafiún t. DaM le dessein de tro^ivtr le rappbrt ó»89'k FL, rdíáií* 
vement á Fangle solide re|guKer,. dontle sommet est a« ceacre^ et la base, á 
l'une des £»ces de l'icosaliédre y j'observe: !**• que le eóté AB de eette base 

eiant i, son apoibémc PMfest w ; que par le n.** 558, SP=V<^— j 

que par'consequent SM:==KCSP'4-PM0=K(^^^^|^+tO=>^^^^^ 
^^6-^^^iH^^ et partant, ^le SP :PL=SM— PMlPl*^^^?^ 

1 T 

—- : — -T-=r-fl-f K5-f-Ki5 : a s=í: y6ó5o3,4 eic. r a. Rapport asscz 

pres de celui de 9 ; 5 , pour qu'on ne s'ecarle pas beaucoup de la Tente ^ en 
disaní, qu'une sphcre de rayón 9, peul étre environRee de víogt sphéresde 
rayón 5 , teules. en eontact avec elle , et avec trois des leurs*^ 
w/SyS. jipplication a. S'agit-il de Irouver le rapport de SP á PL , relatívemcm a 
Fangle solide régulier , qui a son sommet au centre , et sa base , á l'une des 
faces dtr dodecahédre-? Pobserve premiérenient , que par le n.* 1^9, le cote 

AB de cettc base, est a son apetheme PM ,> comme y : — ; : que 

• 1 r ^ 4 

par Gonseqjiient, lorsque* ABae x , PM est égal a ^i/' ó— 1<5 a^^(,io— a|/^6) 

_,^^ r6+a^r5)(io4-aK5) , ^ao+8^/' 5 . 

==-oKr — ■ _ ^ g\ * ) ^"*-7?:==K— o : Secondement, que par le n. abo. 

' (10 — av^5)(io-hav^5) 80 7^ r 

5o-4-aai/"5 5o+22l/"5-4-ao+8j/'5 

S(P esi =K o ■ d"ofia8uiiqueSM^=SP^H-PM^=^ ^ — -^-^ 

7o+3oj/"5 ^^, 7o-+-5cyv^6 



la I > 
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K(4+a^5). Rapport qui eií developpant 

ap^5 ac: 4' 47313, 5954a 
., 7>/^5 :±=i5^ 65247^584i8 
4 -f- 2>/'5 = 8' 47213^ 59548 
,5 ^ 7j/^5 —3o' 6524?^ 584i8 
|^( 4-f2>/^5)= 2' 91069 
|^(i5+7í/^5)== 5' 53646 
|/'fi5+7>/'5)— K( 44-2^5)= 2' 62577 
9e transforme en celui-ci a'6ji57.7 etc* r^'gioG^ etc. ;^ leqiiel.eBt .sí pres de 
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^7 : 4t, ffsfotk s^éearte bien peo da ht iF¿ñié quand oo dil^í ({u!une sphere 
«de ra^on =^37, peut étre environoee de douze sphéres de rayoo c=:4]^^ touio»^ 
en eontaet avee elle el avec einq des leors ; que par eooséquent j si le rayón 
des sphéres enviroonantes , se reduisott au rayoo da la sphére céntrale, íl res- 
teroii enlre ceOe-ei et ce]Ies-4A des inlierTalles de ^ parües de ce rayón , ^t 
entre les environnanies , des intervalles de. ^pariies de ce rayoo*inéme«. 

"374. Remarque 1» II est á remarquer, qn^uue sp/tére peut auasi étre em^ironnee 
de douxe.autréssy de méme rayón qu'elle , toutea ea contad apeo elle et 
a^ec eeUee des leurs qu^eUes apoieine/it. 

En effety puísque les xocés d^ABCDEF (fig^ ^^9) y faexagone régulier inscrit 
a macérele ABC, slMiteiidenC des ares«^ux; irois d'eutr'oiix soutendent !a 
moitie' de^ la cireonférence ; par jconséquent , les diagonales AD^ BE, CF soiit 
autant de diametres^ du cerde eirconscrit/ De pius, Le cote de I-hexagoiie eiant 
^egal au rayón du cercle; les. six liiángles * AOB , BCMD, COD, etjc., sont e'qni- 
jatéraux et de meme grandeur^ de sorte que si^ apres avoir coupé en deux 
parties ^egales les rtyoBsOA, 0B, OC, etc. ; l'on déciit, des points O , A , B, 
4C, D, Ey F-comme centres, a^ec im ray<Hi OL jegal a l'mie de ees parties, 
•aept cercles; eeluí du milieu LMN, sera environne de six nutres, qui le 
toncherofit , et toucheront aussi deux des leurs. Ajontons que les ti inngles 
i^quiláte'raux FOE^ DOC, BOA élant égaux; si de leurs xentres a , 6 j Cy Ton 
tire aO, óO^ cO, rayons des cercles qui leur sont xireonscriptibles , 
, é^es rayons partageront leurs angles O en denx ^egalement, d'ou il suivra 1/ 
que ehacun des jangles a0¿, ¿Oe, cOa, sera double -de Tangle du triangle 
«equilateral : 2.^ que les eotés de ees angles ^etant égaux, il en sera de méme 
de leurs bases, et qu'a¿c sera un iriangl^ equilateral: 3.^ qu'aO, rayón du 
eercle cáreonseríptible a jobc , e'tant aussi rayón do eercle eirc<»iscriptible a 
FOE* ees deux triangles seront de méme grandenr. , 

Figurpns-nous a présent trois tetrahédr.es SFOE, S'DOC, S"BOA, ayant 
pour bases les triangles équyatéraux FOE ^ DOC , BOA ; les distances des som- 
wets S , S' , S''' de ees tétrahednes , aux sommets dea angles de leurs bases , 
«eront egales aux xotés de .ees bases , lesquels sont egaux aux diametnes des 
eercles qui ont iw^ centres en O, A, B, C, etc., et les perpendioulaires 
Sa, Sbj S'c sefoni e'g^es éntr'ellesj par conséquent^ lesiDÓiés du triangle 
S&S¡' , ftpnt res^ptivemeñt égaux aux edte's du triangle equilateral abc^ 
£l^ns maWtensQit toumer,. autour de leurs. xUamétre^respectib^ les cercles 

^ dont les centres sont en O, A, B, C, etc. ; il en résuhera sept sphéres, l'une 
inteneure, les six autres exteñeures, et ehaque exterieure touchera Tinté- 
lieure ^i deux ext^rieures. Si e|isuite nous fixons aux points Sy Sf^ &" les cen-* 
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tres de trois sphéres de méme rayón que les prcfcedejites; 'l.* ees spheres se 
• tQucherom jt en vertu d^ la cóiiveñance des tríangles SS'^S^' , cUfC r «.• elles too* 
». dieronl amsi les irois sphéres an-dessoustfelles, en vertu de régalité des coles 
des teirahedres SFOE, S^DQC, S"BOA. lifais troá spbéres peuvent se placer 
^ , * au-iiesso«s, tont ^joinme tro¡¿^ sphéres viennent d'étre plaeées aihdessus de celles 
• qiii ont lenrs centres en O, A', B, C , ele. ; done il esl démonlré qu'en efleí,. 
onpent environner une sphére de douze aaires,- dé mémer rayím qu^elle, 
qui la íouchent, ei qui touchent celles dea leurs qu^ elles avoisinentí 
n.*375. Remarque a. Comparez cette proposition* avec celle qui a été démontree* 
pliis haur , saroir; t^ViUne sphére peiii éire enpironnée dé dúuze autres, de 
de rayón plus grand que h sien dans is'rmpporV dé láxl'b^ j touíes en con- 
iact ávec elle el auec cinq des leurs^ et d^abard' U vous paroUra, que ía 
preniiere fait Pespace j auioiir de la sphére céntrale , plus peüt que ne le fait 
la seconde : maís cette apparence disparoiu*a y des que \ous ferez re'fleiroo , 
que la premiére se rapporte a un arrangement , qui donne a Tensemlile des 
sphéres moins de profondeur que de largeur;' au lien q^e la séconde se rap- 
porte á un arrangement, qui met en e'galité la profondeur avec la largeur, 
et donne a la largeur mcme, plus d*eiendue que ne lui en donne la premicre. 
Digression. D'un cute il est demonlre' i.® qu'une spliére de rayón 9, peut 
éire environnee de víngt sphéres de rayón 5, toufes prés da contact avec 
elle et avec trois des leurs. a.'' qu'une sphére de rayón 67 péai étre envi- 
ronnee de douze sphéres de rayón 4i , touies prés du contaot avec elle et avec 
c'mq des letu*s. —D'un autre cote ilest recn en astronomie, que le soleil est 
environné de planétes et de cómeles qui circulent autour de lui ; et que les 
óioiles fixes sont autant de soIjbíIs, accompagnés aussi de lenrs [Cañetes et de 
Icurs cometes. Supposé done que ees e'ioiles soient de la grandeur dusoleíl, 
rl qu'elles alent cté semees dans l'espace, a distances egales; on voit d'abord 
' q^^9 dans cette supposiüon, le soleil seroit imniédiatement environné d'un 

nomlirc d'etoiles moyen entre 12 et 20, maisbeaucoup plus prés de 12 que 
de 20 ; ce qui n'est pas complétement de'menti par Fobservatíon , ptiisque Ton 
compte autour du soleil 18 ctoiles de la premiére grandeur. Mais ce qui rc- 
. . pngue manifestement a l'egale dissémination des éloifes dans Pespace , c'est 
^\ . qu'en certaíns endroits du cíel elles fourm¡llenÍ!,:auf ttea^u'en d'antrqs, elles 
sont fort dairsem^es; et ce qui repugne ¿1 Tégalilé des masses des ¿toiles- 
mémes!^ c'est que la Nalure se plaít á diversifier ses ouvrages, par la forme 
et parla grandeur. 
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Des Prísmes , Pyramídes , Cenes ei Cy linar es. 



1ní)i' íENDAMlírENI? des óinq eorps r^gulíers ct de ía splíere, la Géométric 
clúnientaire^ s'eccupe du prisme, de la pyramHle^ du GÓne el da cylindre. 
CoDstrmseQs ees selide^ et doimoDs-en les défiuitioBs. 

Construction art (h'Jimtion. Des senimets A, B, C,I>, É (fig. aJo) , de 
tous les aogles d^AB4)D£ polygone quelconque de' la premiore clusse , elevez 
sur le plan de ce polygetíe des droites^AF, £G, €11,1)1, EK,^ parallcles 
emr'eíles; pt^ss par db point f de* l'uDe de ees droiies , faites passer im plan 
FGH y paraDele a ABG : le solide* termine par les polygofies ABCDE , FGIIIK , 
et les quadl^ilatcres ABGF, BCHG, CDIH, DEKI, EAFK sera un Prisme. 

Or votts renaarquere^, que les Kgnes AF, £G, CH , DI, £K etant paralKlcs 
el comeaues en4lre des pLiBs paralleles , sont ég«des '^ que par eoRséqueut^ 
tom les quadrÜatéres ABGF, BCHG, GDIH, DEKI, EAFK som des paral- 
lélogramtues; et paftnnt, que ceuiL de feurs coiés qui sotit opposcs I^ua a Tauírc 
soiYí egaíix} d'ou ü suit díteneurement , que les polygones ABCDE, FGIIIK 
som ¿qu^téraux entr'éitt.- Ajoutez qü^ils som aussi equiangles emr'euií r 
ear par etettiple , Taagle BAE est ¿gal a l'angle GFK ^ altendu que leurs 
jamben soM prrafleles et dirígées dans le méme sens** 

Ainsi doBC, de ceite eoBstruction et de ses eoasequei^ces il resulte, qite 
¡e prisme esf un solide terminé par deux polygones de la premiére classe^ 
eí par des parallélogrammes / que ees polygones peuv^nt convenir, et que 
deux des eóiés opposés de chaqué parallélogramme , soni des cótJ» corres^ 
pondans de ees polygones^ménies^ 

Définifions. Bes qtr'oB doBne le uom de Base du prisme, au pofygoBe sur 
leqael ü a eié eeastruk, U s'easuit qu'on dok doimer le Bom de ToH du prisme, 
au polygone qui le teirmíne du cóté opposé ^ sar base , el le nem de Faces 
du prisme , sxx parallelograimines qm le terminent latéraleusent. Par rappori 
wxx Cétés du prisme y ce soBt ceux des cutes de ses faces , qni de sa base 
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voiil ] asquea son toil : AF , BG, CH, etc.^ soAt en nxémf^ tems^ cdt^s ides Caees^ 
el cói^s dn prtsmc ABCDEFGHIK. 

Conséguence. De ce que FGHJK , toít du prísme , peut convenir avec st 
base ABCDE , il jsuit que ^ si Too coupte un piisme par un plan parallele a s« 
■^■^'y/'jMise; la section est toujours capable de convexiir av«c b base : isar le plaa 
FGH^ etant pa^sé par le poiot iF de la lígne AF^ parajlélement au plan ABC; 
81 Ton eut pris ce point autr.e part «ur celie ligne , en L par eiemple ; la see-* 
tion faite par Jj , jaussi biep que la seeúop fail^ pgir F , s^ SíBrpil ¡trouvee capa* 
ble de convenir avee ABCDE j par eopse'qu^nt^ la seelion d\un prisme, par 
un plan parallele á sa base ^ est toujours capable de convenir Qpee eUe. 

Díuieions. Par rapport k Finclinaison de ieurs eótQS-aur l^urs bases ^ les 
prismes se divisen! en droits ^t obliques : Prismes droitSy ceux dont les c6x¿& 
sont perpejudiculaires aux plañís de Ieurs bases : Prisn^es oJbjU^ues^ ceux dom 
les eotés sont obliques aux plans de Ieurs b^ses^ 

P^r rapport á Ieurs bases , les piismes sont trianguláires , qoadi^atéraux , 
pentagoi^aux , hexagonaux, ele., selon que ees bases spijit 4es tríangles, des 
quadrilatéres, des peatagones, des hexagones, jetc^ 

Subdipisioa. JEaitre les prismes quadrilatérattx y on distingue par le «om de 
Parallélépipédes j ceux qui ofil pour bases des parallclogrammes. Et les pa* 
rall^pipedes s^ c&tisent comoxe les prissoes en droi^ et obMques : Parallé" 
Upipédes droits , ceux aux ^ases desquels les cóté^ .^p^t perpendieulaires c 
ParalléUpipédes obliques^ ceu^ aux bases desquels les cotes sont obliques^ 
Epfínon qualífie de ParalUlépipédes rectangles p ceux 4'6;itre les parallél^ 
pipcdes dnoits , dont les bases sont des rectangles. 

Construction et d^Jinitions . IWcrivez \}^ cercle ABC, de rayos qoeleoHqut; 
¿le vez de son centre K, au-desaus de son plaa^ pne droite indéfin^ KL, arbi- 
trairement inclinée á ce plan ; d'un pouit jqpeleonque A, de la eircopférence 
AfiG y .tires AD paraUéle a KXi , .et faites la mouvoir sur cette circonfórence 
par;iUelement a KL-méme. Aprés une entiére r^volution d'AD autour de KjL^ 
le solide qu!elle aura décrit sefa un cylindre / la base de ce cyliadre aera le 
cercle ABC, qui aura servi a sa construction ; son axsj aera la ligue KL, 
¿levée du centre au-idessus xiu plan de «a base ; ses cotes ^ seropt les droites 
qui représenteront AD dans s^s diSerentes situations ; sa surface %u&^ , ser^ 
celle qu'AD aura déerite par aa revolution autour áñ KL. fttkt eonsckpient le 
cylindre est un solide , terminé par la surface qu^ décrii une ligné droite, 
quand elle se meut paralléUment ,á elle ^ méme , sfir la circonférencfi d*un 
tercie, 

Vipision. jLi^s cyliadres se divisent en droiu et pjbliqu^s : cylindrM 
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menx dont l'axe est perpendiculaire a la base : cilindres obliqueAy, ceui dosft 
f axe est oblique á la base^ 

THÉOKÉME CXXTII. 

u^SjS.La sectíon é^un cyíindre par im plan paralléle d sa íase\ e*í un cercíe, 
• elQnt le centre est sur Vaxe ^ et dont le rayón est égal au rayen de la 
base du cyíindre^ 

Soít KL Taxe, ct KA fe rayón (f ABC base cTu cyííncTrc Y f fig. aSi ) , ía sec- 
fioQ de ce cyíindre par le plan DEF y pardllele k ABC y est un cercle*, dont 
le centre est snr KL, et dont le' rayón LD, est ¿gafa KA. 

En effet , du point L , par feíquel Taiüe KL rencomf e fe* pían D>EF , tírez 
nne droite* LE , á Tun quelconqne' des points d'u contotúr de hi seciion DEF y 
et te plan KLE, passant par fe point E d'EB», cote du' cylíndre^ passera* par 
fout ce cóté, attendtt qu'il est paralIele a KL. Ainsi ie^ ligues EB, KL étant pa- 
rálleles et eentenu^s entre les plans par alfófes ABC , BEF sont ¿gaícs; fe qna- 
drilatére KLEB^, est noparallelogranime; ses eótes L£^ KB soat ¿gaux; tomes 
les lignes tirees du peiat L au contour de la' seciion DEF sont égalcs au rayón 
KA de la base ABC; et finalement, cette section est un cercle, dont le centre 
est sur Faoie y et dont le rayón est égaf au rayón dé la base du cyíindre .• 

THÉORÉMK C XX VII I. 

m^ij^uTIn ptan qní passe par nn des eóíés ifun eytindtB eípar ía cfraííe quién 
íouche la base au point oü ce caté la rencontre y n'a de comrnun avec la 
surface de ce cyíindre y que te cóiéjpar lequel il passe : Et reciproque- 
mentunplan quinfa de comrnun apee la surface d'un cylindte, qu^un des 
tóiés de ce cyUndre^passepar une tangente d la base^de ce cyUndre-méme^ 

Soit en etfet AD, Pun des cotes dn eyllndre Y (fig* a5i J, AT ía droite* qni 
en* touclie la base ABC en A , point auquel KD la rencontre : Si par un point €r, 
du eóté AD^ Fon fait passer un plan GHI, paralléle á ABC; les droites GM^ 
ÁT, seciions de ees deux plans par le plan TAG ou TAD, seront paralléles : 
si ensuite, des eentres K^ O^ des cercles ABC, GHI,. IW tire les droites 
KA, OG; les cotes AG, KO, dn quadrilaiére AGOKv, ^unt ¿gaux et paral- 
leles; ses deux autres cot^s KA, Olp sont ausá .¿gaui et paralléles. D'oü il 
resulte successivement, que les jambes OGjGM de Pangle OGM, sane parala 
lele» i:y»e*á-nne aul ))Ein^es KA ^ AT de i'angle KAT; ^e KAT é'tant dr^k, 
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OGM Testaussi; qu'excíQplé le pobt G, tous les poíuts de la droiie €rM;80Éit bori 
du cercle GHI ; ipae los seuls points que le plan TAD ait en conraran avec It 
surface du cyliodre Y, sont ceu% du colé AD ; el finalemeot^ qu^un pkn TAD 
qm passe par TA^ tajigente á la base de ce eyliiidre^ «t*par un cote AD de 
ce c} Jindre , na d^ commim avec sa suríace , <jue ee cóté^méma^ 

Reciproquement , lorsqu'uu planTAD ^ n'a de comniuoavee UD eyündre T, 
qu'uü des eóte's AD de ee cylú^dre, !a í^oimiuie seeilo0 TA das pbnsTAD, 
ABC, touche ABC base d'Y» au powt A^ par lequel AD la rencontre : car 
á elle ne la louchoit pas eo ci^ poiot, elle seroit obli(|ue au rayón KA, et 
couperóit le eercle ABC ; de serte que le plaa TAD et la surjíapo du cjUndr^ 
auroient d'autres poiiiis commtms que ceux du cote' AD^ 

Déjinition. Tout pUui qui est determiné par une tangente d la boée ^un 
eylindre, et par le cóté de ce cylindre^ qui passe par le poiiii de contaét 
de la tangente, est dit tomh^r ce cylindre ; £i| d'autres termas , un plan 
touché un cylindre y quand il pasae par un desea cóléSf fit par kt drqite^iti 
touche ta base , au point oü cf colé la rencontre, 

THÉORÉME CXXIX. 

D* iio.Lia cemmune «ection de deux plans qui touclient un cvlijfdrej est paralliU 

á Vaxe de ce cylindre. 

Soíent TAD, TCF, dem plaas qui tonchent le cylindre Y (fig. a5i); Fon 
par le cote AD , Tautre par le cóie' CF : TN , commune secUoD dg ees deu 
plans, sera parallele a KJL, axe dT. 

Supposé en eíTet, que TN oe soh pas parallele a KL; elle ne peut Wlre, 
ni au cóie* AD , oi au cóté CF : car si elle l'etoit á AD , par exempk j AD 
seroit parallele a TN, el á KL; et reciproqaemenl , TN et %!L sieroiem 
paralléles á AD; 4'oü il suivroit que TN seroit parallele ¿ KL, n.* a44. 

Puis done que lorsque TN p'est pas parallele á KL , elle n« l'est ni an 

cóté AD, ni au pólé CF; il faut qu'elle rencontre l'un et l'autre; es qu'elle 

ne peut faire que par up ou deux de ses poipts : or si c'est par un poi»t seu' 

lement ; ees cotes se rcncontrem en ce poiat móme , ce qui repugpjB a leur 

parallélisme : Si c'est par deux points; la ligne TN a l'un de oes poi»U sor AD, 

et l'autre sur CF; «lie a done deux des«s points sur le plan de ees ptirall^les ; 

elle esí done toute entiére sur jce plan done les plaqs TAD, TCF sont CQuchés 

sur le plan des cót¿s AD, CF , ce qui repugpe á ce qu'ils se coupent ; donc finale- 

nient, il implique contradiction , quie TN , commupc section de cfss plans, 
ne soit pas pAraUéle a KJ^. 

Définition». JL.e p^lii^dre doat ^ous avons jparfé jusqu'á fté^em. , i>*«st «n 



G¿OM¿TaiE ÉLÉMENTÁIRfS. ^Gv 

le setil sc^deauquei ce nom sott approprie; oa le doraae atis&i á tomes les 
parties de ce solide , qui soot cootenues entre denx píaos qui lé coupenl pa- 
Tallclement ji sa base; et alors, la secüon iuférieure prenant le nom de Baae^ 
)a sectioa superíeure prend le nom de Tott du cylindre conienu entre ees 
eeclions - métnes. Quant ir la bauteur, au eóte^ a Taie et Ji la snrface de ce 
cilindre partiel ; sa Hauteur^ c'est la distance de son tott k sa base : son C6té^ 
c'est la partie du cóté dti cylindre total ^ qu*U contieet entre son tott et sa base : 
son Axe^ c'est la partie de Taie du cyUndre total, qu'ü contient entre sOn tott 
sa base : sa Surface enfin , esl cette partie de la snrface du cylindre tota( ^ 
qu'il contient entre son tott et sa base. 

i/98i. Conséguence. Lorsqu'on prendóle mot ejrlindre dans sa seconde acception, 
on peut dirC) qu*¿i/i reetangle, fixé á VEspace par un de sea tó tés ^ penan t 
a touraer autour de ce cóté-méfne, décrit un cylindre droit : Car i .^ les deux 
cótés de ee rectangle, qui font un angle droit avec son cote immohile , restent 
Cous denx dans un plan perpendiculaire au cóté iramobíle : 3.^ le cóté paral- 
lele au cote inimobile, ne cessant point de lui élre paralléle, decrit la nicme 
porüon de surface cjlindñcjoe, qu'H auroit decrile , si loutc la droitc dont il 
fait partie s'e'toit mué para)l¿lement a Paxe du «ylindre total. 

Définitions. JJon dit d'un Prisme^ qu'il est inscrit á un ey Unciré y lors- 
•que reposant sur un poly^one inscril it la base de ce cylindre , ses coles sont 
autant de cótés du cylindre circonscrit : Fon dil d'un Prisme^ qu'il est cir^ 
^conscrit á un cylindre, lorsqu'il repose sur un polygone circonscrit a la base 
de ce cylindre , et qu'il en toucbe la surface par cbacune de ses faces. Ajoutcz 
que les prismes et les cylindres , qui sont inscriis et circonscrita les uns aux 
autresy sont censes avoir méme hauteur, c'est-á-<lire , que leurs bases el leiu^ 
lotis y sont respectivcmcnt dans les mémes plans« 

Si euGn , du centre de la base d'im cylbdre , avec un rayón plus petit que 
celui de cette base , on décñt un cercle concentrique ¿ cclie Imsc méme ; 
et que sur ce cercle , on con^oive un secoud cylindre, de méme aie et de 
méme faanteur que le premier ; ce second , ote du premier , laisse ce qu'on 
appelle un Anneau cylindrique , dont la Ilauteur est la méme que celle du 
cylmdre total , el dont VEpaiseeur esl egale a Texcés du rayón de la base 
du cylindre toial sur le rayón de la base du cylindre |)arliel. 

Construcüon et D^finiíicn. Lorsque d'un point S, hors dn plan d'ABCD| 
polygone de la premiére dasse (fig. a5a), on tire des droites aoxsommeis 
A, B, C, D de tous les angics de ce |iolyg<Mie; le solide SABCD qui est ter- 
mine par ABCD, et par les triangles ASB, BSC, CSD, DSA, prend le nom 

" • áñ^Pyranfulej 4e uM^^^píune pyrqmide est un solide,, terminé par un 



polygone de Ua premiare claw ei deé iriangles^ qm oyant leuri sahuneU 
en méme pointj JioredapUm de ce polygone ^ empruniettí leure btuea det 
cotes de ce polygone^ mime. 

Définilione ei DénominaUone. La Base d'uM pyrami4e est le pcSygoBe 
prealablement trocé pour la constraire : son Sommet esi le point, hors du plaii^ 
de sa l>a$e , dnquel, oa üre des droites aux s^mmets de tou» les asgles 
de sa base méme :] ses Cóíés s<mt ees draiies mémes : sa Hauteur est la per* 
peodiciüaire abaissée de sob sommet sur le plaa de sa^ base- : ses Paces sont 
les triasgks formes par deux de ses cótés- et un cote de sa base- : s» Sarface 
eiifín, est Fassemblage de ses faces ^ sa base n'y est pas comprÍ6e.r 

D¿nomÍHations et Qualification. Les pyramides sont TriangulaiFee , Qna^ 
drilatérales y Pentagonales , Hexagonales ^ etc. , seloa qu'elles oat pour bases 
des trianglesy des <}nadrilatéres, des peatagoiies , des hexageaes, etc. Qn qanr 
lifie de Droites y ou de MéguHéres y. célles dont la base est ub polygone régu* 
fier^ et dont le sommet se trpuve siu: la perpeodiculaire e'levée du centre ais 
plaa de ce polygone. 

T HÉ O K ÉM E CXXX. 

mrS82.Lor3gu^on coape une pyramíde quetconqae par un plan par€tilÍ7e dea Base, 
1 .® le^ faces de la pyramide partielte > sont équiangks ume^d-une €UiX 
faces de ta pyramide totale r 2.^ Tes angles soíides d fttHs face^ , quí 
reposent sur ta base de la pyramide partieUe , peupent convenir un-á-un 
avec tes angtes solides á trois faces ^ quí reposenf sur ta Base de- la py^ 
base de la pyramide fútale : 5.^ la base de ta pyramide partielle est 
semblabl'6 d la Case de la pyramide totale:" ^.^enfhr , les cóíés de ces^ 
pyramides y d'une part^ et les cótés de leurs bases c^autrepart^ sont wt& 

un y cómame les hauteara de ees pyramides^mémes^ 

• ♦ 

1.* La pyramide* SABCD (Sg. aSíi^), etant coupée par abe, plan poralléle 
k ABG3 les droites ab, be ^ cdy da, sent paralléles une-a-une aux droites 
AB, BG, CD, DA »/ a68 ; d'oii i> resulte que les triangles Sáft, Sbc , Sed, Sda, 
sont équiangles un-á^un aux triangles SAB, SBC y SCD, SDA; que par 
conséquent y les cótés de la pyramide partidle d'une part , et les cótés de sa 
base d'autre part, som respectivement proportionnels aoix cotes déla pyramide 
totale d'une part , et aux cotes de sa base d'autre part. 

3.<> Comparez l'angle solide aSbd y a l'angle solide ASBD : les faces Saby 
Sad du premier , renferment le méme angle spaciaire que les faces SAB , 
SAD du secood ^ et leur sÓBt respectivement égales : par consequteav ees deu» 
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-hngles sofides peuvent conyemr ; el roni peut «n diré autant des angles solides 
bSac j eSbd , dScá , jcompares un-^i-un aux angles solides BSAC, CSBD, 
DSCA. 

3/ De ee que ees angles solides penvent convenir un-Si-un , par deux faces 
respectivement egales , ét Tangle spaciaire comprís entre les premieres , ég;d 
Á l'angle spaciaire comprís entre les secondes ^ ü suit <{ue leurs troisiémes faaes 
!Sont egales; que par eonsequent la base abcd est équiangle a la base ABCD. 
Mais par l'art ; i . les cóiés Sabed sont proportionnels aux cotes d'ABCD ; done 
abcd est semblable k ABCD. 

4/ Abaissant 6P , perpendiculaire sur le plan ABC, elle rencontne en/7 le 
plan abe, et les inang^es Spa , SPA sont équiangles, par un angle commirn S 
let *tti angle drott/7 =P. D^oü il suit que Sa : SA= S/? : SP; que par eonsequent 
il y a méme rapport entre les eótés correspondans , qu'entre les hauteurs des 
«deux pyramides ; que de plus /les cotes des bases étant eomme les cotes 
•des pyramides , il y a méme rapport entrVux qu'entre les hauteurs des 
pyramides^ 

a.* 383. Conaéquencé i. Lorsqi^on prolongé les cóíás cPune pyramide ^ et qu^ori 
les coupe par un plan paralléle d sa base, il en naít une seconde pyramide , 
qui a les mémes rapporís á la p^emiére , que ceux qu^on vient d'énoncer 
eomme existans entre une pyramide coupée par un plan paralléle á sa 
hase ^ et la pyramide qui en est retrancbée par ce plan ináme. 

Conséquence. 2. Supposé que la pyramide SABCD (fig. a32) soitdroite: 
SP perpea£eulaire abaissée de son sommet S, sur su base ABCD, se tcrmíue 

a.^384.en P , centre de celte base. Supposé de plus que eette pyramide soit coupee 
par un plan abcj paralléle a sa base ABCD; sa^ection abcd est un polygone 
re'gulier, de méme nom qu'ABCD, et ce polygone abed est traversé en/7 par 
la perpendieulaire SP. D^oíi ü suit que les trlangles S/ia , Spb , Spc ^ Spd, 
fCtant equlangles un*á-ua aux triangles SPA , SPB , SPC , SPD , par im angle 
commuQ S, etun angle droitp =P; le point/i est le centre acabad ^ comme 
la point P est le centre d' ABCD ; que par eonsequent , la pyramide Sabed , 
Msiaussi bien une pyramide droite^ que la pyramide SABCD. 

DénomineUions. Apres avoir eoupé une pyramide quelconque SABCD , par 
OB plan abe , paralléle a «a base ABCD , si l'on enléye la pyramide Sabed; ce 
qui reste est une Pyramide tronquee , qm a méme base ABCD que la pyra- 
xnide coupee, et dont La Toít esíabcd^ base de la pyramide enlevée. Quant 
A la hauteur , aux eótifs , aúx faces , et a la surface de la pyramide tronquee : 
Sa Haaieur est la distance de son toít a sa base : Ses Cótés sont les droites , 
opí^ dea aonanieJis dea angles de spn toít^ vont abouiir au^ somni^ts des angles 
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de sa base : ses Faces sont ce cpii luí resto des faces de la pyramide coüpiíe r 
Sa Surface eufin , esl ras5eiiibkig.e de ses faces , abstraction fake de son teii 
et de sa base. 

Générc^tíoH du double-- Corte. A nn point queleoiiqiie S (fi^. 9^3^) ^ hors 
du plan d^un cerde ABC , ^e fixe par uo de ses points uae* droke indéfime 
SA , puls la faisanl tourner auxour du poijat & , ensoñé cpie qnielrpi'im Üe 
ses autres pouUs soít loujours sirr la circonférence ABC ^ eUe décrk eo un 
tour eutier le double^Cóne SABCDEF. 

D¿nominathns. Les parües SABC y SDEF da double-oóúe f prenoenll 
chacune le nom de Cene: Le point S, par leqnel SA a e'té fixee a PEspace, 
esl u la fois le Sommet du double-cóne , et le Sommet dé chacim des cóne» 
cjui le composent ; Le cercle ABC , qur a serví á constrairc le* dotiUe-cóne , 
est eu ménie tenis la Base de ce solide , et la- Base de sa partie* SABC : 
Toute droiie tírée du point S* , par un point quelconque B' , dar la circón* 
férence ABC , est un Gólé du cune SABC y et devient un C6f¿ dd doiible*- 
cúne , cpiand on la prolonge au-dessus da point S : Enfin la diroite indéfime 
SK , qui, du point S, passe par K , centre d'ABC, estenmeiiie>*tems VAxeé» 
douljle-cúne , et YJtxe de chacune de ses parties- 

THÉOKÉME CXXXI. 

s^-785. Les deux cónes, q,ui composent le dóuSk-cóne peBpenf eonpenírí 



Soit SABCDEF (&g. 255), un double-céne^ ayaút peur base ABC, et 
pour axe KH : Si apres aveir prís sur SH une lougueür SL = SK , Pon {¿% 
passer par le point L un plan DEF , paralléle á- ABC; la seotion DEF est un* 
eeicle de rayen egal á celui d'A£€ : Car tiíant du peint L, a un point quet' 
con(|ue de cette scciicn la ligiiC LE; prolougeant ES , jusqu'en Gy peint de 
]a base ABC, et faisant passer un plan par les droítes EG, &L^ qui se* conpcQi 
en S; les seciions LE, KG des plans parairéles ABC^ DEF , par le pkoi EGK, 
sont pandleles y et les triuugles SLE , SKG peuvent convenir y par nn cote 
SL=SK , et trois angles egaux un-á-un , et places de méníe' par rapporf ¡k ce 
cote : d^oü il suit qite les droites tírees du peint L, au contour da la section 
DEF, soBt respecti^ement ¿gales aut droites tire'es du point K au contour 
d'ABC; que par cousequent, DEF est un cercle de u^me rayón qn'ABC. 
Ajoutons qu'une droite KL, contenue entre deiix plans parallcles ABC, DEF, 
e'tant inclinée ¿galcmcnt sur Tun et sur Tautre ; SL est inclince á DEF , córame 
SK Test á ABC ; d'ou il suit que , si Ton fait d'abord coincider DEF , base 
du cune .SDEF , avec ABC , base du cóne SABC , et qu'ensqiie y on fasse 
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coincider SL avec SK ; SDEF comlcBdra avec SABC ; et parunnt qu'il sera 
demontre que les eÓBCs 'qui composetit le double-cóne peavent eonvenirr 

THÉOflÉMÉ CXXXIL 

5 

n/'JSB^Quaríd on coupe un des canes quí fonnent le doubíe-cóne , par un plan 
parallélú á sa base la sectión esi un cercle dont le centre est á un point 
de Vaxe , et dont le rayern est au rayón de la base du cóne , comme la 
partie de Vaxe , contprise entre le sommet et la section , est á la pariie 
de Vaxe^ comprise entre le sommet et la base du cóne. 

• 

Soií SABC (fíg. a55)y Pun íes crónes qiií formetit íe doutíe-eótíe SABCDEF : 
Si on le eoupe par un plan MNY , paralíele a sa base ABC; et que chi point 
O, par leqiiel son axe SK, rencontre la secüon MNV , Pon túe une dróiie 
ON^ á nn, point quelconque N du contoür de MNV, le piau SON coupe la 
base ABC , par une droíte KG, paralléle á ONj d'oíi il suít que les trianglcs 
SKG , SON sont équiangles ; que ON : KG = SO : SK ; que les droites 
tirées du point O á^cf c¡OBto«r de MNV, som trtie-á-une aux rayons d^ABC , 
eomme SO a SK ; et paríant , que ía section MNV est un cercle , dont le 
eentre est á un poinít de Taxe , et dotit le rajón , est au rayón de la base du 
cóne comme la partie de Paxe, comprise entre le sommet et Ja section , est á 
la pariié de l'axe comprise entre le sommet et la base du cónCr 

Dénaminations, Le nom de cóne ne se donne pas seidemcnt aux deux 
cónes qui forment le douWé-cóne , on le donne aussi aux parties y soit de 
Fun, soit de l'autre, quí sont comprises entre son sommet et Pune quelconque 
de celles de ses sections qui sonl paralíéJes a sa^ base : Ainsí par exemple , 
le cóne SABC {^ a^^)^ etant sctppose infini, en qualite de moitié du double- 
.. cóne SÁBCDEÍ" j cdle de ses parties qui repose sur MNV, section paralléle 
á'sa b^e AbC^ est aussi un cóne^ et ce cóne finí SMNV , se termine au 
poinl S d^une poitt, et »u cercle MNV d'autre part^ Or ce point est son 
sommet, ce cercíe est h^ base y son axe et ses cólés sont ce qu^il emprunte de 
Taxe et ictes cot¿s dtt cóne iqSiH SAlBC; sa hauteur est la perp€mdÍGuIaire 




k lá báise ': Cónes obliaues , ceux dont l'axe est oblique á la base* 
, , Obserí/fitions et cans4guence. Remarques. Ji présent et e» premien aeu , 
qu^ ionte'fiiu SSJNV (fig." a33),Vtant coupe par un piad ABíC, parallcle 

34 
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íl sa base MNY ; ú Ton abaisse SP p perpendieulaire ea P sur MNV , et en /> 
isur ABC; et que des pieds K, O^ des jaxes SK, SO, Ton tire les <lroites Kp^ 
OP i Ifis triaxigles SKp y SOP sont équiangles \ cjue par consequent SK : SO = 
S/7 ; SP ; «t panant , que Paxe du cóne parúel , est a I'axe du cóae total ^ 
comme la hauteur 4u cóiie partiel y ,est a la hauteur du cóue toUiL — Remarquez 
en second Ceu , que les tríangles SKG ^ SON sout aussi équiangles ; que par 
coQséqttent 9 SK ; SO=;=SG ; SN; et partant que Faxe du cóne parüel est i 
Taxe du cóne total , eomme un cote quelconque du cóne partLeI| est aa cote 

du cóne total dont U falt partie. De ees deux observations , rapprochées 

n.* 387^4j[u Theor : CXXXII , vous conclurez que , Lorsqu'on coupe un cóne fini 
par un plan paraliéle á sa base, le plan coupant separe da cóne total un 
cóne p€u*tiel , qui a pour baee la section y que celle seeíion est un cercle , 
qm a son dentre á un point de Paxe du cene total/ que le rayón de la 
base du cóne pariiel est au rayón de la base du cóne total j eomme Vaxe 
du cope pariiel est á Vaxe du cóne total^ ou eomme la hauteur du cóne pattiel 
est d la hauteur du cóne total, ou enfin, eomme un góté quelconque du cóae 
pariiel estau colé du cóne total dont il fait partie^ 



%' 
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JkMW* Un plan qui passe par Vun quelconque des cótés ^ un cóne , et par la 
droite qui en touche la base dans le point oü ce cóté la rencontre^ n'a 
de commun apee ce cóne que ce cóté méme. Et réciproquement , im plan 
qui n^a de commun apee un cóne, qu*un de ses $óté^, paseé parla 
tangente d la base de ce cóne^ dans le point oü ce cóté la rencontre. 

Soit SMNV (fig. 233) un cóne ; SO son axe ; MNV sa base ; et TV la 
tangente á cette base , dans le point oü le cote SV la rencoptr^ : le jplaA TVS 
n'a que SV de commun, avec le cóne SMNV. 

Supposé que ABC represente une secüon de SMNV , paraHéle & sa base 
MNV; cette section jie rencontre le cóté SV , qu^en un point C 1 Car KC, 
OV , sections des plans paralléles ABC ^ MNV par le troisiéme SOV , ^nt 
des rayons paralléles des cercles ABC , MNV , et QC \ s^cdon 4m plans 
paraUélesTVO , ABC par le plan SVT , est paraliéle h TV. Or de ee que KC 
est paraliéle i OV , et QC i TV, ii sirit que Pangle OVT étaat droit, Pangle 
KCQ l'est aussi ; done QC est ungente de la section ABC, fu poi^t C ; done 
tous les points de QC, excepté C, sont hors de la circopféredbe ABC; dono 

tous les pojiflus dft SMNV, ^xce^té ci^m;^ de SV , soAt bors du pW TVS* 
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Réciproquement , snpposé que le plan TV S, n^aít que SY de commun avec 
le cone S^}NT ; ee pía» psfsse par la tengettte k la base de ce cóae , dans le 
poim tm SV la rencooire : Car s'il n^y passoit pas , ü passeroii par un oblique 
au rayón OV j et couperoit le cerele MNY , ce qui lui donneroit eD^eommun 

avec le eÓBe SMf^V , d'autves points que ceux de SV^ 

» 

Définiüana. Suppose qn^aprés avoir coupé un cone SMNY par un pfan ABC,^ 
parallele á sa base MNY, l'on retranohe de ce cune sa parlie SABC; le reste 
prend le nom áñ Cóne ironfuér et la base de ce cone tronqué , est MNY,. 
base du cóne^ eoupe :. son toít est ABC, base du .cóne retranohe : aen ctxey 
ses cótéSj sa* siérfitce-^ sont les diOerences des- axesy des oótés,^ et des sur-* 
Caces, des có&es* eoupé et retranohe : sa. hfmtéwr. est la- distance- de son^ toít 
ft sa l^ase. 

jíufret définitíonsk XJn polygone quelconque' etant insorit a un cercre; si' l'on 
€0nsUruit§ur ce cercIe un cóne .et sur ce* polygone une pyraniide,. dont le 
sommet coincide avec le sonimet du cóne; onditde la pyramide,qu'elle est 
inserite au cóne, et du cóne*, qu'ilest oircooscrit a la* pyramide. — BTéciprO'^ 
quement, un* polygne' quelconque ¿tant circonsorit á un cerele; si Fon cons- 
truit sur ce cerele un. cóne-, et sur ce polygone une j[>yranii(le , dont Ih sommet 
eoíncideavec le sommet du' cóne ; on dit de la pyranude , qu'elle est circons^ 
Qvil au cóne ,. et du cóne qu'il est insorit á- la pirámide*- 

Définitiona et Dénominatioñía relatipei d la spKére. Ún' dbnüe le' nom de 
Ségmení de aphére^ á ehacune' des parties dans lesquelles un plixn partage une 
sphére , et l'un et Tautre segment prend le nom á*líéfnüphéré ^ quand^le plan 
qui les separe,. passe parle centre de fa sphére. Deux segmeus dé sphére sont 
complémeniaires l'un dé Faut're , quandils forment enseioibl&'t'oute la sphére. 
La base d'un segment dé sphére est la secüon circuloire qyi l'a separé' de son 
eomplémetítaire ; sa ñaUieur est la^ droite qtii, dü centre desa basey' s'eléve 
pcrpendiculáirement sur elle etse terroiue a sa stírfuce ; «a surfáce est, excln- 
sTvemeñt a sa base , la portion de surface, qu'il emprunie de la sp'Kére. — 
Un segtnent t'tonqué ^ est la panie restante dNiU segiñent dé sphére y. lorsque 
aprés Tavoir coupé par un plan paralIéle á sa base, on en óite lesegment au- 
dbssus de la sectibn- : La' base d'úñ seg^meút tronqué , est fa pHis grande del 
tections qui le termine : son tbk, est la plus petite de ees sections; cepen* 
d'ant, comme il' peut arriVer que ceS sectioos soient ^gal^s ; en* peuv prendre 
alora celle qn'on \eut poür sa base,, celli» qp'on teut potkrson'tbft: £a Aai^ 
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• 

teur cVun segment troiiqne, e$t la distance de scm tott k $a base : -ta $tirfae€ 
iest celle qu'il emprunle de la spfaére , son toU et &a base ea sent eiclus. 
Les &eetk>DS de la sphére , par des plaus qui passent par son céatre , sont dei 
grands eereles de la sphére. Deux quelconques de ees grands cerdes se con* 
pem par un de leurs diamétres , áltcndu que uxus les deux ont leur eentre 
au eentre-oiiünie de la sphere ; que par conséquent , leur eommone sectioa 
passe par ce centre, ce qui ne peul se faíre sans qu'elle eoiocide ávee un ds 
leurs diamétres. Quant aux sections de la sphére , qui ne passeni pas par son 
centre ce sont des peiits eereles de la sphére j et Vaxe d'ua petit j conune 
Vcuce d'un grand cercle , est celui des diamétres de la sphére p qui , du centre 
de ce ceicley s'éléve perpendicnTairement sur son plan. Les Pólee^ soitd'im 
gránd, soit d'ufl peiit ceít^le de la sf^ére, sont les exirémités de son'axe. 

Toule partie de la sphére, qui est comprise entre deux moitíés de grandi 
cercles, est un Secteur sphérique : BADCfi (fig. 955), eompris entre les deux 
demi-ccrcles BAD,BCD, est un secteur spherique t les deux moities de 
grands cercics qui le renfermeut , sont ses faces / sa súrface est la pftrtie de 
aurface sphérique , qu'il contient entre ses faces. 

On donne le nom de Triangle- sphérique ^ a toute porlión de surface sph¿« 
riijue , qui est terminee par trois ares de grands cei cíes : ABC ( fig. a56 ) est 
un triaiígle spli¿rique : ses calés sont AB, BC, CA, ares des grands cercles 
BAD,BCD, ACE : ses angles^ sont les angles spaciaires, contenus ent re les 
plans sur lesquels ses cotes sont trace's .: sa surface est la portion de 'stuiace 
sphérique qu'il contient entre ses cotes. 

».*389, Conséquence i. Chaqué caté d*un iriangle sphérique quelconque,jestplus 
petit que la moitié d'une circonférence de grand cercle : car á Fon méoe 

. ,, les cordes d'ABC (fig. a35) triangle sphérique , et qu'on tire du centre O de 
la sphere les rayonsOA, OB, OC, qui aboutissont aux sommeta des angles 
du triangle rectiligne ABCj Ton forme Pangle solide a .trois faces SABC 
qui a son sommel en O et sa base en ABC : or chaqué face de cet angle 
solide est plus pciite que deux angles droits; Tare de grand cercle sur lequel 
elle iiiMste est done plus peiit que la mohié de la circonférence de ce grand 

^ cercle; doní? cliaque cote du triangle sphérique ABC, est plus pejtit que cettc 

moitié de circonférence. 

«.•590. Conséquence a. Deux cótés d^ABp^ triangle sphérique quelconque pris 

ensemble^ sont plus grands que le troisiéme : car deux des faces de Tapgle 

solide SABCétant plus grandes que la troisiéme ; si Pon placoit pes trois faces 

, au centr^ d'iju^ grand cercle de la sphére, deux quelcop^ues d'eAtr'ellea iosis- 
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* leroient sur un plus grand are ((ue la troisiéxne; par conséqueot, deux des cotes 
d'un tiimgle sphéríque prís ensamble , sont plus grands que le iroisieme. 
^Sgi.. Conséquence 3. La ligne la plus courU d'un point á un autre sur la 
surface d*une sphére , est le- plus petit des deux ares de grand aérele qui 
passent d*un ^e ees points á ¡^ autre : Ceite proposition derive de ce que 
deux cotes d'ua iriangle spheñque sont plus grands que le troisleme, comme 
la pfoposiuoa , que la ligne droite est la plus courte entre deux points sur \\ú 
plan y derive de ce que deux cotes d'un uiangle recüligne sont plus grands 
que le lroisiéme« 



S E C T I O N IV- 

Mesure des surfaces du cylindre droU > du cóne droit , de la 

sphere ^ el des triangles sphériqUes^ 



THÉORÉME CXXXIV. 

5^2* La surfaee íPun prisme droit est égale á celle cPun rectangle, de base ¿gale 
au contour de la base de ce prisme^- et de méme hquteur que ce prüme^ 
méme. 

^01 T Y un piisme doit (fig. a5o), ABCDE sa base, FA sa hameur : Si 
aprcs avoir pris sur une droite AL ( fig. 336 ) , des longueurs AB , BC , CD, 
DE, £K, respectivement ^gales aux cotes d'ABCDE, Pon eleve sur AK des 
perpendiculaires AG, BH, CI , DS, ET, KV^ ¿gales á FA; et que par lew» 
somniets on tire GV paralléle á AK; les pañíes du recungle AGVK, seront 
egales une-á*une aiix faces du prisme T; par consequent, cerectangle est égsl 
k la surface de ce prisme. 

THÉORÉME CXXXV, 



'1 



S93 La surface d^un cylindre droit est égale a un rectangle de hauteur égale 
á la hauteur y et de base égale á la circonférence de la base de ce cylindre. 

Laíurface d'ABCDEF (fig. aSy) cylindre droit, qui a pour hauteur AD, 
et pour base , le cercle ABC , est ¿gale a un rectangle de hauteur hD , el 
de base cj^ale a la circonférence d'ABC. 
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teur (l'un segment tronqué, cst la díslan< ■ . les tnangles éqnilateíanx ABC, 
«si celle qu'il emprunie de la tphére, .- Jcspiismes ABCDEF, GHIKIM, 

Les sections de laspliére, par des • ju cjKndre AB€DEF ; si, par une 

grands cerelea ds la aphére. De- <.A, vous doubtez les cotes, laní des 

pent pjar UD de leo» dbmcli '^ -^^'s des prismcs ^circonsciits ; les con- 

au centre-oiéine dp la spl urme d'angmentaiíon , >a circoiiféreuce 

passe parce '¿Wüié. ce ' .>criics auroiit pour tcrnic de dimmnúoD, 

íeure diam¿Cnsi« Qii<>' '^^^ q^^ 1^^ surfaecs des prismes iuscrírs et 

centre ce ¡aont dt"' uiumi comme les coutotirs de- leurs bases; la 

r¿Xtf dN¿ eraiif^ tcrii^e d'augmeatation des surfaces des prismes 

áñ iá ¿eiclc iiniruiilon des suiTaces des prismes circonscríts , que 

JÉrÚld *^u* • ^^^ ^^ graudcuc moyeuiic entra les premieres ct les 



km 
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> m-ismes circonscríts, qui ónt des l)ases teHes , que Jeur con- 

.««iT l«t «nrconférence de la base du cylriidre, que par une Ion- 

» v^ «Nue que ron vcut : 11 y a des prismes inscríts, qui ont des bases 

^ !c.:> coutour ne diflere de la circonfercnce de la base du cjliudre^ 

V. Í.W loiigueur aussi petite que Ton \eut; done la snrface- du cjlindre 

X. i «'«^* p'^^^ grande que le rcctangle iait de la hauteur, et d'une droiie 

^ V Á Iji ciroonference de la base- du cylindrc , sans étre e'gale á la surface 

^- ,.» Ji * pi¡>mes circonscríts : elle ne peui étre plus petite que ce rectangle , saas 

J:ix* r¿;.iio a lu surface d'un des prismes iuscrits 3 douc elle est e'gale a ce 

ivciiiii¿;le - nicmc. 

THÉORÉME CXXXVr. 

II •Jj* /.«» üurface (^itne pyramiile droite est égah au triangle ^ qui auroit pour 
tuist! un a droite égale au coniour de la base de cette pyramide ^ ^t pour 
hauUnu* , la pcrpcndiculaire abaissée du sommei sur Vun des cólés de 
la base de cette pyramide-méme. 

Siiii SABCD (fig. 252) une pyramidc droite : les pyramides de cette deno^ 
niiíJ'iiion ajaiit leur sommet a un point de la |>erpendiculaire e'Ievúe du ceutre 
au plan de leur baso; le point S sera a egale distauce des sonimeis de tous les 
angle.H d'ABCD, et toutes les. faces de SABCD seront des tríaugle» capables 
de convenir, par l'é<;alite respective de leurs trois cotes. Si done, a Teitré' 
rniíir H ((¡g. 2^8), d'une droite SA=S6^ hauteur des faces de SABCD, l'on 
f:li:>e hur celle droite la pcrpcndiculaire RL; et que, sur cette perpcndicu- 
JAire, on preunc des longucurs RA, AC, CB, BL^ egales une-á-uae aux cotes 
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de la base ABCD; les parües SRA, SAC, SCB, SBL , du trUngle SRB , scront 
fágales une-á-une aux feces de la pyraiuide SABCD ; par consequent , tout ce 
iangle sera ^al á la surfece de celle pjrramide , et partant le ihéoreme est 
uoniré. 

THÉORÉME CXXXVII. 

^ace (Tun cóne droit est égale au triangle qui a pour hauteur le ' 
tpour base, une droite égale á la circonférence de la base de 



v (fig. 339) tin cSne droit: Premieremenl , fiuscris et circonscm 
I <'^c ABC y les tríangles équilate'raux ABC; DEF : Secondemfeüt , je 
i unsiruis sur ees iriangles les pyraniides droite SABC, SDEF; la premiére in^crite^ 
la seconde clrconscrite au cóne SABC : Troisiémement , j'inscrís et circonscrís 
au cercle ABC des polygones regulíers , en doublant tou)otirs le nombre de 
leurs cotes , et je feis reposer stir les uns une suite de pyramides droiies 
tnscrites ; je fais reposer sur les aulres un suite de pyramides droites circons- 
crites au cóne SABG« 

Cela fait, je dis que la surfece des pyramides inscrites a son terme d'^ugmem- 
tation dans la surfece du cóne circonscrit ; que la surfece des pyramides eir- 
consciítes a son terme de diminution dans la surfece du cóne inscñt , et je le 
'Y>rouve. 

La surfece des pyramides inscrites , etant repr¿sentee par un triangle de 
base égale au contour de leurs bases , et de méme hauteur que leurs feces ; 
n'a d'autre terme d'accroissement , que celui des contours de ees bases d'une 
part, etde ees bauteurs d^autre part;maisle terme d'accroissement des contours 
des bases, c'est la circonférence ABC, le terme d'accroissement des liauíeurs, 
c'est le cóté du cóne ; attendú que ees hauteurs finissent par n'en diíTérer , 
<]u^autant que difierent entr'ellcs deux obiiques , tire'es du point S á deux 
points d*un rayón tfABC , si rapprochés , que leur distance, est plus petitc 
qu'aucune longueur donnée. 

Par rapport aux pyramides circonscrites, la hauteur de leurs feces etant 
toujours égale au cóté du cóne ; leur surfece ne varié qu'avec le contour de 
leurs bases , lequel n'a- d'autre terme de diminutioa , que la circonférence de 
la base du cóne ; par consequent la surfece des pyramides circonscrites , n'a 
d'autre terme de diminution , que la surfece du cóne inscñt ; et partant , la 
aurfece du cóné est le terme d'augmentation des surfaces des pyramides ins- 
entes ^ et le, terme ile diminution des surfaoes des pyramides circonscntes y 
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c^est done une grandeur moyenne entre les premieres et les seccmdíéSr' 

Je dis maintenant y que la surface du cone droit SABC j n'est ni pIíA ni 
moins grande que le tríangleSRL y qui a pour bauieur SR, cdté da cóne , «t 
pour base RL , droite cfgale á la drconférence de la base da cóne méme : Car 
sí elle étoit plus grande ^ elle serok ¿gale á nn tríangle SRM, de hauteur SSiy 
et de base RM]>RL; mals il y a áes pyraihidés circonscrites, qui reposent 

sur des bases dont le contour est plus petit que RM ; done leur surface est 

» 

plus petite que le triangle SRM ; done ce triangle ne peut repre'senter la snr- 
face du cóne SABC , qui est plus petite que celle de toutea les pyramídes 
circonscrites. 

Si au contraire la surface de SABC efoit plus peiíte que le triante SRL; 
elle serott égale a un tríangle SRK , de base RK<CRJL ; maís il y a des 
pyramides inscrites , qui reposent sur des bases dont le contoiar est plus 
grand que RK, et dont la bauteur Sr, ne difiere de SR ^ que paruae longneur 
plus petite qu'aucune longueur donnée ; done la surface de ees pyramides est 
a celle qu'on vient d'attríbuer au cóne, en raison composée d» rh : RK et 
de Sr : SR , c'est-á-dire , comme rhxSr : RK X SR ^ done la sorfaee de ees 
pyramides est plus grande que celle du eóne , puisque le facteur Sr difiere 
aussi peu que Ton veuc du fadeur SR, au lieu que le facteur rk j surpasse le 
facteur RK d'une qiiantite qu'on ne peut pas diminuer a voloMé; done fina- 
tement , le tríangle SBlL n'est ni plus grand ni phis petit que la saiÜEice du 
cóne SABC- 

THÉORÉME CXXXVIIL 

n^S^^Lorsgue les surfaces de delix cylindres droits sont égaUs y íes hauíeufB 
de ees cylindres sont en raison inverse des ráyons de leurs bcues : El 
rccipro<}uement , Lorsque les hauteurs de deux cylindres droits sont en 
raison im^erse des rayons de leurs bases ^ les surfatés de ees cylindres 
sont égaíes. 

Le cyllndre droít GABC (fig. 24o) a pour tauteur GA, « pour base íe 
cerde ABC : Le cylindre droit HDEF , a pour hauteur HD , et pour base 
DEF. La surface de GABC est done égale au rectangle, fáit ^ OA et ^un» 
droite AK, de méme longueur que la circonfe'reucé du céfdé' ABC; la sur- 
face de HDEF est egale au rectangle, fait de UDet'dkme dMiteDL^de 
méme longueur que la circonfe'rence dti cerde DBF. tofs donó qliexes dcui 
surfaces sont ¿gales, 6A X AK = HD X DL ; dohc GA : tt0r= IfL I AK; 
done GA : HD , raison des kanteurs , est egale á DL : AK , rñson inyerse 
des circonférenees Cu des rayons dto circonféreoces ABC^ D£F. . 
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Reciproquement, suppose que GA ; HD=PL : AK; il s^ensnii qre GA X 
AK=HD X DL, c'esl-a-diré , que íes surfaccs des cyimdres GABC, IIDEF 
sont egalcs¿ 
B/397. Obserpation. Oa demontre de la méme maniere, que lorsqne les- surfacea 
de deux cón^s droits sont égales , lea coica de cea cónea sont en raison 
inuerae dea rayona de leura baaes; ct reclproquemcni que hor&que lea cólés 
de deux cónea droila aont en raiaon ¿uperse des rayona de leurs bases y íes 
surfaces de ees canes sont égales-. 

THÉORÉME CXXXIX. 

^.•3Q8.Zror55'7/e la snrfaced^un eóne droil eat égale á la surface d^nn cylindre 
droity, le céfé du eáne est au colé da cylindre j eomme le diamdlrs de la 
base da cylindre j au rayón de la base du cene: Et re'ciproqnemeni , 
Lorsque le cóté d'un cóne droil ^ est au caté d^un cylindre dreii , comme 
le diamétre de la base du cylindrí^, au rayón de la base du cóne y il y 
a égalité entre la surface du cóne ei celle du cylindre-, 

Sait SKLM (Sg. 94i ) im cóne droit , qui ait pour cdté SM, et pour base , 
le cercíe KLM, de rayón CK , et de círconfc'rence repre'senlee par MPí , 
perpendiciilaire sur SM : la surface de ce cóne est égale au u-iangle SMN=^^ 
SxM X MN. 

Soil HDEE (fig, '240) un cylindre drort, qui ait pour banleur HD-, el po<ur 
base DEF y cercle de rayón OD , el de eirconfcrence egale á la droiie DR I 
la surface de ce cyJiudrc est egale au reclangje fail de HD par DR = 
HD X DR. 

Lors done que la surface ^\ cóne est e'gale a celle du cylindre , que ^.SM X 
aiN = HD X DR ; il s'cnsuit que SiM : IlD =DR : * MN = 2DR : MN. 
jM'ús les circoiiferenccs des cercles sont comme Jeurs rayonsj done 2DR : 
MN = 20D : CK; done SM : HD = 20D : CK. 
^ Réciproquement , lorsque SM : HD== 2OD : CK: si aiix rayons OD , CK 

des circonférences DEF , KLM, on subslitue ees eirconfercnces ou les droiles 
DR , MN qm les rcpresentent ; on obliont SM I HD = liDR : MN , puís 
SM X MN = 2HD X DR, et finalement^SM X MN =ilD X DR, c'est-a- 
diré, regable de la surface du cóne a cclle du cylindie. 



m 
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THÉORÉME XCL- 

^*^99*La surface d'un cóne droit tronqué^ est égale au rectangle qui auroit pour 
hauteur , le cóté de ce cóne tronqué , eí pour base , une droite égale á la 
circonférence , moyenne ariihmétique entte les circonférences de son loií 
et de sa base. 

Par qucique poinl dTufi des cutes d*un cóne droit, que Ton fasse passer un 
plan parallele ,a la base de ce cóne , il est demontre n^^ '587 y V^ ^^ I^^ 
coupant separe du cóne total un cóne partiel droit , et que la circonférence de 
la base du cóne partiel ^ est a la circonférence de la base du cóne total, comme 
le cote du cóne partiel est au cóté du cóne total ; de sorte que suppose que 
le cóne droit SKLM (fig^aéi), soit coupe' par le plan DEF, parallélement 
au plan KLM; ü est avere que DEF : EXM=SF I SM, proposition daos 
laquellc DEF represente la circonférence de la secüon DEF, et KLM, k 
circonférence de la base KLM« 

D'autre part il est demontre n.^ SgS , que la surface d'un cóne droit est 
¿gale au triangle , qui a pour faauleur le cote , et pour base une droite égale 
a la circonfereuce de ce cóne ; d'oíi il paroit que , supposé que SKLM soit un 
cóne droit , et que la ligne MN soit e'gale á KLM circonférence de sa base; 
le tríangle rcciangle SMN repre'sente sa surface. 

Cela posé , tirons FG parallele á MN ; et les triangles SFG^, SMN ctanj 
éíjuíangles, il s^ensuit í|ue SF : SM = FG : MN , proportion, qui comparce 
a cclle qui a paru plus haut , savoir , DEF : KLM = SF : SM , conduit aux 

suivanies, FG : MN=DEF : KLM, FG : DEF;= T^IN : KLM. Mais MN, 

KLM sont egaux ; done FG , DEF le sonl aussij done l.* le tríangle rec- 
tangle SFG, est égal li la surface du cóne SDEF, et par conséquent , le qua-' 
drilalcre MFGN est e'gal a la surface du cóne tronque DEFKLM : 2.* puisque 
FG est égale a la circonférence DEF , une droite quelconque AB , tirée dans 
le tríangle SMN , parallélement á MN , est égale a la section de SKLM , par 
un plan qui passeroit par le point A, parallélement au plan KLM. De sorte 
que, supposant que le point A soit au milieu de la ligue MF j si Fon tire par 
le point B la ligue IH parallélement á MF , et qu'on prolonge FG en H ; les 
tríangles GHB , NIB peuvent convenir par HB = IB , et les angles sur HB , 
respectivement egaux aux angles sur IB ; d'ou il suit premiérement , que la 
Ijgne AB est moyenne arithmétique entre FG et MN : Secondement , que le 
recumgle MFHI est égal au cpiadiílatére MFGN ; et finalement , que La sur- 
face d' un cóne tronqué droit , est égale au rectangle^ qui a pour hauteur 
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le colé , ei pour base , une droite de méme longueur que la eirconjérence 
moyenne entre celles de son toU et de sa, base. 

T H É OK EME CXLI. 

La surface d^un cóne droit tronqué , est égale au rectangle , fait de Vaxe 
de ce solide et d^une droite de méme longueur que la circonférence , de 
rayón égat á la perpendiculaire élepée sur le núlíeu du caté de ce solide" 
méme ei terminée ou á son axe, ou au prolongement de son axe. 

4oo. SGHI ( fig, 34a ) est un cóne droit , qui a pour base le cercle GHI , et 
ponr axe SL. Ce cóne est coupe par DEF , plan paralléle a sa base GHI , de 
sorle que DEFGHI est un cóne tronque' droit. Le plan SLI passe par Pa^se 
du cóiic SGHI , et coupe Jes cercles DEF , GHI , par leurs rayons respeciífs 
•t paralleles KF ; LI. Du pointF , on a tire FB paraliele k KL; d'on il resulte 
que FK= BL, et que les tríangles SLI, FBI sont cquiangles. Du niilieu M 
de FI j Pon a eleve sur cette ligne la perpendiculaií-e MN , terminée á KL , 
axe du cóne tronque DEFGHI. De ce méme point M, on a «ibaisse sur KL 
la perpendiculaire MP. D*ou il suit que les tríangles reciangles SMN, SPM, 
MPN sont equiangles tant entr'eux qu'avec le tríangle SLI j lequel etanl équiaugle 
k FBI ; il est demontre que FBI , MPN sont equiangles ; que par consécpient , 
FI : FB = MN,: MP, et que, substituant k FB son égale KL, FI : KL = 
MN : MP , d'oü Pon tire FI X MP =KL X MN. Mais d une part , Pégaliié <le 
ees rectangles FI X MP, KL X MN, entraíne celle de ceuz qui, au lien de 
rcposer sur les rayons MP , MN , reposeroient sur des droites egales uux 

c e 

circonfercnces de'crites par ees rayons j done FI X MP==KL X M N : D'autrc 

c 

part, FI X M P , c'est-á-dire , le rectangle de bauteur FI et de base egalc a 
^ la circonfeVence de rayón MP^ est egal á la surface du cóne tronqué DEFGHI y 

c 

done KL X MN, ou le rectangle fait de KL et d'une droite égale a la ciicoik- 
férence de rayón MN, est égal aussi á la surface de ce cóne tronqué ^ done le 
le théoréme proposé est demontre. 

Ajoutons que ce qui est vrai d'im cóne droit tÁ>nqué , est vná aussi d\m 
cóne droit non-tronqué , c'est-á-dire , que La surface d^un cóne [droit est 
égale a celle du rectangle ^ qui auroit pour hauteur Vaxe^ etpour base ^ 
une droite de mime longueur que la circonférence de rayón égal á la per- 
Moí.pendiculaire élepée sur le milieu du cóté , ei terminée d Vaxe ou au pro- 
longement de Vaxe de ce cóne: Car si, sur le niilieu F de SI, cote du cóne 
droit SGHI (fig. 242), on eleve FE, terminée á Paxe SL, le tríangle SF£ 
est équiangle au tríangle SLI ^ dVü il suit que SF : FE «s SL I LI , proporúon 
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qm, eo y.siibslitiiaDt^ux droilesFE, LI , les circonfcfrenccs dont ellcs seroiest 

-ce' 

. les rayons, prcnJ la forme smvanle SF : F E=:SL : L I, de laqueHe on tire 
siicccssiveinent ,SFxLI = SLxFE, maís le reclangle SF X L I est ¿gal k 

c 

la suiTace du cene SGHI ; le rcctapgle SL X F £ lui est egal , ainsi que le porte 
FadíUiionque Tons'est proposé de déniontrer. 

SecondíJ addUion. Quand on considere que la perpendlculaire , élevée sur 
le miJieu du cótc et tcrminee á Faxe d'un cylindré droit , est egale au rayón 
de la base de ce cylindie , on voit d'abord , que la surface d*un cylindré 
n. 102. j^^^^ ^^^ égale au reciaagle ^ qui auroit pour Jiauteur Paxe , ei pourbabe, 
une droite de méme ionguejir que la oirconférence décrite par la perpen- 
diculaire élevée sur le milie^u du celé y et icrminée d Paxe de ce cylindré. 

Construciion et dénominatiofi. ABCD (6g, a45 ) est un rectangle de base B A, 
egale k AO, moitié de sa haut^r AD. OEparallele a AB, lui est égale. Da 
|K)ijit O €onime centre, av€c OA comme rayón, Ton a decrit le demi-cercle 
AED , qui toiiclic les cotíes AB, BC, CD, d'ABCD, par les points A, E, D, 
alicjidu q*ic ees cates sont tous a une dislance du point O, egale aurayodi ¿'AED. 

Cela pose, si, cousidcrant la dioíte AD comme imniobíle, on fait toumer 
,k>ui aul-our d'cUe la figure ABCD; le demi-cercle AED, décm*a une spheVe; 
le deuú - €an e ABCD , decrira un cylindré droit ; AD sera á la fois 
ra\e de ce cyluidre el Faxe de cetie sphére; la base du cylindré sera ira cerclc 
de mciue rayoüi que le« grands ecrcles de la spliere; et la surfaee de la sphére 
ii'aura de commun avec la surface du cylindré ; que la ligne circulaire dccríte 
par lo point E. Ajoutons que c'est dans celte situation d'un cj'lindre et d'imc 
siJicrc, que le cylindré est dit ctre circonscrit á la sphére^ et úue la sphére 
csl dilc clre inscrite cui cylindré,. 

T H É O 11 É ME CXLIL 

Si Von coupe un cylindré et la spliere qui lui est inscrite\ par un plan 
paralíUe á la htise da cylindré ; la surface du segment sphérique est égalé 
d la surface du segment cylindrique. 

m 

Siippose qu'AED (Gg. 344) solí un demi-cercle de rayón OE , et qu'AB(3) 

soit un demi-xíarre clrcousciit a ce demi-cercle ; je prends sur AED un are 

aiLilialre DN; je mciie par le point N la ligne KL parallele a CD; je divisa 

Farc DN au point b en deu\ égalcment ; et aprés avoir tiré les cordes DA, 
61V, je mcne par le poiul b la langeiile qui renconlre en a la tangente DC, 

el en rf, la tangente Nrf, de sórle que Farc DN, est bordé en dedans par 

deux cordes e'gales 6N, ¿D , et en dehors, par quatre tangentes egales Da, 

ab , bd, c¿N. Je suppose de plus que, par ime s«dt« de bisactiOAs, farc DN 
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«yant ele partage en a" parties egaies, <m Pait bordé en dedans de 2* cordcs 
^ales, et en debors, de 2"+* tangentes ¿gales; et je dis, que faisant tourner 
la figure ABCD, tout autour du diamctre AD; le demi-cercle ÁED décrit 
4ine sphere, le derai-oarró ABCD, un cylindre circonscrit* h ceile sphére; le 
rectangle DCKL, laponion de ce cylindre, qui a pour hauteur DL, et pour 
l>ase , un cercle cfgal á celui sur lequel repose ce cyUndi^e-méme. J'ajouie que 
les 2" cordes de l'arc DN de'crivent uñ solide , compose' du cóne qui a son 
soramet en D, et de 2" — 1 cóoes tronques; que les 2"+* tangentes dutneme 
are décrivent un solide , termine en enhaut par le cercle que décrit celle 
de ees tangentes qui a en D son pouit de contact, et composé de 2"+' — 1 
cónes. tronques. Je dis enfín , du corps engendré par les 2" cordes , qu'il est 
inscrity je dis du corps engendi^é par les 2^+^ tangentes , qu'il est circonscrit 
au segment aphéñque résultant de la circonvolütidn de Pare DN. 

Je cherche a {)résent la surface d'u corps engendré par les cordes D&', ¿N, 
et i cet effct^ d« centre O , j'abaisse d'abord sur D6 la perpendiculairé Op ; 
|xuissur -¿N, la perpendiculairé Oq y et aprés avoir liré bp paralléle ii KL; 
j'observe : que De/ étant la hauteur du cóne décrit par Db , la surface de ce 
corps est de méme grandeur que celle du rect;ingle, qui auroit pour hauteur 
Du , et pour base^ une droite égale á la circoirférence de rayón Op} que de 
méme y vL étant Ift hauteur du cóne tronqué décrit par 6N , la surface de ce 
cóne tronqué est de m^me grandeur , que célle du rectangle qui auroit pour 
iiauteur f^L, et pour base, une droite egale a la circonférence de rayón Oq=Op ^ 
que par conséquent, la sutiace du corps décrit par Dby ¿N, est égale au rec- 
tangle y qui aürpit pour hauteur DL , et pour base , une droite de méme lopgueur 
que la circonférence de rayón Op. D'oü je- condus en general y que la surface 
du corps décrit par le systéme de 2' cordes, est égale a celle du rectangle , 
qui auroit pour hauleur DL, el pour base,' ime droite de méme longueur que 
hi circonférence, déprile' par la perpendiculairé abuissée du point O sur une de 
ees cordes. ' J'ajoute que* cetle- perpendiculairé se rapprdche du rayón OE, 
. a mesure que . le nombro ff augúiente, qu'elle s'en rapproche méme indéfini- 
m^nt.; el que suppofié-qu'eil^ vtnt k l'égaler', le systéme des 2* cordes coinci- 

ü 4eroilvBvecrarc ©N;^'que\>pap«onscqi3teht, 1 ""la siifi^^ du segitient engendre 
par l'arc DN, est le terme d'accróisseme'nt ^e la. surface' du corps 'engendré 

• -par les 2"" cordes :^.^ qn'il y a tét d¿^ ehgieridré pa^ les a' córdés^ dont la 

surface se rapproche si fort de ^élle^ duise^^iént, engendré par^fárc DN^ 

jqvL^jeWt en différ« moiñfrque par une grandeur deíoinéd , qtielque petate qií'ene soÍL 

. : Je* cherche ^ainHUaÁti^a snrfaee'dn-córps engendré' par fesí tíuíg^útes Da, 

: .ab^ibdydOiy ét>ii/-ee!l'^0Érty aprés atoilr'iiré <?¿, parálltíé á KL', j'cft{serve|: 
que la .furface 4^nt(! pwr.Daí; «si tm .oerole de ny^m Dé j ^«que la ^MKa^ce <& 
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cóne tronqué decrit par a6-t-¿í/=aí/, est égale au rectanglc dehauteurD/, 
ct de base egale á une círconference de rayón 06=0E; que la surface du 
cóne tronqué decrit par dN, est égale au rectangle de hauteur ih , et de base 
égale a une circonférence de rayón ON=OE; que par conséquent, la sur- 
face du corps engendré par les tangentes Da , ab , bdy dN , est coniposée 
de deux parties , savoir , un cercle de rayón Da , et un rectangle de hauteur 
DL , et de base égale á upe circonférence de rayón OE. D'oii je oonclus en 
general, que la surface du corps engendré par la circonvolution des 2"H-» tan- 
gentes, est Gomposée du cercle decrit par la tangente au point D, et du rec* 
tañóle de hauteur DL , et de base égale á une circonférence de rayón 0£. 

Ainsi done , puisque indépendarament de ce que la surface du segment 
spérique , decrit par Tare DN , est moyeuue entre les stirfaces des corps 
décrits par les s* cordes , et les surfaces des corps décrits par les s*^^ tan-- 
gentes } il y a d'une ^art , tel corps engendré par les a' cordes , que sa surface 
est la méme que celle d'un rectangle de bauteur DL , et de base égale a une 
circonférence de rayón st rapproché d'OE , qu'il n'en différe pas par une lon- 
gueur dounée ; il y a d'autre part , tel corps engendré par les 2*+> tangenies, 
que sa surface n'excéde que par une grandeur plus petite qu'aucune grandeur 
donnée, celle d^un rectangle de hauteur DL, et de base égale á une- circon- 
férence de rayón OEj il s'ensuit que la surface du aeginent sphirique en-^ 
gendré par Vare DN^ est préciaément la méme que celle du rectangle de 
hauteur DL, et de base égale d la circonférence de rayón OE : car plus 
grande, elle seroit égale , si ce n'cst supérieure a celle d^un des corps engen- 
dres par les 2**+^ tangentes : plus petite, elle seroit égale, si ce n'est inférieure 
á celle d'un des corps engendres par les 2^ cordes. 

C'estenfinle moment d'obserrer, que la surface du segment cylindríqne, 
de méme hauteur que le segment sphéríque decrit par Farc DN ^ et de méme 
base que le cylindre circonscrit a la sphére ; esl égale au rectangle de hau- 
teur DL et de base égale a la circonférence du rayón 0£ ; Ton anive ainsi au 
théoréme qu^on s'est proposé de déniontrer , savoir , que Lorequ^un cylindre 
est circonscrit 4 une sphére , si Von toupe Vuñ et Vautre par un plan pct- 
. rállele á la base du cylindre ^ la surface du segment sphirique est égaU 
á la surface du segment cjrlindrique. 

Conséquence. Lorsque Tarp arbitraire DN , est égal a la demi-ctrconfiáreDce 
DEA, fl engendre toute la sphére, en toumant autour du diamétre DA, ei 
alors , la surface de la sphére se trouye égale á celle de tout le cyUndre cít' 
conscrit , c'est-a-dire , á celle da rectangle qui auroit pour hauteur DA, et 
pour base, une drojte égale a la circonférence de rayón ^DA. €<kns¿^ence, 
qui, rapprochée de ce qu'on sait d'ailleur»^ que la surface d'un graiMl cercle 



A^-.-_f. 9 



OH0H£TaiE KLBMBN T A laB. 279 

de la sphére est de méme grandeur que le reciangle qüi a póur hauteur le 
(}uart du diamétre ^ et pour base , une droite égale a la circonfeVence de ce 
'grand córele ^ demontre , que. la surface d^une ^phéré e^t quadruple de celle 
d^un de ees gnuide cerdee. 

T H É O R É M E C X L 1 1 1. 

"^ * *<>5- ZrM eurfacea des secteurs sphéríques de méme rayón , sant entr'elles comme 

lea anglea de "ees aecteura. 

Les angles de deux secteurs sphériques peuvent convenir, quand ils sont 
egaux; mals lorsque les angles de deux secteurs sphe'riques de méme rayón 
conViennent, les surfaces de ees secteurs conviennent aus¿ ; done lessurfaces 
des secteurs sphériques de méme rayón ^ sont égales j quand les angles dé ees 
secteurs sont egaux. 

Lors ensuite que les angles de deux secteurs sphériques de méme rayón sont 
mégaux , mais pourtant commensurables ; si on les divise par leur commune 
líiesure ; le premier la contient un nombre entier de fois , lequel soit m ; le 
second la contient un autre nombre entier de fois , lequel soit /i ; et la sur- 
face du premier est composée de m sdiquotes de méme grandeur que les n 
aliquotes qui composent la surface du secondj par conséquentle i*apport min 
est le rapport des angles aussi bien que le rapport des surfaces des secteurs; 
et partaut , ees surfaces sont comme ees angles , quand ees angles-mémes 
sont commensurables. 

Lors enfin que les angles des secteurs de cbéme rayón sont incommen^- 
rabies; on sait n.* 286, que lorsque deux quantités A, B sont de mériie nature; 
et que deux quantitcs ay b sont aussi de méme nature ^ mais difiéreme de 
celle des premieres; il suiBt que les rjpports A : B, a : ¿soient égaux, daos 
le cas oíi A et B sont commensurables*, pour qu'ils le soient aussi , dans le ca» 
oii A et B sont incommensurables ; par conscquent, lors-méme que les angles 
des secteurs sphériques de méme rayón sont incommensurables , les surfaces 
de ees secteurs sont comme ees angles , et partant , Les surfaces des secteurs 
sphériques de méme rayón , sont toujours entr^elles , comme les angles de 
cea aecteura. 

Conaéquence. Lorsque deux grands cercles d'une spliere sont perpendicu- 
taires l'un sur Tautre , ils partagent cette sphére en quatre secteurs dont les 
angles sont droits , par conséquent , )a surface de chacun de ees secteurs est 
égale au quart de S, surface de toute Ja sphere. Mais la siu*face Z d'un secieur 
ABDC (^fig. 245 ) y dont Tangle est B , est á la surface d'un secteur dont Tangle 
est droit D , comme B : D ; B ; D =Z : { 8; done B : 4D == Z : S done 

a.*4o6.Z¡9 — X S; done La aurface d'un secteur sphéríque quelconque, est 
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¿gale d la surface de la rsphere y multipliée par la fracíibn quí'a pour 
numéraleur Vangle de ee eécteur , ^t pour dénonünateur y quatre angles 
droií8 : En d'autres termes ,. La surface d^un 9ecteur aphérique est égaíe 
au produit de la surface de Vhémisphérepcar la fm^tion , qui a pour 
numérateur Vangle dsQe aecteur ^ et pour .dénominaieur ^ deux angles 
spaciaires droils. 
m.^ 4o6. bis. Lemme. Deux triangles sphéríques antilateres sont égaax en surface. 
£d luenant les cordes des cotes de ees triangles, on en-formera denx reciifi- 
gnes^ ¿quílatr!i*aux entr^eux, et inscriptibles á deux cercles égpux. Des potes 
de ees cercles, soieat mene's des ares de. grand cercle'aux sommets des aogles 
de chaqué triangle ; cBacun des triangles spheViques ser^ divise en trois aulres 
isósceles , et ceux qui sont compris dans l'un seront manifestement égaux a 
ceux qui sonX compris dans l'autre, chacun a chacun. Done etc^ 

Remarque, Si les póles tomboient kors des triangles proposes, d'aprés la> 
eonstrnciion precedente cbacuu de ees tñangles seroit la dififérence entce deux. 
des triangles isósceles et le troisiéme-». 

T H ÉO ílÉ M E CXLfV. 

^•4o7.Zrflf surface d^un triangle sphérique quetconque ^ est á la surface de VTii^ 
mispherej comme Vexcés des trois angles de ce triangle sur deux angles- 
spaciaires droits , est d quatre angles spaciaires droits. 

Soit ABC (fig. 245) un triangle spbérique ferm¿ par trois ares de grands 
i'crcles de la sphcre , qui a son centre au point O , j'observe que deux. grands 
ccrclcs se eoupant toujours par un de íeurs diametres j ABD est une demi- 
rirconfércnce , BD£ est une autre derai-circonférence de grand cercle, que 
par conséqucnt, si Fon retrancíie de part et d'aulre la partfe coromune BD,. 
fes resies AB , DE sont égaux ; que de méme , si Ton retranclie des demi- 
circonfcrences BCE, CEF , Tare commun CE , les restes BC, EF sont égaux ; 
que de méme encoré , si Ton retranclic des demi-circonférences ACD ,. CDF 
Tare commun CD , les restes AC , DF sont égaux ; que par conséquent les 
triangles sphériques ABC, DEF soni équilatéraux entr'eux , d'oii il suit 
qu'ils sont cgaux quoíqu^aniilaleres , et partant, que la somme des surfaces 
des trois secteurs sphériques ABDCA , BCEAB ^ CEFDC , «st composée 
de la surface de Thémispliére qui repose sur fe cercle ABC , et du dou- 
Wc de la surface du triangle ABC. Dé sorte que si Pon. designe par D 
nn angle spaciaire droít j par S la surface de la sphére ; el par T la surface 

A B P 

du triangle ABC j il résuhe du n.? 402 , que---X 4S-f^- x^S I' X -S 

^^^^ ^^•^ 40j|^F 



üiéuútikrn^ ¿^l í^is s^n i a'fkwx^ h&jl 



A-4-B-4-C 

= i S + a T,yéé^(ii <pi ?e irddutt .tfabbi-tf á ■ ^^ X ^ 8=^8 

A+B-4-C 2D A 

> -hslT^piiwíí — ^^ — Tj^f-H-A — ^ X\5 S «= aT.j de laquelle <?« ürcX ¡ ^A 

n> 4e8^5= A -+-B '-4-G— 2D : 4D , 'cóiifórraémcnt « Penóncé cKi Ihéoréi^e |>!\)posé* 

' 'Cohséi^uertc'e 1. Lci Surface cPiiñ Iriüngíe sphéríqnti áVáhat ir)li}Otilli^lki rapport 
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409. Conséquence^. tes *tríaíi'gícs spfienqnes ABC, ^Ct) cóáipIéíeBí fá ^urface 
Ju sect^ur spnmqhe ABCÍJA. LaVomr¿fe*-acs aiiglés^ aerees *tnangtes esi com- 
posee de deuvfois Tapfgle^ du ^?cteui7> pli^s cbui& ím^% de suiíe autour da 
point B| et dcux autre^angles de siúte. autQur (ki pofAt;C. L'angle du secteur 
est plus pettt que defrx angles droits ; done son. dQti{>Ie est plus petit que 
qcmtre~dDgle$ droilsj-dopc quel qii€f soit \xn t^iangle spLcrique AfiC*}) íl s'en 
trouve tOQ}Oui« ;yn.9Qtre DfiCy^^í^oL les^üD^esj^^ siens , restent au^ 

dessous de huit angles drdts. Or la qüanüte angulaire de celui des deux oü 
elle est la [dus pmiteVsürpasse pcrufum-deux anglas dnnts^tibBeiac^fuaiitiie 
angulaire de celui ^es dcfux oü elle est la phi0 giande^ ne y« pas:^ sbc angles 
droits. Dono la somme ^ea angUs d'un iriangle sphériquB.quelcmque f eaí 
moyenna antreiájHtXéVmte anglea apaciairea droiiaré^V' 

Jl^¿/ipiiiofía. £¿r:^n¿»^isant fidce da triangle aplimqtie, xm farmveelle dn 
polygóne sphériqoé'-y e*>est«-a*-dire^'eellei dfunQ povuoi»>d)^-iui!;^^ 
lermínee par trois ou plus de ifois ares de grands cerclcs. Ces polygones se 
disiríbueut en detíx classes : La preiniére qui coniient ceux dont lous les angles 
sont saillans; la seconde qui contíeni ceux dont un ou plusieurs angles sont 
rcnlranis. On donne le nom de Diagonale , a lout are de grandccrcle , qui , da 
sommel d'un des angle>de rr» pnljg^a^i j tí ilinntir aiT sommet d'un second, 
en passant par la surface du polygóne. Or comme loui polygóne plan , de la 
premiere classe , se divise par des diagonales tirees du ménie point , en autaut 
de triangles moins deux , que ce polygóne a de coles ; que de plus la somme 
de» angles de ces triangles est egale á la somme des angles du polygone-méme; 
pareillement , tout polygóne spherique de la premiere dassc, se divise par des 
diagonales tirees du méme point , en aatant de triangles moin» deux , qu'il a 
de cotes , et la somme des angles de ces tiiangles est la méme que celle des 
angles du polygóne* ^ 
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THÉORÉME CXhW. 

fL^kx^La $urface cPtuí polygone tphériqae de la premiére cia$$é el de n cótis ^ 
e§t d ia éurface de Phémisphire , comaie I* exeas de la somme des angles 
dupqlygone sur ü^n^^a) angles droits , est d quatre angles ármíe. 

Soít, par «simple , ABCEF ( fig. 846) un pentagone sphérique , partagé -«n 
tnoU tríaogls^ , par les dbgonales* AC , AE : ^ I'on continué de représenter 
par S la surface d* la sphAre, par D im angle spaciaire droit^ et par la lettre 
A laur tootmct , Us angles dos polygones 8pfaLérí<j[ues , ^ i^* 40/ donne 

ABC:|Sa=AH-BH-C— sD:4D * 

ACE : ¿ S= A-+-CH-E —aD : 4D 
AEP:J8=A-HEH-F—aD:4D . 
«ron Pon üre ABC^-ACE-f- AEF :|SssA-4^B+C+E+F— 6D: laD 

ABCEF : ^8= A+B^C+E+F ~6D : 4Ú. 

• 

é'ast'-JMiire 9 que la suríaee da pentagone est a 4a aorfaee de Fhenuqphére , 
eomnie Texeea* de la aomme des angles du peaiagone sur 6as9 X 3 angles 
droiils y est a quatre angles droits ; et qu'en génerafisant j La surface dt^un 
polygone sphérique dé la premiére classe s terminé par n cóiés > esi á la 
eurfaee de Ifhémisphire j comme Vexeis des angles de ce polyffme sur 
% ( n — a) amgles droits ^ está quatre angles droits. 
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SE C TI o N V. 

jDe la §oUdiU des PrUmes , des Pyramidcs ^ des Cyündres , 

d£s Canes e$ de la Spherel 
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PRÉLIMINAIRE- 

I Ji¿ la comparaisoD des snrfsíces des rectangles^ bous sommes piaikscs a la 

comparaison des parallelograrames , de Ja comparaison des paralle'Iogramines, 

á la comparaison des iríangles \ de celle des tríangícrs , a celle des figures 

rectUigoes , et de celle des figures reclilignesr a xrelle des cercips : ^De 

méme ^ nous commencerons par compareí* les solidltés des pardléiepipcaes rec- 

tangles ^ puis successivement , les solidiiés des parallélépipedes oUiqnangles , 

celles des prísnies tnangulaires'; celles des prismes quel(x>iK|ues \ celles de^ 

pirámides tríangulaires; celles des pyramides quelconques; celles des cylindres; 

celles des cAoes^ et enfin celles des spbéres: Cest-á-dirt, ^ue boos redairons 

Jes rapports de tous ees solides a des rapporls de lignr i lígae, ra{>pwts qu^on 

qnsiifie de Liniaires. 

4,1. DésTeniree de ce sujet on se persuade qncr, Dettx ptunllélépipides rec^ 

iangIeM, de hmUeura ¿gmlesy et de bases eitpahles de convenir , s^nt eux^ 

mames capables de convenir : Car 3 soffit de concervoir ees paratlelepípedes 

comme reposant stir le méme pías , pour s^apperce> Dir , qii\>B peut les j 

rap[H*oGher de maniere que lears bases comíeiiDexit , et que par lir^méme lenrs 

cotes ^ leurs totts , et leurs soliAtes toat cnatíéres conriemiexrt^. 

Od démoBtre ensuite, que I^s faces oppos¿es d^ un parallitípípide quet- 
conque soni capables de convenir; que par eiemple A£HD, BF6C- ( fig. a48} 
faces ^posees éa parallélepipedei ABCDEFGH peoi^ent eoBveair* " 

A oei effei, otk límp^mt d'abord sur ce que par eoBstruciioB , leus Jes c^^s 
Sxxa paralléliípipide étast ÍBcCBái en na^me scbs sur le plaA de sa iMise ^ les 
angles qu^ fbrment de méme part soBt de méme ncrm, que par eonsequent, 
les jaad^ AD, A£ de KaBg;le EAD, etant paralleles UBe^a-VBe «ut JamLes 
BC, BF de Tangle FfiC^ cea angles tone égaax en leur qpaÜMÍ dPangles de 
méme nom* L'ob s'appnie eosuite sur ce que ilutes les f^ces d'un parallel^- 
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Jílpedc étant des parallelogrammes ; les quaJiílatcrcs AEflD ; BFGC scwat des 
parartcíogrammcs; que par conse'qiiQnt , regalhe respective de leurs aogles 
éiaui démontrée par celle des ingles E.iD, FBC; ils sonl equiangles entr'cux. 
Enfin Pon s'appuie sur ce que, patr cQnstrucüon, les cóie's AD, AE d*AEHD, 
etant respectivement egaux aqx cót¿s BC , BF de BFGC ; ees deux parallé- 
• lográinm<^é sont áussl bien equilatéraux quMquIangles emrfaar*; que^par con- 
s^quent ils peuvent convenir , et parlant. qu'en general , les face^ opposees 
^un parallelepipcde quelconque , sont capables de convenir. 
n.*442. JVjoute que les paraüJlépipédeí sont une espéce de piismes, et qull a e'le 
demontre n."* 377, qu^ Ip tojt ^tJa base d'uq pri^me sont capables de convenir; 
que par conseqüent , le toit et \% base d'un p^rallelépipéde peuveqt convenir ; 
(Bt partant , que hea Jaces opposees ^ ainsi que le toít et la base dPun parala 
télépipéde auefcongué y sont des parallelogrammes capables fk opnpenir. 

THÉORÉME CXLVI, 
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es párálWipipides rcciangles de minie íiauteur , eontenús entre mimes 
pfans / sofitentr^eiix cómme leurs bases: En d*autres termes , Les parala 
léíí^pipédés rectangles de métne hauteur et de mime lipaisseur^ sont entr^eux 
(COfHrtie teurs bases, 
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: %(A^tÉí AB€0£FHG (Y), DCIKGHMN (X) deux paraDálipipédes reo- 

'Uil^^s(igr:^47)y de'mémehanteur AEá^ et de bases ABCD ; DCIK 

e'gaics en largeur AB = DC , mais inegales en longuevñr^ AD^DK : Snppose 

•'-pr^miepemunt que ees iongueurs soient commensurablesj ¿no les divisa par 

teur plus grande commune mesure Aa , et que par les poiBts de división on 

. tire^ les' droítes aa^ ce ^ ee ^ gg ; ii , mm , parall¿les k AB f DC ; les bases 

^ABCDjDClK seront partagees en certains nombres m^n^ de reotangles , 

•{«ip^ble» (¡le- convenir ; ensorte que fsósant passer par aa^ ce , ee , gg ^ ü^ 

mm, dea: píaos paralleles k ABF ; les parallélépipedes T, X^ seront partages 

da¡9s les nombres /i», Ji, de parallelépipédes reátanos , ciqpebles de convenir; 

que par cpilsiquent leur rapport sera le méme.que oelui de< leurs ba^es^ 

Suppose enseeond HetL, que los Itfngqem^ d^|i>%teíl 4tti ptivll^ll^pipédes 
**Y y X soient iqeommensurablea : Comme dn a yu ó/iHSS v 40'fO.' piM'eilles dr- 
Iponstances, Pegote desrapports, dans leeaad^ la otfmiiimtorabílile/,entraíne 
leur égfilit¿ dans le cas de HncommensurabiHte ; il esi demontre ^piie 9 dans 
tous les eas, les párallelépipédes rectangles,. de méoifir Ittut^ac ti ¿6 qdémc 
epaíss^uTi soot eotr'eux pommc leU£s basps^ .1^1 
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THÉ ÓREME CXLVII. 

• ^li.Les paralléUpipédes reclcmgles de méme hauieur éont enlr^eux comme 

leura bases. 

Soieni ABCDFGHE (X), IDKLHRNO (Y) dcu» parallelipipédes rcc- 
tangles (fig. a48), de méme hauteuc DH, et de bases ABCD, IDKL diOe- 
rentes l'une de Fautre : Si, apres avoir oppose leurs angles spaciaires ADHG, 
IDHK y par leur faite DH , on construit sur DCKP , un paraUeiépipéde rec- 
tangle DCPKGMRH ( Z ) de méme hauteur que X et Y , de mém^ largeur 
que X, el de méme lougueur qu'Y; il suivra da theoreme precedeuUque ^ 

X : Z = AiBCD : DCKP 

Z : Y = DCKP : IDKL 

et qu'en composant X : Y = ABCD ; IDKL, e'est-a-díre / ,que les 

parallelépipédes rectangles de méme hauteur, sont entr'eux, eomme leurs ba¿>es. 

THÉORÉME CXLVIIL 

.•iiS.Z^es paralléUpipédes rectangles de bases égaleSp sont enir^eux, comme leurs 

hauteurs. ^ 

Soient X) Y (fig- s49), deux parallelépípédes rectangles de bases egales 
AMKRsCLNQ, et de hauteurs inégales AB>-CD: Supposé d'abord que 
' ees hauteurs etant commensurables , on les divise p^r leur plus grande com- 
muñe mesure Aa , et que par chaqué point de división d'AB , I'on fasse passer 
un plan paralléle á AMK& ; puis par chaqué point de divi^on de CD ¡ un 
plan paralléle a CLNQ ; les píaos menes par AB , parlageront le parallélepipede 
X , en un nombre m de parallelcpipedes rectangles , dont chacim aura pour 
base un rectaogle capable de convenir avec AMKR , et pour hauíeür , une 
droite=Aa : Les plana menes par CD , partageront le parallélepipede Y , eo 
un nombre n de parallelépípédes rectangles, dont cfaaoun aura pour base , un 
rectangle capable de convenir avec CLNQ, et pour hauteur, une droite = 
- Aa. Mais par supposition AMKR =s CLNQ ; dono il y a égalité entre les 
parallélepipédes dans lesquels X et Y sont partagós ; done X : Y &» iti : n = 
AB : CD. 

Supposé ensuite que les hauteurs AB , CD soient inoommensurables ; il est 

vrai encoré que X ; Y s AB : CD; puisque par le n/ a86 il e^ demontre , 

vS^'^ P^>^^^ (ircpwtraceá'TT^gaJite d^s rapports^ daaa lecas de Ja com-*. 
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meanirabílité , entratne knr égaKl¿ , dans le «»s de. rincommciMurakUilé. 
Done , daas to«» ks ca». Les paraliélépipédes rttíangU» de base* égaU» , 
, 9ont ettfr'eux comme leur» hauteur». 

THÉORÉME CXUX. 

».*4iff.Z<M paralUíépipidet recfangh» sont en rtiison eompwie deleim ñauíeun 

et de leur» hatea. 

&>íe«t X , Z ( % a49 , dcn\ pardlélép^>ede» rectangles , étt bflMs et de 
Iwateurs incgales : Je construís «n paralléripipéde rfctangTe Y , de base 
CLNQ« AMKR , « de hanteur CD =*EI ; d'oii íT «mt , par le ».' 4i& que 

X : Y=x*AB : CD «u AB : El ; 
t„ „ • A, A ««• Y • Z = CLNO t EÍGH ou AMKR : EFGB 






AB X AMKK t £1 X EFGB. 



doñeen coraposaM,X:ZsB AB X AHKA : U : 

- «'«st-á-dOre , que let parallélépipéde» reetanghe , «Mi em raUm» c^mpoeée 
de teur» hauteur» el de lenre haee», 

TBÉOBÉME CL. 

/4ir^ DemxparalUlépipidee qoeíeonque» aont J^aux, hraqu'ií» ont mSme hauíeurj 
qi¿iU repoeent sur mente laee , et que dea» face» oppoéie» de Fum eord 
dan» íe» mime» plan» que deux faeee eppemé» de Fauúv* 

Soieai ABCDEFGH, ABCDPQRS(%. aSa) ^ <Íenx paraRélípípedes de 
ttiéme hauteur et de méme b^e , doM le premier ait deux de sea ftces epposées 
A0£H¡, BCFG, daa» les métues plans eu le seconda deux des tiemaes ADPS, 
BCQR : U ptut arriver que ABRS y face du secoad , se lemime eB R9 
íbM J^BCerieor de HGF£ tolt du premier (i) ; ou qn'elle se termme e& 
EF, k reitrentite' de ce t^t Y 2»); oti eafiB, qu'elle se teriniíieeo RS, kofs 
de ce u>li (&)• Démontrons le ükéorhme proposé ásüs cbaeu» de ee& c». 

£1 d^abord , qoMit mi premier (>) , Foo observerar, que les solides HGSISAB, 
EFQPPC peuveat eopTenír : Car les faces opposées des paralláqMp¿des étam 
eapables de coBvemr j ABGB peal coiwemr avec DCFE; AfiUS^, anrenD DCQP; 
AfiCD, avec HGFE^ ei wec RSPQ; d'o^ íT.sak que 13GVÉ , RSPQ peovem 
aussí coBvemr Fune avec l'autre ; et que retraactianl de dbacuBe d^efies la 
partie EFRS qui leur esi commune ; les restes HGRS-, EFQP peuveat con- 
venir ; de sorte que les ligues HS , £P sont e'gales ; que les triaiJ{^cs AHft, 
DEP, peúveni co&veuir, par FegisUie\ respective de leurs tcois e é les » et 



qu*]l en en de «ndnie des -uiangles BGR , CFQ ; que par cobs^quent les 
solides HGKSaB , EFQPDC sout leraiiii^ par le méme nombre de fiíces , 
capables de eonveuir une-a-une ; que leurs andes solides sont tous # troís 
faces y respectivement ¿gules et mu^jées dans le méme ordre , qu'aiosi ees 
ongles peu?ent convenir^ et que íts solides HGRSAB , EFQPDC peuvem 
convenir. Or quaud on ajoule au premier le solide AfiCDEF&S, on forme 
le parallélepípéde ABCDEFGU : quand on ajoute au second le méme solide 
ABCDEFRS, on forme le parallélepípéde. ABCDPQRS ; done les parallelé- 
pipédes ABCDEFGH, ABCDPQaS soni égaux. 

Dans le second cas (a) , on prouvc^, comme dans le premier , qne les solides 
HGFEAB, EFQPDC peuvent coavenk*; quo par conse'qnent, si Pon ajouie k 
Pun et á Pautre le solide interpósé ABCDEF^ les parallelépipedes ABCDEFGH, 
ABCDPQFE , re'sültans de ees additions sont égaux. 

Enfin dans le troisiéme cas (3), on prouve^ comme dans le premier, que 
les solides AHGRSAB , DEFQPDC peuvent convenir ; que par conséquent , 
si Pon commence par ajouter k Pun et k Pautre le solide ABTVCD , et qu'on 
retranche ensuite de tous les deux le solide EFRSVT ; les parallelépipedes 
ABCDEFGH , ABCDPQRS resuluns de ees addition et soustraction sont 
egaux ; et partant , que le the'oreme propose' est demontre dans tous ses cas. 

THÉORÉMi; CLI. 

4i8. 1^9 parallálépipides dé méme base et de méme hauieur sont égaux. 

Suppose que les parallelépipedes ABCDEFGH , ABCDPQRS (fig. a5i), 
reposent sur méme base ABCD, et aieut méme hauteur ; leurs totis EFGU , 
FQRS sont dans le méme plan ; les cotes de ees loUs sont paralléles un*-a-un 
aux cotes de la base ABCD, et par la-méme sont paralléles enu'eux n/ a44, 
c'est-a-dire , que EF» HG sont paralléles a FQ, SR, et que UE, GF sont 
paraUélesá PS, QR. 

Cela posé, si on prolonge HE, GF d'nne part, et QP, RS d'autre pon; 
le parallelogramme TKLN f. résultant de ees prolongemens , peut eonvenir 
wec le parallélotframme.HEFG. : Car il loi est éqoiangle, i cause du parallé- 
iisme de KL, TN á HG, ET) U lui est eqnilaté^, a canse da Pégalite de 
KL , TN k HG, £F , tontea li(fnei iparalléles , eontenoea entre mimes paral- 
leles HK, GL, et de KT, LN , k PS, QR, ég^^aa a Efi, F&. Ájonion^ que 
le paraOélogramme PQBB peut ciAvenir avec la kaso ABCD » at par lámeme 
. avec le toU HEFQ; ^ par oonséquant, puisfie la coavaneoea da HEFG 
avec TKLN est d«lniMiti^^.Mlla da TUiN^vao CQM (^ 
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• Maintenant doDc, si des points A;, B, C; D, Fon úvt á\i% póíntii TyN,L,K , 
les drollcs AT, BN^CL, DK; le parallcleplpédé ABCDKLNT (Z>, aura 
méme base el méme hauícur que les parallclépípedes^ ABCDEFGH (X), 
ABCDPQRS (Y); do plus ATKD , BNLC^ dcux de ses faces opposees , 
-' >5«r(>nt- dans les niémes plans qu'ADEH , BGFG , deux des faces oppasees d'X ; 
DKLC, ATNB, ses deax autres faces opposées , sefont dans les ménies 
plans qne DPQC , ASRB, faceá 'opposées d'Y ; par coiiséqnent Z sera ¿gal 
á X d'ime part, et á Y d'aütrc part ; et partant X -el Y seroat cgaux eálr'eux^ 
De sorte qu'en general, les parallelepipédes de méiíie base et de méme hauíeur 



sont egaux. 



THÉORÉME CL I L 
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^^.•iig.Qiiel que soit un parallélépipéde droit^ ónpeut toujours conatrüire un pc^ 
rallélépipéde rectangle de base y hauteuret soUdiiéy reapectipement égale» 
d sa base , á aa hauteur et á sa salidité. 

Soit ABCDEFGH nn parallélépipéde droit , reposant sor Te paraflé!ogranime 
ABCD, dont les angles A, C sont aígns, et les añgles B, D obtns. Dans le 
cas ou les cdtés AB, AD de ce paral lélogramme sont eganí; si Ton -abaisse 
dn point B siirAD la perpendiculaire BI, son pied I^ íorobe entre I«s points 
AyD y attendu qiie s'il tomboit en D ^ l'hj'pothénuse AB du triangle rectangle 
BDA seroit égale k son cóté AD ; que s'il tomboit en L , au déla de D , l'h y- 
pothe'nuse AB, seroit plus petite que le cote AL du triangle rectangle BLA : 
Dans le cas ou les cotes AB, AD du parallélogramme ABCD sont inégaux, sí 
: l'^n abaisie dn poinl B' ^Itremité du plUs petit cdté AB une perpendiculaire 
BI sur Famre colé AD ; le poim I tombe aussi entr^e les points A , D , par 
les mémes coAsidérati.ons qiii ¥y ont fait tomber dans le cas precedente 

' Pub done que le pied I de lá perpendiculaire Bi , tombe entre les points 
A^ D; du |>oxntC, j'abaisse CL , perpendiculaire sur le prolongement d'AD y 
et les triangles rectangles BAI^CDL peuvent convenir,' par l'egalité respective 
de leur bjpotbénüses éi de leurs angles ; d'oii il suii que prolongearnt EH ea 
N , et tirant des pmtiXs I , L , dans le plan AEN j les ligdes ISi , J^N paral- 
leles á AE( ceü hffm ddbt égáles á ASt^táémey etVélévent conune «Ue per- 
péttdiculaireittent sur le plati ABC; -quA^pap conséqoenty'Ies prismeas droiu 
ABl^M) DGLH6N peuvem*c<>ttv€«Mc>9^p^^á8^ils'^ mSaa» haüieur et qu'ils 
repo^nr siíir d^s bases* capabk¿ iit 'éc^énír ^ év^akalit , ipie le]^araUél^pipéd# 
Yt^ctaiigkrlfiCLMFGN, composé du pmipéV;¿^;>ecXH6]^ du. solide 
IBCSM^GH /' e«t égat^aíu« {>«rallélép^éd»¿ dnfit «ABCSD£FG&^ coniposé 4u 
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le obliqve qnelconrjnc, est ega) It un { ai.'il- 

íifí'ét de méme hauteur cjue luí ij.^4i8 : un parala 

^gal á UB paralielépipédc rcctan^le de has^ 

les'i wbase et a saliantenr propre: niais dcnx 

^ísMrcoinposce de lenrs hautetirs ct de leins 

'fe7e^ngu€8y sonten raison composée de 

CLIIL 

^ oppos¿s , d^un paraUé^ 
< triangulaires égaux 



^fig. 253), ffní passe par 

cpipcde ABCDEFGH, Jé 

i'un de Paulre; je prou\erai 

es prismes-menies ont une Face 

'jcú\enient do» faces opposées dii 

s une-á*une, ei pemeni convenir. 

^y foBl les mémes angles sur lenrs 

. qu'Hs font sur lenrs bases se presen- 

.cnl ceux qu^ls font sur Icnrs toils; que 

tis autres sont oblus dii cótff ganche; que 

les autres sont aígns du cote ganclie. 

e'lé déniOTitre n.** 67 , qne la diagonal e AC 

.0 AfiCD, le parlage en dciix triangles ABC . 

.iis qu^oa n'a pas remarque alors, que ees trian- 

rit OD pouvon s'^assurer, en snpposant que la d¡;t- 

:(i triangle CDA , \tot á tonrner autonr dii point O, 

^alement : car alors on auroít >ú, qu^apres 1111 deniv- 

.L irouve sur le point A; le cote CD, snr le cote AB ; 

cútéBC; que par conseqnent , ees triangles éioieiit 

I les faisoil eonvcnir, saos mettre Tnn scns de^sus-<Ie^^OI:s. 

observe 9 qu'ABC n'est pas senlcnienl collaiere de CDA, 

1' GH ; que par consequent FGH Test de CDA ; et [artant cpie ^ 

le prisme tríangulaire ABGFGH; qu'on le fassé [ orter sur yon 

d portolfauyarayaut sur sa base • il leposera alors si:r un tiian^lc 
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FGH , aniilaléi e d'ABC , et se trouvera lui-méme antifatére d^ADCFEH , altendu 
que ses cotes feront á gauche, sur le plan FGH, les mémes aogles que les 
cotes d'ADCFEH font a droite sur le plan ADC. 

Mainienant done qu^il est demontre que le prisme ABCFGH, dans la situation 
FGHABC, est antilatere du prisme ADCFEH; que par lá-méme il est promé 
que FGHABC estconstruit sur la gauche, de la méme maniere qu' ADCFEH 
l'esi sur la droite j il est prouve' aussi que Tun est égal á l'autre , altendu que 
l'Espace étant á droite ce qu'il est á gauche; l'un ne peut en avoir empnmte 
de la droite, que ce que l'autre en a emprunte' de la gauche. 

Remarque, Quelque incontestable que soit le principe dout je viens de fairé 
usage ; comme c'est la premiere fois que je Teraploie, je donnerai une de- 
nionstration de Tcgalité des prismes ABCFGH, ADCFEH, qui en sera inde- 
pendante ; mais pour la preparer y il faut que je passe par les propositions qui 
suivent immediaiemcnu 

THÉOHÉME CLIV. 

».• 422. Un prisme triangulaire , dont toutes les faces sont des parallélogrammes 
oiliqaa/igles , est égal d un prisme Iriangulaire , dont les faces sont toules 
de méme longueur et largeur que les siennes , mais dont Vune est un 
paralUlogramme reciangle^ 

ABCDEF (fig. 354) , est un prisme tríangnlaíre a irois faces obliqnes qui a 
pour base le triangle ABC, et pour toít , le triangle DEF : Si du point B, 
Pon abaisse BP , perpendiculaire sur CD ; elle tombe , cu sur CD méme , 
comme dans la fig. a54 , ou sur le prolongement de CD^ comme dans la 
fig. 255; ce qui présenle deux cas, qui exigeut chacun une démonstration par- 
ticuliere. 

Par rapport au premier, fig. a 54, je poursuis en abaissant du point E, la 
perpendiculaire EQ, sur le prolongement de CD; je tire ensuite les droites 
AP , FQ , et j'observe premierement : que la base ABC du prisme ABCDEF , 
est capable de convenir avec son toit EFD : Seconden^nt , que les triapgles 
ECP, EDQ peuvent convenir, vú qu'ils sont équiangles, et que BC, BP cotes 
de Fun, sont respectivement egaiix a ED,EQ, cotes deTautre : Troisiemement, 
que les triangles ACP, FDQ peuvent aussi convenir, par un angle C=:D, et 
deux cotes AC,CP, autour de C, egaux un-á-im a deux cotes FD, DQ, au- 
tour de D : Quatriémement enfín, que les triangles ABP, FEQ peuvent con- 
venir, par l'egalité respective de leurs trois cotes: D'oü je conclus, que les 
pyramides BACP, EFDQ , ayant des bases ACP, FDQ, papables de conTenir, 
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t\ des faces capables aussi de convenir nne-á-une, il ne reste plils qii*á faire 
Toir, qu'elles sont coUatéres, et que leurs faces opl memes iiicJioaisons respec- 
tives sur leurs bases, pour qu'il son demontre qu'elles peuvent convonir- 

Or, qu'elles soient collatéres , c^est ce que leur situation met en évidence. 
Qaant aux inclmaisons de leurs faces sur leúrs bases ; il paroit i ,® que BCP , 
£DQ, faisahf parlie du méme plan CBEQ, sont également incliuáes au plan 
ACQF : 2.« que les faces ABC, FED, Tune base, Tautre-toit 4^1 prisme 
ABCDEF, bnt méme inclinaison sur ACDF, face de ce prisme : 3.* Ton voit 
qu'ABP, FEQ sont des plaus parallcles, attendu que le premier passe par 
AB, BP; que le second passe par FE, EQ, et que FE, EQ sont p^ralléles 
une-á-une á AB , BP ; que par conséquent , toutes les faces des pyramides 
collatéres BACP, EFDQ sont e'galement incKnees sur leurs bases respecti>es; 
ce qui joinl a ce que ees faces d^une part, et ees bases d'auíre part sont ca- 
pables de convenir , ne laisse ancun doute swr la conyenance des pyramides- 
mémes. 

Observez a present , que de cette convenance , il resulte , que le prisme 
ABPFEQ, éiant composé du solide ABPFED, et de la pyramide EDFQ; 
pendant que le prisme ABCDEF , est compose du solide ABPFED et de la 
pyramide BACP; ees deux prísmes sont égaux. Observez ensuite qu'ABEF, 
APQF , BPQE , faces d'ABPFEQ, ont méities longueur et largeur qu'ABEF, 
ACDF , faces d' ABPFED , mais que BPQE est un parallelogramme rectangle , 
tandis que BCDE est un parallelogramme obliquangle; et vous verrei que le 
théoréme propose' est demontre' , dans le premier des cas qu'il présente. 

Quant au second (-fig. 255), substituex au prisme ABCDEF, un prisme 
ABCGHI ; qui en soit un assez grand múltiple, pour que la perpendicuJaire 
BP, tombe sur sou cóté CG; et par la démonstration precedente, ce prisme 
ABCGHI dont toutes les faces sont obliquangles, sera e'gal a un troisieme, de facera 
egales aux siennes en longueur et en largeur , mais dont Tune sera un rectangle ; 
d'oü il suivra que le prisme , sous múltiple ABCDEF , sera égal aussi a un prisme , 
de faces e'gales aux siennes en longueur et en largeur, mais dont Fuñe sera un 
rectangle; de sorte qu'il sera demontre finalement, qu^un prUme triangulaire , 
dont les irois faces sont des parallélogrammés obliquangles trouve toujours 
son égal y dans un prisme triangulaire dont les trois faces sont respecti- 
vementj de mémes longueur et largeur que\ les siennes , mais dont Vane 
est un rectangle. 

Conséquence i . Je reviens aux faces des prísmes ABCDEF, ABFQFE (fig. 254); 
cellcs d'ABCDEF sont ABEF, BCDE, ACDF : celles d'ABPQFE sont ABEF, 
BPQEy APQF , c^cst-i-dire , que^k>rsq»e BCDEfi^oe oUiquais^e^ síí iransfornie 
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en BPQE , face rectangle , i .® ACDF , face oblí quangle , se transforme en APQF, 

autre face, ohliqíiangle , vu que son aogle APD, difiere de l'angle droit BPD; 

ü.^ que la face AB£F, ne se transforme point, qu*elle reste toujoursla méme. 

Si done , par une premiére opération , X p prísme triangulaire á trois faces 
ol>liquaDgles, se change en un prisme triangidairc Y y de méme grand^ur que 
iui, et a faces de méme longueur et largeur que les sieni2e3, mai/( donl Tune 
a pris la forme rectangulaire ; par une secoiíde opération , le prisme triangu^ 
laire Y se changera en un prisme triangulaire Z; de meme graudeur que lui, 
et k faces de méme longueur et largeur que les siennes^ mais dont Tune aura 
depouille la forme obliquangle, pour revétir la forme rectangulaire. 

Yoila done un prísme triangulaire X, a trois faces obliqua^gl^^s , qui, saos 
n.^4a3.qtTe sa solidité cprouve aucun ebangement, quant a la graudeur^ se transforme 
en un prisme tríangulaire Z , á trois faces de méme longueur et largeur que 
les siennes , mais dont deux sont rectangulaires. Ce prísme Z est done un 
' prísme droit, puisqu'un de ses cotes fait des angles droits, avec. deux ligues 
passant par son picd daus le pian de sa base; done en general. Un prisme 
triangulaire obligue , peut toujours se transformer en un prisme triangu- 
laire droit y dé faces respeciivement égales aux siennes en longueur et en 
largeur y sans qu^il éprouue de changement dans la grandeur de sa solidité, 

Consjéquence a. Je prends de rechef en consideration les prismes dans les-» 
quelsle plan diagonal AFHC (fig.fl 53); pariageun parall^lepipéde quelconque 
ABCDEFGH, el f observe :¡qu'il a été demontre n.®4ai^ que les base^ de ees 
prísmes pement convenir, que leurs faces aussi peuvent convenir une-á-une, 
mais que les prismes-mémes ne le peuvent pas , parce qu'Us sont antilatéres, 
D'ou je concias que si Ion transforme l'up et Fautre en un prisme droit, cbacuq, 
sans que la grandeur de sa solidilé ¿prouve de cbangement , revéjtira des faces 
de méme longueur et largeur que celles qull avoit auparavant; mais que ees 
faces, d^obli^piangles qu'eUes ¿toient, seront devenues rectangulaires; que par 
conséquent i .^ eelles du premier seront capables de convenir .une-á-une avec 
celles du second. : a.^ que les cotes de la base du premier, seront respecii- 
vement (fgaux aux cotes de la bas^e du seeond : 3.® que si ees bases spm col- 
latéres , il suffira de les faire convenir, pour que les prismes-mémes conviene 
nent; que si ees bases sont antilateres; ¡ce ne sera qu'aprés avoir faiv reposer 
un des prísmes sur son toíjl, qu'op pourra le fuire convenir jgivec l'autre. D'ou 
^ ^ il resulte fínalement, que le plan diagonal d^un parallélépipéde quelgonque^ 
le partage en deux prismes tr¡iangulaires d* légale solidité. 

Remarque. Afin de se pourvoir de tout ce qui lui étoit necessaire pour d¿^ 
montrerce tbéoréme, EupUd.^, 9X'U ^o^ dupréambule auL. XI desieiJE^éoij^as^ 
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introduit comme evidente la propositíon , que les solides termines par le 
méme nombre de figures planes recüligneSj égales ei semblables une-d-une, 
sont égaux et semblables : Mais si ceiie proposition , prise dans toulc soh 
¿teodue étoit evidente, elle ne le seroitpas moins daus chacune des pariies 
qu'elle renferme : Euclide n'avoil done pasbesoin de l'annoncer comme evidente, 
¡1 lui suiBsoit de prouver, que les prismes dans lesquels le plan diagonal partage 
un parallelcpipede , sont termines par le méme nombre de figures planes reo-* 
lüignes , égales et semblables une-a-une , ponr conclure d'evideqce , qu'ils 
etoient egauxj Tannonce d'une proposition comme ¿vidente ^ n'en etablit pas 
l'e'vidence^ 

THÉORÉME CLV. 

'4dS. Z/n prisme iriangulaire est égal á un parallélépipéde , de base et de haur* 

teur respectipement Jgales á sa base et á sa hauteur propre. 

Soit BCAPGH(fig. a53 ) , un prisme tñangnlaire quelconque : Tirez CD pa- 
rállele á AB , et AD paraJléle á BC ; le quadrilatére ABCD sera un paralle- 
logramme : Du pointD, tirez DE parallele á BG, et terminez la au plan FGH, 
le solide ABCDEFGH sera un parallelcpipede , divise en dcux prismes trian- 
giilaires egaux, par le plan diagonal AFH. L'uu de ees prismes est done la 
moitie' d' ABCDEFGH, parallelcpipede de méme hauteur que lui, mais de base 
double de la sienne, done il estegal a un parallelcpipede de base et de hau-* 
teur respectivement cgales a sa base et a sa hauteur propre. 

THÉORÉME CLVL 

* 42fi« Li^^ prismes iriangulaires sont en raison composée de leurs hauieurs et de 

leurs bases. 

Soient X, Y deux prismes triangulaires : le premier X de base B et de 
hauteur H : le second Y, de base B' et de hauteur H' :X étant égal á un 
parallélepipéde P , de base et de hauteur respectivement egades ¿ sa base et a sa 
hauteur propre : Y etant égal a un parallélepipéde Q de base et de hauteur resr 
pectivement e'gales á sa base et á aa hauteur propre ; il s'ensuit que X I Y=P rQ. 
MaisP:Q=BH:B'H«; done X: Y=BH:B'ff ; done en general , les prismes 
triangulaires sont en raison xomposee de leurs hauteurs et de leurs bases. - 
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THÉORÉME CLVIL 

nM22.Lesprismea de lase quelcotique j sont en raiaon composée de leurs hauteure 

et de leurs bases ^ 

Soíent P, P* deux prismcs : le premier P, de haiiteur H, et reposant sur 
un polygone de m cóte's, lequel soitB : le second Y, de hauteur H*, et repo- 
sant sur un polygone de n cétés, lequel soit B^^ Da sommet d'un des angles 
de B, menez le« m — 3 diagonales, qui divisent ce polygone en m — a triangles. 
Faites passer ensuite des plans par la premiére, la seconde, la troisiéme , ele* y 
diagonale de B, ensorte que P soit partagé en m — a prísmes triangulaires , 
de méme hauteur que lui. Construisez ensuite y sur une ligne arbitraire AB , 
un rectangle ABCD , compose de rectangles egaux un*á-ua aux triangles de By 
puis, des sommeis des angles d'ABCD, élevez-Iui des perpendicul aires, et 
aprcs les avoir coupées á la hauteur H , par un plan paralléle k ABC , voiis 
aurez construit un parallele'pipede Q de base ABCD, de hauteiu*H, et de 
méme solidité que P* 

Par des opérations semblables , eonstruisez uxi parallélepipéde Q^ de base 
A'B'C'D' égale á B' , de hauteur H' , et de méme soHdité que P ; et de ees 
opérations , U resuliera, que Q :Q'=ABCD X H : A'BXí'D' X H'=B X H : B' X IT j 
que par conséquent , P ;P'=i=B X H :B^ X H'j et partant qu^en general, les 
prismes de base quelconque sont en raison eompose'e de leurs hauteurs et 
de leurs basesr 

THÉORÉME CLVIIL 

s.^4:28. Un cylindre quelconque , est égal d un prisme de base et de hauíéur respeé^ 

iiuement égales á sa base et d sa hauteur propre, 

Soit C un c) líndre cpielconque , de base B et de hauteur H : ínscrívez pre- 
micrement á B un polygone regulier p : secondement, circonscrivez á B ub 
polygone p , en tiraní des tangentes par les sommets de tous les angles de/?: 
troisiemement , faites reposer sur /> , un prisme P inscrit i C, et sur/?', ub 
prisme P' circonscrit á C ; la solidite de C sera moyenne entre les solklités' 
de P etP*. Quatriemement , par une bisection repétee des aros soutendus par 
les cóte's de p , doublez successivement Je nombre des cóte's de ce polygone 
ct le nombre des cóte's de p' , pnis falles reposer sur les nouveaux poly- 
gones q-i q -) des prismes Q , Q' ; les premiers inscrits , les seconds circons- 
crits a C; ees prismes ayant méme hauteur H, seropt eutr^eux comme leur» 
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bases ^^4 \ lesquelles venant euGa á diSerer moins que par une grandeur 
donnée; les prlsmes Q, Q' vieudront aussi á différer moins que par une gran- 
deur donnee. 

Or cela pose', le cylíndre C ne peut étre , ni plus grand ni plus petit qu'un 
prísme de base et de hauteur respectivenient egales a B , H : car s'ileíoíl plus 
grand, si gardant la hauteiu* H , il reposoit sur un polygone plus grand que B; 
il y auroit leí prisnie circonscrit á C, qui seroit plus pelit que lui : s'il eloit 
plus petil , il y auroit leí prisme inscrit a C, qui seroil plus grand que luí. 
li'une et l'autre conséqiience implique contradiciion j done il est impossible 
qu^un cytindre quelconque^ ne soitpas égalá un prisme de base etde hau^ 
teur y respectiuenifmt égales á sa base et a sa hauteur propre. 
•4219. Conséquence. II suit de la, que les cylindres el les prismes sont en raison 
compasee de leurs hauieurs et de leurs bases : car d^m cote , les cylindres 
peuvent étre repre'sentés par des prismes de bases et de hauteurs respeclivement 
egales aux leurs : d'un autre cote , l'on sait que les prismes sont en raison 
composee de leurs hauteurs et de leurs bases; done les cylindres etles prismes 
M>nt en raison composee de leurs hauteurs et de leurs bases. 

THÉORÉME CLIX. 

* 45o. Xa différence entre une pyramide trian gulaire tronquee quelconque^ et un 
prisme de méme base et de méme hauteur qü'elle^ n^est pas si grande que 
le prisme de méme hauteur qu' elle-méme ^ et de base égale á la dijfference 
de son toit á sa bcíse. 

Aprés avoir coupé la pyramide triangulaire SABC (fig. 266), par les plans 
HDG, edfy paralleles a sa base ABC; prolongez de ^ dfj jusqu'á - ce que 
c?A = DH, rf¿^=DG; preñez sur DH, DG, des longueurs DE, DF^ respcc- 
tivement egales k de , d,f, et tirez les droites EF, hg^ HA, G^, E^^ Fy, 
qui, exceptje' les deux premieres, sont paralleles á Dd; puis observez 1.® que 
les solides HDGAd^, EDF^d/, sont des prismes de méme hauleur que la 
pyramide tronquee HDG^d/*, mais que le premier a pour base, celle de la 
pyramide tronquee; que le second a pour base un triangle égal au toít de la 
pyramide tronquee : a.® observez que EHGF^A^/, diSerence de Tun de ees 
prismes á Tautre, est un prisme de base EHGF, égale a la différence du toit 
a la base de la pyramide tronquee, et de méme hauteur que celle-ci : 3-® enfin, 
observez que ce prisme EHGF^A^i^/, surpasse la différence du prisme HDG Arf^, 
¿ la pyramide tronquee HDG^rf/, de tout le solide Aé/^^HG; que par con- 
séquent^ la différence de la pyramide tronquee , au prisme de méme base et 



Sgtí 6éOH¿TRIB ¿I^ÉMENTAIRE. 

de niéme hauteur qu'eUe, est plus petite, que le prisme de méme Bautenr 
qu'elle-méme , et de base egale á la dífiereuce de son loit a sa base. 

THÉORÉME CLxl 

a."* 43i . Lespyramides tricmgulairea , de ba^es et de hauieurs respectívement ¿gales y 

sont égales^ 

Soíent SABC, ZDEF (fig. a56), denx pyramídes irlangulaíres , de bases etde 
faauteurs respeclivemeDt egales, ABC=DEF, SP==ZQ=A : j'observc préli- 
minairementy que si á ene distance d<Ch^ du sommet S de Ta pyramide SABC^' 
l'on fait passer un pkn parallele á ABC; 3 en resulte une sectio»' adc semblable 
a ABC n.*582; que si, á pareille distance d^ du sommet Z de la pyra- 
mide ZDEF, on fait passer un plan parallele a DEF; ti en resulte une see- 
tion def^j semblable á DEF ; et que ees sections aB cdef sonl egal es entre 
elles : car par le n.® que je viens de ciler, ab lAh=dlh, delDE=d,lh;^ 
par consequent, a** : AB'=d* : A*, rf^*:DE*=d*: AV Maísafic, ABC sonl 
semblables; done a¿c: ABC=a^ ! AB*; d^^n DEF sont semblables aussi ; 
done def:I>Ef=de^ :DE*=a6* : AB*; done «6c:ABC=£fé?/lDEF, 
ábcl ¿fé/'=ABC iDEF; et partant^ U y a égalite entre a¿c et cf^/V comme; 
entre ABC et DEF. 

Cela demontre , }e suppose, qvi'iipres avoir divisé SP en un nombre n de partice 
egales , on fasse passer par chaqué poimt de división un plan parallele Jé ABC; la: 
pyramide SABC sera partagee en{n — i) pyramides tronque'es , plus unepyramide 
entlére , laquelle pouvant étre considéree comme une pyramide tronquee , dont 
le toít se rédult a un polnt ; toute la pyramide sera partagee en n pyramides- 
tronquees, de hautenr =-j¡ SP. Mais la dlfference de chacune de ees pyramides^ 
tronquees au prisme de méme base et de méme hautenr qu'elle , est pRis petlte 
qu'un prisme de hautcur = ¿SP, qur reposerolt sur la difference du toH á la base 
de cettc pyramide tronquee; done sí á chaqué pyramide tronquee, on substitue 
le prisme de méme base et de méme hatitenr qn'elle, Texcés de tous oes prismes^ 
sur toutes ees pyramides tronquees , sera phis petit qu'un prisme qui auroit 
pour base , lá somme des excés de chaqué section sur la sectlon snivante y 
et pour hauteur, ¿SP; done mettant ABC au nombre de ees sections; la somme 
des excés de chacune dóciles sur la sulvante , sera egale a ABC-méme , et la 
diíference de la somme des pyramides tronquc'es, á la somtne des prismes de 
. méme base et de méme hauteur qu^eHés , sera plus petite qu'un prisme de 
base ABC, et de hauteur ¿SP. 

Su¡)pose' malntenant qn^on opere snr la pyramide ZDEF , comme on viem 
d'operer sur la pyramide SABC ^ on la partagera en n pyramides tronquees ^ 
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de hauteursZQ, et la ditrércnce de la somme de ees pyiamkles tronquees, á 
la somme des prismes de méme base et de méme hauíeur qn'elle», sera plus 
petile qii'un prisme de base DEF , el de haiueur¿ZQ = ¿ SP. Mais par le 
préliminaire de cetie démonstration , les prismes eonslruiís sur les sections 
de la pyramide SABC , sont respectlvement egaux aux prismes construiís sur 
les sections de la pyramide ZDEF ; done 1.** la somm^ des uns est cgale 
á la somme Jes autres : a." il est demontre;, que l'exces de la premiere de ees 
sonimes sur la pyramide SABC , est plus petit qu'un prisme de hauteur ¿ SP , 
et de base ABC; il est demontre aussi, que Texcés de la seconde somme sur 
la pyramide ZDEF , est' plus petit qu'un prisme de hauteur h ZQ , et de base 
DEF : 3.** il est clair qu'en augmentan t le nombre h , on peut reduire ees 
excés á des grandeurs plus peiiies qu'aúcune graudeur donnee ; done les 
diderenees des deiix pyramides aux deux sommes de prismes pouvaut se reduire 
a des grandeurs plus pelites qu'aueune grandeur dorme'e; ees pyramides sont 
en menie raison qiie ees deux sommes 3 done elles sont comme elles eu raisou 



d'egaliie'. 



THÉORÉME CLX. 



i.*43a Une pyramide triangulaire quelconque ^ esi le tiers d*un prisme de méme 

base et de méme hauteur qu^elle» 

Soit BCFD (fig. 367), une pyramide tiiangulaire quelconque : Si des sommets 
F , D , de deux angles de sa base EFD , Ton eleve DC , FA paralléles á sou 
cote EB , et que par le point B l'on fasse passer un plan BAC , parallele a 
EFD ; le solide ABCDEF sera un prisme de méme base et de méme hauteur 
qu'elle. Or dans ce prisme on distingií^ d'a1)ord deux pyramides BEFD , 
DzkBC^ tomes les deux de hauteur e'gale a la distance des plans ABC, DEF y 
et la premiere, de base DEFj la seconde, de base ABC= DEF; ees pyramide» 
sont done e'gales. Si done Fon retranche du prisme ABCDEF la pyramide 
BFED, le reste ApCDF (fig. a58); se deeompose en deux pyramides trian- 
gulaires BADC , BAFCde méme hauteur et de bases ADC , AFC égales 
entradles j done BADC eiant la méme que DABC= BEFD; la pyramide 
triangulaire BEFD , se trouve étre le tiers d' ABCDEF , prisme de méme base 
et de méme hauteur qu'elle. 
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T 11 É O R É M E OLXI. 

»•. 433. Une pyramide quelconque , est le tiers (Tan priame de méme base et de 

méme hauleur qu'elle. 

Soit SABCDE (X), une pyramide , qiii repose sur un polygonc quel- 
^conque. Si des sommets des angles B, C, D, E , de sa base ABCDE ( iig. aSg) , 
Ton tire des paralléles A son cóté AS , et qti'on les coupe par un plan ISF , 
paralléle au plan BAE ; le solide ABCDEFGHIS (Y), est un prisme , qui 
a pour base ABCDE , et pour toit FGHIS. D'oü il paroíl que , ürant du 
point A , dans ABCDE , toutes les diagonales qu'on peut y tirer de ce point, 
el du point S , dans FGHIS , louics les diagonales qu*on peut y tirer de ce 
point; AD, AC, d'une part, SG, SH, d^autre parí, sont contenues entre 
des cotes egaux et parallcles du prisnie Y \ que par conséquen^ , elles sont 
respectivement egules et paralléles enti^^elles. De sorte que faisant passer des 
plans par celles qui sont en elTet, egales et paralléles; on (üvise le prisme Y, 
en auiant de prísmes iriangnlaires que sa base conticnt de triangles ; que faisant 
passer des plans par S, etpar les diagonales d'ABCDE; Pon divise la pyramide 
X , en autant de pyraniides triangiJaires que sa base contient de triangles ; 
que par coníjeíjuent , Y renferme autant de prismes triangulaires , que X 
reijíermc des pyraniides triangulaires ; que de plus , les bases et hauteurs de 
ees prismes , sont respectivement égales auii bases Jet hauteurs de ees pyra- 
niides ; qii'ainsi la somme de ees pyramides est le liers de la somme de ees 
prisnie» ; et partant qu'une pyramide quelconque , est le tiers dhm prisme de 
méme base et de méme hauteur qu'elle. 
H.*434- Conaiquence. Les prismes sont en raison compose'e de leurs" hauteurs et 
de leiu^s bases : Les pyramides sont le tiers de prismes de méme base et de 
méme hauteur qii'elles; done lea pyramides sont en raison compasee de 
leurs hauteurs et de leurs bases. 

THÉORÉME CLXI. 

n.» 435. Un cóne quelconque est égal á une pyramide de base etde fiauteur respecti^ 

pement égales a sa base et a sa hauteur propre. 

Soit C un cóne de hauteui* H et de base B : Inscrivons dlmaginatioa , au 
cercle B , un polygone regulier p : Tirons des tangentes par les sommets de 
tous les angles de ce polygone , et circonscrivons ainsi á B , un polygone 
regulier p' , de méme nom que p : Faisons reposer sur/? uae pyramide P ios- 
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cñie á C : Faisons reposer sur p une pyramide P' circonscriic a C, el la 
solidite de Csera moyenne entre les solidhc'sde P et de P'. SI done moycnnant 
une bisection contínnelle des ares souiendus par les cotes de /?, noiis doiiblons 
successivement le nombre des cóte's de ce polygone, aussi bien que le nombre 
des cotes de p' ; et que nous fassions reposer sur les nouveaux polygoues g ^ q j 
des pyraniides Q^ (y; les premieres inscrites , les secondes clrconscriies a C j ees 
pyramides ayant ménie hauteur H , scront entr*elles comme leurs bases q , q*^ 
etlorsque ees bases vieudront á diflerer moins que par une grandeur donnee; 
les pyramides Q , Q' diflcreront moins aussi que par une grandeur donnee. 

Or cela posé: Si le cóneC, etoit plus grand qu'une pyramide, de base B, 
et" de hauteur H ; qu'il fút égal á une pyramide de base B' ^ B , et de 
hauteur H ; il surpasseroit quelqu'une des pyramides clrconscrites : S'il e'toit 
plus pelit qu'une pyramide de base B et de hauteur H; qu'íl fút e'gal a une 
pyramide de base B' <C B , et de hauteur H ; il s'abaisseroit au~dessous de 
quelqiit^iine des pyramides insciátes : L'une et Tautre supposition implique 
coutradiciion ; done le cóne C n'est ni plus ni moins graud qu'une pyramide 
de mcme base et de meme hauteur que luí. 

Digression. Mesurer une quantité , c'est la comparer a une aiUre de méme 
nature , pour savoir combien de fois la premiére contlent la seconde j d'oü 
il resulte qu'avant et aprés la comparaison , la quantité qui fait l'office de 
mesure , se presente comme l'uniíe' ; et qu'aprés la comparaison , la quantité 
mesure'e se présente comme un nombre plus ou moins grand. 

Le terme de la comparaison ou la mesure , est toujours arbitraire , quant a 
la grandeur: C'est arbitraire ment qu'on mesure les longneni's par le pouce , 
parle pied, par la loise etc. mais la mesure n'est pas arbitraire cpiant á la 
forme : Lors par exemple qu'on mesure des surfaces ; le triangle , le qua- 
drilatere , le pentágona et tel aulre polygone se présentent pour servir de 
mesure : pre'férera-t-on celui qui a le plus peiii nombre des cotos, a celui 
qui offre la surface dont on se fait l'idée la plus exacle , ou se delermincra-t-on 
par quelque autre conside'ration ? 

J'ai satisfait plus haut á cette question par rapport áux surfaces , lorsque j'ai 
observé , que les rectangles étant en raison composée de leurs hauteurs et de 
leurs bases; c'esl de ees deux rapporls que doít se former celui de leurs 
surfaces ; et que les rapports de deux ligues d'une part , et de deux lignes 
d'autre part , ne peuvent se trouver plus aisément , qu'en comparant les deux 
premieres et les deux secondes a la méme ligne ; c'est par cette comparaison 
qu'il faut commencer , et appliquer par conséqueut la xa£c:ie mesure aux 
bases et hauteurs des rectangles. 
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Or si aprcs ees operations on compare les rcclangles au carre de la lígne 
quia mesure leurs coles; ees rectangles seprésenlenl sous la forme de prcnluits 
de deux nombres, el ce carre , sous la forme de Tuniíe muhipUe'c par Tunite 
1X1=1 • c'est-a-dire , que le carre' se irouve unilé de surface, ou mesure 
des surfaces , avant qu'on en ait fait choix en celic qualit^, el qu'il doit celie 
•prerogative ii rcgalile' de ses dimonsions. 

Je remarque a présent , que ce qui est vrai du carrcf comme mesure des 
surfaces , n'est pas moins vrai du cube , comme mesure des solides ; Car les 
pai^allclépipedes elant en raison composee de leurs hauleurs el de leurs bases , 
c'est-á-dire , en raison composée de leurs dimeusions , hauteur , largenr et 
longueur ; si Fon vcut s'assurer de leurs rapports nimie'ñqnes , il faul com_ 
parer ees dimentions k une ligue droile , et substituer a cliacune d'elles Je 
nombre re'sultant de cette comparaison ; or le cube , dont toutes les dimcnsions 
sont egales a cette ligue , est lui*méme un parallelepip¿de , lequel compare á 
un autre s'exprime par 1 X 1 X 1 s= 1. De sorie que le nombre qui exprime la 
soUdiie d'un parallelépipede quelcouque , fait connoítre combien de fois elle 
coniient celle >de certaiu cube ; que par conséqucnt , le cube se prc'sentc 
comme l'unite' solide , ou comme la mesure des solides , non pas que Ton en 
ait fait choix en cetto qualite , mais parce que ses dimenslons sont egales. 

On ne l'emploie pourlant pas exclusivement 011 cetie qualite; on lui pre'férc 
le cylindrc droit , quand il s'agit de mesurer des liquides; parce que la capacite 
des valsseaux qui les contieuneut , se compare plus aisemeut a celle du cylindre 
qu'a celle du cube. On a soiu cependaiil d'esliiner eu pouces cubes la capacite' 
des mesures c) lindriques , afin d'avoir la facilite d'évaluer en cubes , c^ qu'il 
ne suífu pas d avoir evalué en cylindrcs. 

Le but de celle digression esl de n'omellre ríen de ce qui peut donner des 
idees disüijcies de ce qu'il y a d'elemen taire dans la mesure des qnantilés et 
euparticulier, dans la mesure des quaulites ciendues. Celles de trois diniensións 
que uous avons appris á mesurer , se reduisenl a quatre : le piisme , la pj'ra- 
niide , le^cylindie et le cóne ; et ees quatre se réduiseut ullérieurement á 
dcu^ qui sout le piisme el la pyramide , parce qu'un cylindre de base et de 
hauícur respeciivement egalcs a la base et a la hauleur d'un prisme , est cfgal 
a ce prisme; el qu'un cope de base el de hauleur respeciivement cgales a la base 
et a la hauteur d'une pyramide , est égal a celle pyramide. Or coinuie les 
prismcs se mesurenl par un cube, qui lui-méme est un prisme; il suil de ce 
que les prismcs sont cu raison coniposce de leurs hauleurs et de leui*s bases, 
que la solidilé d'un prisme esl ducrncnt exprimée par le produit de sa base 
par sa hauleui- ; et quQ la soUdité d'une pyramide , qui est le tiers d'un prisme 
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de mérae base el de méme bauteur cju'elle ^ est duement exprUnee par le 
Uers du produil de sa base par «a bauíear. 

THÉORÉME CLXIl. 

i.«^456. ¡ja sphére est lea deux tiera du cylindre qui lui esi circonscrít. 

Pour facüiter la démonstraüon de ce tbe'oréme j'observerai , que l'aire d'un 
cercle etaut egale á celle d'un uiangle qiii auróit pour hauteur le rayón , et 
pour base , une droite égale a la circonférence de ce cercle ; si ac : i repre- 
5ente le rappon de la circoufeVence au rayón du cercle ; l'aire du cercle de 
ráyon i, est égale i¿ X ac=sc; Paire du cercle de rayón r, est egale kcrty 
attendu que les cercles sont entre eux , comme les carres de leurs rayons. 

Cela pose j'entre en maticre , et prenant en consideration le qu^rt de 
cercle BSDC ( fig. 260) , et le carre ABCD qui lui est circonscrít, j'observe : 
que les deux droites EH , FG , tirees parallcflement a CD , sont perpendi- 
culaires sur CB; que IT s'éléve perpendiculairement sur EH , depuis le poínt I , 
par lequel l'arc DIB coupe EH ; que la drolie SK , tomhe peí'pendicnlai- 
rement sur EH, depuis le point S, par leqnel DIB coupe FG; que la droile 
RL, tombe perpendiculairement sur EH, depuis le point R , par lequel la 
diagonalc CA coupe FG ; et qu'enfin , la droite PQ , s'éléve perpendiculai- 
rement sur EH , depuis le point P , par lequel la diagpnale CA coupe £11. 
Maiutenant je súppose que cette figure tourne tout aulour dn rayón CB ; 
le carre' ABCD décríra un cylindre droit X; le triaiígle ABC décrira un cune 
droit Y , de méme base et de méme bauteur que le cylindre X ; le quart 
de cercle BSDC deferirá un he'misphére Z , inscrit an cylindre X ; le reciau<;1e 
EFGH, décríra une partie du cylindre X; le quadrilalere mixtiligne ISFK, 
decríra une partie de Phemisphere Z ; et eníin, le quadrilalere» PEFii, decjira 
une parue du cóne Y. 

J'ajoute, que le tríangle CEP, étant equiangle au demi-caiTc ABC ; ses 
cotes CE, PE sont egaux; que par couscquent , de Fégalite CPac=IE^4- 
CE^ on passe aux suivanies , CP=lE^-4-PE% HE^=«I£«^-PE^ 5 que d^ 
plus, les sectious des corps X, Y, Z, par un plan qui passe par HE, per- 
pendiculairement á CB, sont des cercles, qui ont respeetivement pour rayons 
les iltoites HE, PE, lE , et que )es cercles decrits par PE 9 lE, sont égaux 
pris ensemble, an cercle decrít par JIE n.^ aSy. 

J^ conÜQue qt j'observe premiéremeot , que le . s6^m«Bt tronqué , décrii 
par EISF, esl degraadeup moyenne entre les cyüodres décrits, Fun par EITF9 
VMJíTpy pv..E|C9lf¿ qup de fim^ cea /^yUndrea etaat respeciivemant égaux 
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, i EE X c X EP , EF X c X EK^ : Pexccs du cyKndre decrit par EITF , sor 
le segment tronqué deciit par EISF, est plus peiit que EF X c (El* — EK^). 
Secoudemenl j'observe , que Je cóne tronque' decrit par EPRF , est moyea 
entre les cylindres decrits , Fun , par ELRF ; l'aulre , par EPQF ; que de 

, plus , ees cylindres etant respecLÍvement egaux a EFxcxEL*, EFxcxEP'; 
Texcés du cylíndre decrit par ELRF, sur le cóne tronque' décrit par EPRF, 

. cst plus pelit que EFxc (EL^ — EP^). Troisiémement enfin j*observe , qnc 
pouvant faire Tare IS , aussi petit que l'ou veut; l'on peut par la-méme diminuer 
a volontef la corde de cet are, et les cotes IK, SK du triangle SK.I , dont 
elle est riiypotheuuse ; que par consequent IK. et SK=RL=>QP=FE , sont 
autant de ligues qu'on peut diminuer á volóme. 

A la suite de ees observatíons , je cherche 1/ ce que deviennent les produiu 
EFx c xEl^, EF X í? X EK^ a mesure que Tare IS, et la perpendiculaire SK 
diminuent ; et je trouve que 1& premier diminue a raison dé la diminutioo 
d'EF , et que le second ne diminue pas tout-á-fait a raiison de cette diminutioBi 
parce que son facteur EK prend un accroissement , duqt^l cependant il ne 
resulte aucune derogation aux preuves que je donnerai tout-^llieure du théo- 
reme propose. 2.^ Je compare le premier des produits EF XcxEl*, EFX 
c X EK^ a leur diflerence et je trouve que EF X |c X EP : EF X c (El » — 
EK^) rapport de ees deux quantitcs, devient plus grand qu^1cun rapport 
donné , lorsque la difierence El — EK diminue au-des60us de toute gran- 
deur finie. 

Et de méme , les produits EF X c X EL^ , EF X c X EP* , diminuent i 
raison de la diminution d'EF, el leur difierence EF X c (EL* — ER*), com- 
paree au second, íF X c X EP^, y est contenue autant de fois que EL^— 
£P^, est contenu dans £P^, c'est-a-dire , un nombre de fois capable de sur- 
passer tout nombre fíni , attendu que EL — £P=LP¿=::QR=EF, peut diminuCf 
uu-dessous de toute grandetir fiuie. 

Ainsi done , en quelque endroit du quart de cercle CBSD , que Fon tire 
£H , FG paralléles á CD , il est possiijle de les rapproclier au point , que le 
cylindre decrit par EITF , surpasse moins le segment decrit por EISF , que 
par ime grandeur donnee , et que le cylindre decrit par EPQF y difiere moioi 
du cóne tronque decñt par EPRF , que par une grandeur donnee ; done ce 
cóne tix>nque et ce segment pris ensemble , difierent moins de la somme de 
ees cylindres que par une grandeur donncfe ; done la somnie de ceniL-ci , etaol 
en raison dVgaKte avec le cylindre décrit par EFGH ; la somme de ceux-U 
est aussi en raison d'egalite avec ce cylindre , done le cylindre «ontenu euut 
deux plans q\á coupent les corps X^ Y, Z paraUelémeat á la base ^'X, est 
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¿gal aux.j>art¡es d'Y , Z, contenues entre ees plans , lorsque ees ptans soat 
suffisamment rapproches l'un de l'auíre ; done la méme egalilé a Ueu k touie 
distance de ees plans-mémes ; done le cyUndie X est= Y +Z. Mais Z est le 
tiersd'X ; done Y est les deux tiei^ d'X; done finalement^ la sphére inserite 
a un eylindre , est les deux tiers de ee eylindre. 



PREMIÉRE SÜITE DE PROBLÉMES. 

\Mesurer un prísme, une pyramide, une pyranude tronquee , 
un qylindre , un cóné , un QÓne tronqué, une sphére, un 
segment de sphére , un segnient de sphére tronqué ^ et un 
secteur de sphére. 



T 



ous ees problémes supposent un eube de eóte' donne' , auquel il faut 
comparer eertain eorps , pour savoir combien de fois il le contient. 

Premiérement done , s'il s'agit d'un prísme ; comme un cube est aussi un 
pnsme , et que les prismes sont en raison eomposée de leurs bauteurs et de 
leurs bases ; on eommencera par mesurer la hauteur du prisme par le colé 
du cube proposé; on mesurera ensuife la base du prisme par la base du cube^ 
el ees deux rapports multipliés Fun par Tautre , donneront le rapport du prisme 
au cube proposé. 

Secondement , Une pyramidé e'tant le tiers d'un prisme de méme base el 
de méme hauteur qu'elle ; si l'on mesure ce prisme , le tiers du re'sultat , 
fera connottre le rapport de la pyramidé au cube propose'. 

Troiaiémement , Une pyramidé tronquee étant ¿gale ¿ la differenre de 
deux pyramides j lorsqu'on aura mesuré ees pyramides^ leur difierettce donnera 
la mesure de la pyramidé tronquee. - 

Quatriémement ^ Puisqu'un eylindre est égal á un prisme de base evde bauleur 
re^ctivement egales á sa base et k isa hauteur propre:; on mesurera itt eylindre 
comme on mesure un prisme , ¿ ee n'est, qu'au'iiexi d^sümér le ittpport d'un 
polygone a im carré , Fon estimera le rapport id^un cercle ii un cárre v<^^ qui 
ne donnera pas le rapport exact do cyKndre ati oübe^^ mais un rapport i»qui en 
approdberad'autam plus , qu'on aura éxpriáxe f^ns exactemeatr líelui de la 
ji cireonférence au dbméirefhícerolei « '-> «..^J". ■ *••'- r-.^rj/i 

^^€inquiém€nma,'lki^t^a!^ ^e- méae ^bcsp et de 
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mSme hauteur que le6 siennes; par consequent, sa solidité se trouve daos le licrs 
de celle de ce cylindre. 

Sixiemement ^ un cóne tronqué est egal a la díflerence de deux cónes, 
par conséquent sa solidile se trouve daiis la diflerence des solidités de ees 

deux cónes. 

Septiémement , pour mesurer une sphére de rayón donne , on mesurera 
lé cylindre circfoñscrit a cette sphére , et les deux liers du resullat donneronl 
la mesure de cette spbcre méme. ' 

Huitiémement , etant propose' de mesurer \xn segment de sphére , dont )a 
liauteur soit connue , on distinguera trois cas dans ce probléme : le premier; 
dans lequel la hauteur du segment est égale au rayón de la spliere : le secoud, 
dans lequel cette hauteur est phis grande que le rayón de la sphére : el le 
troisiéme , dans lequel elle est plus petite. 

Lorsque la hauteur du segment est e'gale au rayón de la sphére , ce segment 
convient avec un hemispUére ; par conséquent sa solidité' est egale á la moitié 
de la solidité de la sphére. ' 

Lorsque la hauteur du segment est plus grande que le rayón de la sphére ; 
\m second segment de hauteur moindre que le rayón , complete avec luí la 
sphére ; par conse'quent la solidité de ce segment complémentaire , retranchee 
de la solidité de la sphére , doit donner la solidité' du segment proposé ; et 
partant toute la difficulté du probléme consiste , i trouyer la scJidite d'un 
segment de hauteur moindre que le rayón. 

A cet elTet on se souviendra , que la de'monstration du- théoréme , que la 
sphére est les deux tiers du cylindre circonscrit , fait voir en géne'ral y que le 
6egmént spliéñqüe , ecmtenu entre le toít du cylindre circonsciit et un plan 
eleve' au-dessus du centre de la sphére parallélem^it á ce tott , pkis le cóne 
tronque contenu entre ees deux plans , est égal a la portíon du cylindre cir- 
^ ooDserity qui est renfermc'e eotre ees plans-mémes; que par conscfquent , on 

. trouvera la solidité jdii segment a mesurer j lors qu'aprés avoir estime' celles du 
cóne tronque et du cylindre partiel , qui viennent d'étre spe'cifies ^ on retran- 
dierar la prémiére de la seconde. 

Neuuiétnemeni y Demande- t-on la solidité d'on segmeat de sphére tronque'? 
, ¡ U faiit ajouter i ce segiáent tronqué le segment qut en : fait un segment complet ; 
mesurer le $egafeox additioDoel el le segment jcomplet; la diiférence de l'un 
a rautre doit donner la mesnre du segment tronqué « 
' .• [ J}ixiémemeni j enfin, l'ángk d'on secteur sphérique étant k <)uatre angles 
droits , comme ce secteur est a teute la sphére ; dé» que Ja solidité d'une 
«j ^ .. spitóreaerii trouyée^ upe /egU. de triáis iWa-.coiiooltre,. c^U« d^ 
de ses secteurs^ 
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SECONDE SUITÉ DE PROBLÉMES. 

^iiS'Zjes cinq corps réguliers étant inscriis' á une sphere ^ donf on svppofte le 
rayón égal á Vunité; on demande la i^aleur numérique , iant de la sur^ 
face y que de la solidité de chacun de ees corps ? 

Soit C le cóle d*un corps regulíer quelconque ; R le rayón de la spherc 
circoDscnte á ce corps, et r le rayón de la sphcre inscrile , le tablean I. 
qni snit imme'diatement , présenle les valeurs respecthes de C , R , r 
relalúenjent a cbaqne corps reguHer, en lant que C est =i : a cote de ees 
\aleurs sont les n.** oü se trouvent les démoustratíons qui en justifient re:iac- 
litude. 

Tabuíau i. C R r 



Tetraliédre 
Octahédre 

Icosahédre 
Eiahédre 

Podecahédre 



1 
1 



1 



aj/6 

1 



K6 



n.^ 35o. 



366. 



12 
1 



{^ 



5o-4-22j/^5 



358. 
3bo. 

566. 



LorsquVu lieu de C^ Fon prend R pour l'unité^ ce tablean se transforme 
dans le suivant : 
Tableau II. C R r 

aK6 



Tetraliédre 



i. 

3 



Octahédre 



Icosahédre 



Dxahédre 



Dodecahédre 



Ka 



K(i<H-aK6) 
a 

K3 

4 



1^3 

5-hK5 



K(5o4-6K6) 

1 

K5 

l5ÍK6:K3" 
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5o6 g¿(Jmetrie élémentaire, 

Ajoiitons 1.* que lorsqu'un irianglc equilateral a pour cote' I'unité , ?a liau- 
tenr est egale a ¿K3 ; el son aire, a ¿ X ¿í/^3 : a.* que par le n.* i5g , le 
colé du pcnlagoiie re'gulier , est .au rayón du»cercle círconscriptible á ce 

polygone, comme }/' : ij que par consequent , lorsque le cote du 

5— j^5 

pentagone régulier est=i, le quatriéme terme de la proportion ^^ — : : 

1 = 1 : X, fait le rayón du cercle círconscriptible á ce polygone , = \^t — "77 • 

3.*. que par le méme n.* 169 , le rayón du cercle círconscriptible est au 
rayón du cercle inscriptible au peniagone regidier, 

comme 1 : j que par consequent , lorsque le rayen du cer- 

ele circonseriptible est = J/"^ — —l , le quatriéme terme de la propor- 
uon 1 : — -^zY^- — -— : x lait le rayón du cercle mscnptible , = 

, ft o "' Y^ %J ^ 

,ao+8j/^5 b+2yb 5+2K6 ^, , ,. , . . j 

y = K = ^ K — ? . Cest -á-dirc , que le cote du 

4X20 ao ^5 ^ 

pentagone régulier, le rayón du cercle circonscriptible , el lie rayón du cercle 

a 5—4— ai/^5 
inscriptible a ce polygone , sont comme les nombres 1 , j/'-= "72 ^'2^ — c i 

o ■■ ■ fr O O 

et partant que Taire d'un pentagone régulier de cote = 1 , est = ¿ X 5 

Aides de ees observalions , cberchons premiérement la surface et la solidité 
du tetrahcdre inscrit á une sphére de rayón =1 : et á cct efiet, considerons 

1.^ que par le tablean II , le cote du tétrahedre inscrit est =— -- — : 2.* que 

3 ^ 

Paire d'un tciangle equilateral de cote 1, est egalc'á {y^5: 3.^ que les aires 

des triangles e'quilateraux , e'tant comme les carrés des cotes de ees triangles , 

Taire du triangle e'quilateral de cote 1 , est a Taire du triangle e'quilatéral de 

cote , comme 1: =1 :fj que par consequent, | X v>^3 = |^/"3, 

3 9 

est Taire d'une faee du tctrahédre inscrit^ et partaut que lá surface de ce solide 

est égale a |[/^5. 
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Pour trouver ensiiite sa solidite, noiis considererons que c'est ceJle d^uiie 
pyraniide de base e'gale á une de ses faces fí^3. el de liauleur -3, somme 
des rayons ^ , 1 , des sphéresa lui ínscriie et circonscrile ; que par consequenl, 
elle est egale á ^ X | X §K3=^Í^3. 

Secondenient , afin d'exprimer nuraériqnement la snrface et la soUdiie' de 
rociahédre, jetons les yeux sur le tableau II : nous y verrons, que le cote 
de ce solide ínsciít a une spliére de rayón 1 , est égal a J/^2 ; que par consé- 
se'quent , Taire d^unc de ses faces est le quatiíome tcrnie de la proporlion 
1 : a=.j;í/"3 : X, c'est-á-dlre , qu'elle est egale á -¿k^^i ^^ partanl, que la 
surface de lont le solide est =4í^5. 

Quant a la solidlté; comme il est composé de deiix pyramidcs, qui ont pour 
base un carre', dont le cote' est =j/'2 j el partant ¿gal luí-niome á 2 , et dont 
ja hantenr = i , ceue solidile de roclahedre est -=2 X ^ X 2=|. 

Troísicmement, pour irouver la surface el la solidile' de l'icosahédre inscvit 

a une s[»hére de rayón 1 , considérons que le tableau II. fait le cote de ce 

4 
solide = — : — - : que par cousequcnt , Taire d'une de ses faces eslíe 

16 ^ 2^^5 

quatrieme icrme de la proporlion 1: — ==- j/^o: x = p == 

2(5— í/^5)X>^3 ioJ^^5— 2í/^i5 .^ 

—^ --- = : et partant, que sa surlace est = loyo 

(54-k"5K5-K5) 20 ' ^ ' ^ ^ 

Par rapport a sa soliduc, elle se compose de cellc de víngt pyramides , 

ioj/^3 — 2{/^i5 
qui ont pour base un irlangle , dont Taire est = , et dunt le 

5-f-K5 

tableau II, fait la hauíeur r = —-/= -rr-r^ l d'oü il suit que, ceite soli- 

' K(3o-f 6j/^d; ^ 

^ 3+1/^5 ioK3— 2j/^3^5_(3-H/^ 

dite est 20 X 5 X p(3^q:^j75jX — 5í/^(5o4-6k"5) 

Quatriémement , pour-tronver la surface et la solidité de Texalicdre , inscrit 
a une sphére de rayón 1 , observons que le tableau 1 1 . donne le cote' de ce 

solide par — ^; que par conséquent, ime de ses faces est égale ^ TV^ 
X — ~=i 5 ^^ partant, que tome sa surface est = J x 6 =8. 
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Par rapport á sa solidité ^ c'est celle d'ua cube dont le cóté est — =- ; par 

par coDse'quent elle est =—-;-•, 

Cinquiétnement eoGp, faut-il trouver la 8urface et la soUdite du dodéca- 

hédre ioscrit a une sphére de rayón i ? le tableau IL donue le cóté de ce 

4 4 . • . 

solide , par •— ;: -— r- = z^ — =r : luais le cóté du peata^one régulier 

est k son apothéme , comme J^ : — j dQ&c le quatriémc ierme 

5 — K5 i-hí^5 4 

• de la proporuon J/^ : — s=- —-.-_ : x^ représente Tapo- 

théme •— :r X %^ t — ^^^ pentágona re'gulier qui a pour cote TcTVx 'j *^^ 

Bone que chaqué face du dodécahedre inscrit k nne sphére de rayón i^ est 

que nar copsequent, la surface enliifre de ce solide est = aj/"(5o— ^loV^5). 

Quaní á sa solidite, comme il csl composé de douze pyramides, capables 
de convenir 3 que la hauteur de ees pyramides est égale au rayen r de la 

» ' 1 - • • •- 111 TT r • (5oH-a2K"5) 
aplicre quyui seroit mscntej que le tableau 11. lait ce rayon = K — yET'Ti^ 

ct que la base de ees pyramidcs-mémes est un pentagone re'gulier de sur- 
face -J 1^(69 — loy^b)'j il s'ensuit que cette solidité est = 12 X | 

y^ {5o — xo J/^ 5 ) , donl le facieur — yrz change en 

(5o+22 K5)(5— K5)' ^($o-ha2K5 X5o^i oK5) ^ 4oo+i6oK5 

,5-|-2í/'5 , ,, . . a -(5-^-2^5) (5o — ioK5) 

, (5-f-2Í^5)(io— 2^5) , 3o-4-ioK5._.^ i5+5K5 
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S E C T I Ó N VI. 

De la Similitude ou Ressemhlance des Solides. 



»^>»^»^v»^»^»<^»<» 



THÉORÉME CLXIIL 

Zrorsque dTun paint quelconque, en dedans de la %urface d^un solide j o» 
tire á ceiíe eurface touíes lea droitea qu^il eat poaaible d^y tirer, et que 
depuis ce point , on retranche de cea droitea dea partiea proportionnellea d 
la grandeur de chacune á'ellea; les partiea retrancfiéea aboutiaaent á la 
aurface d^ un aecond solide j qui ne (fiffere du premier que par la grandeur^ 

En efiet , d'un point P , du solide ABCD (fig. a6i ) , tirez a sa surface les 
droiles PA, PB, PC, PD, eic, et preñez de ees droltes lelles pañíes Pa, Pb, 
Ve, Prf, etc. , que Pa :PA=P6 :PB=Pc :PC = Pd: PD, eic; les mangles 
APB, APC, APD, BPC, CPD, CPD; etc., seront équiangles un-á-un aux 
triangles aP¿, aPc, aP¿/, ¿Pe, bVdj cVdy etc., par un angle commun P, 
et les cotes autour de cet angle proportionnels ; par conséqueut, leurs bases 
seront proportlonnelles a leurs cotes, lesquels e'tant entr'eux comme PAlPa; 
il est impossible de tirer, d'un point a un autre de la surface d'ABCD, une 
droite , qui ne soit a une droite a tirer d'un point a un autre de la surface 
Xabcd, dans le rapport de PA : Pa ; et partant , ees solides ne différent qu'en 
grandeur, attendu que si toutes les ligues tire'es dans le second croissoieut 
dans le rapport de Pa : PA , toute différence entr'eux disparottroit. 

Dénominationa. On qualifie de Semblablea deux solides qui ne difierent 
qu'en gsandeur. Or pourquoi cette différence est-elle exclusive de toute autre? 
C'est que, d'un point du premier, que nous disons en étre le Centre de dea-- 
criptionj menant a sa surface toutes les droites qu'il est possible d'y mener; 
il se trouye dans le second un point, que nous disons aussi en étre le Centre 
de deacription , depuis lequel menant á sa surface toutes les droites qu'il est 
possible d'y mener; les premieres sont proportionnelles aux secondea* 



3iO CÉOMÉTAIE ¿LKMENTAIRE, 

■ 

THÉORÉMECLXIV. 

n.*44o./;,a dénomination de centre de descriptions de deux solides\semblable8 n^esi 
pas uniquement appUcable á deux points pria daas Vintérieur de ees 
solides; il n^est aucunpoint de Vun , qui n'aít avec certáinpoini de Vautre^ 
le rapport de centre de description d centre de descripiion. 

ABCD, abcd (fig. 261), sont deux solides seml)lal>]es , dont les centres 
primiiifs de deseríption coTncldent en P, et PA esi une dreite ihee du pointP^ 
par un point a de la surfacc d^abcd ^ á un point A de Ja surface d'ABCD, 
ensorte que le rapport Va I PA est le rapport constant des droites tlrées dans 
Fun de ees solides, ^elon certaines direciions, aux droites tirees dans l'autre 
áelon les mémes directions. 

. Cela posé , j'observe , qu'il sera prouvé , que tout point d'aftcrf, se rapporle 
a certain point d'ABCD, eomme centre de'description á centre de desci-iptioni 
si l'on fait voir qne , sur une droite quelconque PN , tire'e du point P , par 
un point n de la surface d^abcd , á un point N de la surface d'ABCD , pre- 
nant á volonte' un point /, éntreles points P,w; il se trouve toujours, entre 
les points P, N, un point L , auquel le point Z , est en rapport de centre de 
description d^abcdy a centre de description d^ABCD. 

Or je dis, qu'aprés avoir prisP/ a volonléj si l'on donne k PL une longucur 
tclle, queP/i : PN=P/:PL; le point / aura eflecti\ement au point L, le rap- 
poil de centre de description a cóntre de description : Car tirant de ce point /, 
a un point quelconque r, de la surface d'a¿cc?, une droite /r; pui« du point P, 
par le point r, une droite PR ^ a la surface d^ABCD; et enfin, du point L au 
point R , la droite LR ; les triangles /Pr, LPR sont equiangles, par nn angle 
commun P, el les cotes autour de cet angle proportionnels Pr:PR=P/,PL; 
d'oü il suit que leurs* bases /r, LR sont paralléles entrVlles et proportion- 
nelles a Pr, PR; Ir I LR=Pr : PR ; que par conséquent, toutes les droites qui^ 
du point /vont a la surface d'afccrf, en suivant certaines directions, sont propor. 
tionnelles aux droites qui, du point L, vont a la surface d'ABCD, en suivant 
le» mémes directions; et partant, que les solides abcd, ABCD, peuvent se 
placer autour des points '?* t, réunis en un, comme ils le sont autour du 
point P : c^est - á - diré , que tqutes^.les droites tirees du point L á la surface 
d^abcdy cóineident avec les droites tirees du méme point á la surface d'ABCD, 
auxquelles ellcs sont proportlonnelles. De sorte que finalement, un point quel- 
conque I d^ abcd y trouve toujours dans ABCD un point L, auquel il se rap- 
porte , comme centre de description á centre de description. 
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Dénominationa. Nous avons vu plus haut, que ]orsqiie d'un point P, pris 
á volonte dans un solide quelconque S , on tire á sa surface loutes les droiies 
qu^il est possible d'y tirer; et que depuis ce point on retranche de ckacune de 
ees droites une longueur proportionnee á sa grandeur ; les droiies retrancliees 
se terminent á la surface d'un second corps a , aemblable au premier : Nous 
avons méme donné le nom de centre de description au point <lepuis lequel 
partoient les droites dont il s'agit. Puis done qu*i présent nous voyons , que 
lorsque dcux solides sónt semblables , il n'y a aucun point de Fun , qui n'aít 
¿ certain point de l'autre, le rapport de centre de description á centre de des- 
cription; il convient de lier par Texpression de centres corrélatifs de descrip- 
tion , deux points quelconques , Tun de S , Tautre de e , depuis le premier 
desqnels , les droites menees a la surface de S , sont proportionnelles^ une*a-une , 
aux droites menees depuis le second a la surface de s. 11 convient aussi de 
qualifier de Rayana de description^ les droites, qui, des centres corre'latifs 
de description de deux solides semblables S , « , vont aboutir , les unes a la 
surface de S, les autresá la surface de a. Et commeles rayons de l'un de ees 
corps, sont proportionnels aux rayons de Tautre; il convient encoré de lier 
par l'expression de Rayona corrélatifs de description , \m rayón qnelcóuque 
de S, avec le rayón de a^ auquel il est proportionnel. 

Remarque l. Ces denominations mettent ámeme de s'exprimerplus disertc- 
ment, soitqu'il faille enoncer une propriete' deja prouve'e des corps semblables ; 
50Ít qu'il faille en developper une qui ne soit pas encoré dcmontrée. Ainsi 
premiérement le sens de Ja proportion Zr :LR = Pr:PR qui est résultée 
du théoreme prece'dent , s'enonce clairement , lorsqu'on Jdit , que quels que 
soient les centres corrélatifs de description de deux corps semblables , le 
rapport de leurs rayons corrélatifs de description , est toujours le me me : 
Secondement, s'aglt-il savoir si, lorsque deux corps sont semblables, la suite 
infinie de ceux qui de'rivent du premier, en contient toujours un^ avccleqncl 
le second soit capable de convenir? on observe, qu'aprés avoir fait coifncider 
certain centre de description du second corps , avec le centre corre'Iatif de 
description du premier; rien n'empéche de disposer le second, autour du centre 
commim , de maniere que ses rayons de description , suivent la méme direc- 
tion que les rayons corrélatifs de description du premier, et qu'ainsi le second 
corps ne convienne avec quelqu'un de ceux qui dérivent du premier. 

Remarque a. Quoique le theor)tme précedent fasse voir, que lorsque deux 
solides S, «, sont semblables, il n'est aucun point de Fun, qui n'ait k certain 
point de l'autre, le rapport de centre de description a centre de description ; ce 
theorémene designe pouirtant pas deux points^ Fun de S^ l'autre de a^ qui soient 
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acttiellement centres corrélaiifs de descnpt¡on"de-ces solides. Ccst pourqnoi^ 
afin d'en venir á cette désignatíon , j'observe que deux corps semblables S^s^ 
ne dífferant que par la grandeur; on peut diré en general, qu'un poinl situé 
dans S, est centre correlatif de description d'un point semblablement situé 
dans «; que par conséquent, un point unique de S, est centre corrélalif de 
description du point unique de s, qui lui correspond; que par exemple, s'il est 
question de deux pyramides semblables , le sommet de Fuñe , est centre cor- 
relatif de description du sommet de Pautrc : s'il est question de deux prismes 
semblables, le milieu de Paxe de l'un, est centre corre'latif de description du 
milieu de Taxe de Tautre : s'il est question de deux sphéres , le centre de Tune , 
est centre correlatif de description du centre de Fautrej et ainsi des autred 
corps semblables. 

Définition. L^ide'e de pyramide , n'est qu'une idee particidíére, relativement 
a celle que j'attacbe á l'expression Corps-pyramidal , quand je dis qu'elle a 
pour objet un corps SABC (íig. 262), qui reposant sur une portionde plan, 
finie on inGnie , temiinée par des ligues droites on conrbes , a pour sommet 
un point S , hors du plan de sa base ABC. La droite SA , fixce en S par un 
de ses points , decrít le corps pyramidal SABC , qu^nd on la fait toumer au- 
tour de ce point , en Passujettissant ¿ ne jamáis sortir du contour d^ABC. La 
Hauieur d*un corps pyramidal est la perpendiculaire SP y abaissee de soa 
sommet sur le plan de sa base. 

THÉORÉME CLXV. 

■.•44a.Q//aw£/ on coupe un corps pyramidal par un plan paralléle d celui de sa 

base y \.^ le corps pyramidal partiel est semblable au corps pyramidal 
total : a.^ les bases de ees deux corps sont semblables : 3." le pied de 
la hauieur de Van étani pris pour centre de description de sa base y te 
pied de la hauteur de l^autre est le centre correlatif de description de 
la síenne : 4.* enfin , les rayons de description de la base du corps par^ 
tiel, sontaux rayons correlatif s de description de la base du corps total, 
comme la hauteur du corps partiel est d la hauteur du corps total. 

Soit SABC (Gg. 26a ) , un corps pyramidal, coupé par abe , plan paralléle i 
sa base ABC : j'imagine un troisiéme plan, qui passe par le point S, paralléle- 
mentaux plans abcy ABC: et toutes les droites comprises entre le plan imagine et 
le plan ABC, étant coupees en partics proportionnelles par le plan abe n.^üno- 
les droite» qui du point S aboutissent a la section abe , sont proportionnelles 
aux droites qui du point S aboutissent a la base ABC 3 par conséquent, Sabe 
corps partiel, est 8eaibl4d>le a SABC corps total* 
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J'abaisse a present SP , perpendictüaire en P sur ABC , ei en p sur abe / 
je tire du poini P au contour d'ABC les droiies PA, PB, PC, etc.; je tire 
aiissi dans les plans SPA, SPB, SPC, etc., leis droiies pa^ pb, be, etc. et 
j'observe, que les iriangles Spa, S/7¿, Spc, etc., compares aux triangles SPA, 
SPB, SPC, etc. , leur sonl e'qulangles , par un angle conimun S , et un second 
angle, e'gal aun second angle/7=P. D'ouil snit que les clroites/7a,/7é, jpc, etc. 
sont proportionnelles aux droites PA, PB , PC, etc., que la base abe esl sem- 
bíable á la base ABC ; que les points p^ P sont centres correlatifs de^descrip^ 
tlon, le premier d'áAc, le second d'ABC; que les rajons de description ó! abe y 
sont auxrayons de description d'ABC, corome S/; : SP; et partant, que le théor ' 
reme propose est yrai dans toutes ses pai*ties. 

Coiiséquence i. Ce qui est vrai en general des corps pyramidaux, est yrai 
en particulier des pyramides; par consequent si, a ce qui a ele demontre de 
celles-ci n.® 58a , on ajoute ce qui vient d'etre prouve des corps pyramidaux; 
II.* 443.il sera avc're , que lorsqu^on coupe une pyramide quelconque par un plan 
parallele á sa base^ i." la pyramide pariielle est semblable á la pyra^ 
mide totale : 2.* la base de la pyramide partielle est semblable a la base 
de la pyramide totale : 3.* lepied de la hauteur de la pyramide partielle , 
¿tant pris pour centre de description de sa base^ le pied de la hauteur de 
la pyramide totale , est le centre corrélatifde description de sa base : 4/ les 
rayons de description de la base de la pyramide partielle , sont aux 
rayons correlatifs de description de la base de la pyramide totale, comme 
la hauteur de la pyramide partielle , est a la hauteur de la pyramide 
totale : 5.** les faces de la pyramide partielle, sont équiangles une^d-une 
aux faces de la pyramide totale : 6.^ les angles solides a trois faces, qui 
reposent sur la base de la pyramide partielle^ peuvent convenir un^d-un 
avec les angles solides á trois faces ^ qui reposent sur la base de la pyra- 
mide totale : 7.* enfin , les cótés de la pyramide partielle d'une part y et 
les cótés de sá base d'autre part , sont un- d-un aux cótés de la pyramide 
totale d'une part, et aux cótés de sa base d'autre part , comme la hauteur 
de la pyramide partielle , est á la hauteur de la pyramide totale. 

a.** Conséquence a. Ce qui est vrai en general des corps pyramidaux , est 
vrai en particulier descónes; par conseqent si, á ce qui vient d'étré demontre 
des corps pyramidaux , on ajoute ce qui a éié demontre' des cónes n.* 687 ; 
».• 444.il sera vrai, que lorsqu^on coupe un cóne^par un plan parallele a sa base y 
1.* le cóne partiel est semblable au cóne total : 2." la base du cóne partiel 
est un cercle dont le centre est a un point de Vaxe du cóne total^ et dont 
le rayón est au rayón de la base du cóne total y comme l^axe du cóne par^ 

4o 
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ti(4 , est á Vaxe da cóne total , ou comme la hauteur du cóne partiel^ est 
d la hauteur du cóne total; ou erijin , comme un colé quelconque du cóne 
partiel, eal au cóté ducóne total, dont il fait partie. 

THÉORÉMECLXVI. 

T^^ kkb.T^'orsque deux corps pyramidaux sont semblables y leurs bases sont sem^ 

blables ; leurs hauteurs sont entradles , comme les rayons corrélatifs de 
description de leurs bqses , et les pieds de leurs hauteurs, sont centres 
corrélatifs de description de leurs bases. 

Le corps pyranii(larZrZ^(fig. 262), ¿tant snpposé semblable au corps pyra- 
midal SABC ; la snlie iufiníe des corps qui derivent de SABC , en contienl un 
Sabe y avec lecpicl Z de/* est capable de convenir; par conséquenl, les rapporis 
qui existent , eulre Sabe et SABC, eiistenl entre Zdef et SABC : c'est-á- 
dire , que la base def est semblable h la base ABC ; que la hauteur Zq de 
Zdef* est á la hauteur SP <le SABC, comme qdj rayón de description de defj 
est a PA, rayón corre'lalif de description d^ABC, et qu'enfin, q, Vy sont cen- 
tres corrélatifs de description , le premier de def^ le second d'ABC. 

n.*446. Conséquence 1. Lorsquc les corps pyramidaux serablables Zdef y SABC 
sont des pyramldes , la premiére Zdef^ est e'gale et semblable á Sabc\ 
tfoíi ¡1 suir, que les rapports qui exislcnl entre Sabe et SABC, existenl entre 
Zdef el SABC; que par conse'qiient, on peut diré de deux pyramides sem- 
blablcs Zdef y SABC, tout ce qui est dit n.® 443 de deux pyramides, Tune 
particJlc, Fautre total e , dans la supposition, que la partielle provient de la 
totale , coupce par un plan parallcle a sa base. 

n •4Í7. Conséquence 2. Lorsque les corps pyramidaux Zrfé/*, SABC sont des cónes, 
le premier Zdef peut convenir avec Sa6c; d'oü il suit que les rapports qui 
existent eutre Sabe et SABC, existeut aussi enire Zdef el SABC 5 <|ue par 
conse'í|uent , on peut diré de deux cónes semblabics, tout ce qui est dit n.*444 
de deux cones, Tun partiel , l'autre total , dans la supposition, qi\e le partiel 
provient du total, coupé par un plan parallele á sa base. 

Dénominations. Lorsqu'un corps est terminó en entier par des figures 
planes , ees figures prennent le nom de Faces de ce corps : c*est-á-dire , que 
sous cctic dénomiuation sont comprises, non-seulement les faces proprement 
dilcs de ce corps, mais aussi sa base, s'il en a une; son toit, s'il en a un. 
Qiuuit aux iutersections des faces, en les prenant dans le sens que nous vc-t 
nous de spe'cifier, on Icur doune le nom de Cótés du corps que ees faces-mémes 
lermineut- 
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T H É O R É M E C L X V 1 1. 

m 

^iS.Lorsque cleux corpa sont semblables , et que ioules les faces de I* un sont 
planes et rectilignes^ i.* toutes les faces de Vauire sont planes aussi et 
roctilignes : 2.* les faces de Vun sont en mfime nombre que les faces de 
Vauire : 5.* celles du premier sont semblables ime-a-nne et proporliou- 
nelles á celles du second : 4." enfin, les angles solides de Vun^ peuuent 
convenir U7i-á-un apee les angles solidesjde Vauire. 

On suppose que le corps X ( fig. 265 ) , est terminé par des faces planes 
el reciilignes; que Je corps T luí est semblable; qne le point O, centre de 
descripiíou d'X , coincide avec O, centre corrélaiif de description dT ; et * 
cjne ees corps X, Y, sont disposés antour dti point O, de maniere qne les 
droites, qrii , de ce point vonl al)Oulir a la surface d'X , sont proportionnelles 
aiix droiies de méme direcilon, qui , de ce point mcnie , vonl aboutir á la 
surface d'Y. 

CeJa suppose' , Ton tire du point O les droiies Oa , 0¿, Or, etc. et on les 
prolonge au-delá des sommeis «, 6, c, etc. de tous les angles solides d'Xj 
on prcnd ensuite , sur Oa prolonge'e , une longueur OA , aboutisí^ant ^ la 
surface d'Y , de sorte que Oa est a OA , comme une droité quelconque y. 
lirée du point O a la surface d'X , est á cette droite, augmentce de son pro- 
longenient jusqu'^á la surface d Y j enfin, Ton fait passer par le point A, un 
plan ABC y parallcle au plan ábc^ el Fon ob^er^e : que les pyramides Oafic ^ 
OABC sont telles, que les droites menees du point O, au travers Síabc^ jns- 
qties a ABC,- sont coupées par abc^ dans le rapport d'Oa : OA ; que par 
cousequent ABC, figure rectiligne semblable á abe , fait partie de la siuface 
d'Y ; et Ton ajoute , que Ton prou\ero¡t de la ménie Tr»nni¿re , que faisawt 
passer par le point B , un plan BEF, parallcle au jvlan bef^ la fectíon BEIC^ 
. qui en resuheroif, seroit semblable a la figure befe ^ et feroit partie de la 
surface d'Y ; de sorte qu'a chaqué face d'X, repond une face d'Y, qui lui est 
semblable. 

L'on obser\'e ensuíie, qiie les triangles OAB , Oáb etant e'qiiiangles , par 
nn angle commun O , et les cotes autour de cet angle proporlionnels ; il é'ensuit 
que AB : rt¿=:OA : Or/, c'cst-á-dire , que les cotes correspondans de deux des 
figures semblables, qui lermiuent, Tune le solide Y, l'autrc le solide X , sont 
entr'eux comme^A : 0«; que par consequent, toutes ees figures d'unepaii, 
sont respecthemcnt á toutes ees figures d'autre part, OA* : 0«* ; et partaut, 
que les unes sont proportionnelles aux auues. 
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Eofin l'on prouve que les anjjles solides d'T , peuvent conyenir nn-á-oa 
aTec les angles solides d'X ; que par exemple Tangle solide ABCD , peut con- 
venir avec l'angle solide abcd, en considerante que BAO, BAD, CAD , faces 
du premier , comparees á bac^ bad , cad ^ faces du second, sont I^s angles 
correspondans de figures rectiligoes y semblableS| paralleles, el rangées dans le 
méme ordre, d'oü il suit que les unes sont respective ment e'galesaux. autres, 
et forment les mémes angles spaciaipesqu'elle,s; que par consequent, l'angle solide 
ABCD ^ p€íut convenir avec Pangle solide abcd; et qu'on eu peut diré autaut , 
de tout angle solide d'Y^, comparé á Taugle solide d'X , qui lui correspond. 

«.•449. Conséguence 1. JLorsqu'un corps est semblable d un solide régulier , ce 
corps est un solide régulier de méme nom que eelui auquel il est semblable. 

B.*45o. Conséquence 3. Lorsqu'un corps est semblable a un prisme, ce corps est 
un prisme;,ses faces sont sefnblables et proportionnelles une^á-une aux 
faces de celui auquel il est semblable , et les angles solides de Vun^ peupent 
tonpenir un-á-un apee les angles solides de Vautre^ 

THÉORÉME CLXVIII. 

m^^Si.Deux corps sont semblables ^ quand ils sont termines par le méme nombre 
de faces ou figures planes rectilignes ,• que les faces de Vun sont seny- 
b lab les etjfropqrtionnelles une d'- une aux faces de Pautre ^ et que les 
angles solides du premier , peupent convenir un-á-un apee les angles 
solides du second» 

Soint X, 2^ (fig. 265), deux corps qui aient entr'eox les rapports qu'on 
Tient de specifier. D'un point O du corps X , par les sommets de tous ses 
angles solides , je tire les droites Oa , 06 , Oc , etc. et je les prolonge au-deU 
des sommets , « , b , c y etc- ; je prends sur Oa prolonge'e teUe longueur OA , 
que le rapport Oa : OA soit e'gal au rapport qui existe entre ab et GH , cotes 
correspondans de deux faces semblables des corps X, Zj je fais passer par 
le point A , un plan ABC , paralléle au plan abe ; puis par le point B , un 
plan BEJF , parallele a bef} par le point C , im plan CAD , paralléle á carfj ct 
ainsi de suite , jusqu'a ce que tomes les droites Oa, Oc, Orf, etc. soient 
coupées, dans leurs prolongemens 9 par des plans paralleles aux faces d'X, et 
qu'il soit {brme autour du point O, un corps Y, senibla)>le au porps X, 
comme je vais le de'monu*er. 

Observez en eflet et en premier lieu, que les droites OA, OB, OC, OF, 
OE5 etc. sont proporlionnelles aux droites Oa, 06, Oc; Od, Oe ^ etc. : car 
preraié^ement OA, OB, OC, soat les cotes d'ime pvramide OABC, coupee 
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par un plan abe, parallile á celoi de sa base ABC , tandis que Oa, Ob , Oc^ 
sonl les coles d'Oabc , py i amide retranchee ; á^oix il suit que OA ! OB : OC 
= Oa : 0¿ : Oc : En second lieu, OB , OC , OF , OE, sonl les coles d'une 
pyramide OBCF£ , coupee par bcf^ plan paralléle a sa base BOFE , landís que 
06 1 Oc j Of, Oe , sonl les cólés de la pyramide reiranchee Obcfe ; d'oü fl 
soii qu*OB : OC : OF : OE=06 : Oc : Of : Oe. Proportionnalite , qui , com- 
paree a la pre'cédenle y démonlre y que les cólés des deux premieres pyr»- 
mides sonl entr'eux , comrae les cotes des deux secondes , vu que les cotcís. 
OB y OC, — 0¿y Oc y qul sonl en proporüon dans FunCy le sonl aussi daña 
l'autre. En gcfneVat done , les coles de deux pyramides conligués d'X , sont 
proportionuels aux cotes des denx pyramides correspondanles d'Y; par conse* 
quenl y les coles de louies les pyramides composantes d'X , sonl proporüon- 
neis aux cólés de touies les pyramides composantes dT : en d'autres termes y 
toutes les droiies tirees du poinl O a la surface d'X y sonl proportionnelles a 
ees droites prolongées jusqu'á la surface d'Y 3 par conséquenl X , Y , sonl des 
corps semblables. 

Observez á pre'senl, que les Iríangles Oab , OAB étanl equiangles par cons- 
truction , il s^eusuil que Oa : OA = ab : AB ; el que puisqu'on a faii Oa : 
OA = ab : GH ; ees deux proporüons conduisenl á la suivanie ab : AB = ab : 
GH, de laquelle il resulte que AB = GH. 

Obsenrez encoré que ^ par supposition , les faces de Z sonl semblables une- 
a-nne aux faces d'X y pendanl que , par demonslraiion , les faces d'Y , sont 
semblables une-á-une aux faces d'X ; que par conséquenl , les faces de Z , 
sonl semblables ime-á-une aux faces d'Y y el que y puisqu'il y a égaliie entre 
AB, colé d'ABC, el GH, colé correspondaní de GHI , les faces de Z sont 
égales el semblables aux faces d^Y. 

Observez enfin , que les angles solides d'Y , peuvenl convenir un-á-un avec 
les angles solides d'X, altendu que l'un quelconque de ceux d'Y, esl terminé 
par le méme nombre de faces que celui d'X , qui lui correspond ; que les 
faces du premier , sont les angles de ceriains rectilignes , pendanl que les faces 
du second , sonl les angles correspondans de rectilignes semblables; el qu'enfin, 
les faces du premier , sont paralleles une-á-une aux faces du second , el ran-* 
gees dans le méme ordre qu'elles. 

Résumez maintenaní ees observations et vous verrez qu'Y et Z onl entr'eux 
tous les rapporls requis pour qu^s puissenl convenir , savoir , méme nombre 
de faces ; faces capables de convenir une-á-uoe ; que par conséquenl , puisqu'Y 
est semblable a X , Z Test aussi ; el partant , que la déoionsu^alion du ihéo»> 
rejnte propoeé est complete. 
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ii.*452. Conséquence i. Les solides régnliers de méme qom sont des corps scm- 
blables. 

«.•453. Conséqiience 2. Deux prísmes sonl semblables, qUand ¡Is sonl termines par 
le niéme nombre de faces ; que les faces de L'nn sont semblables et propor^ 
iionnelles^\xne^k*'\Xfit aux faces de raiilre, et que les ^*;Ies solides du premier, 
peuvent convenir un-li-un avec les angles solides du second. 

».*454. Consiquence 5. Lorsqne deux prismes sont semblables , il suitde la con* 
venance respective de leurs angles solides^ que leurs cátés sont également 
inclines sur les plans de leurs ba^es / il suit de la similiiude respective de 
leurs faces , que les cóiés du premier sont proportionnels aux cótés du 
secoñd , il suit enjin de la similitude de leurs bases, que les diagonales 
de Fuñe, sont aux diagonales correspondantes de Vautre ^ comme un cóté 
de Vune , au cóté correspondant de l^autrcy ou comme un cóté du premier 
prisme au cóté correspondant du second. 

THÉORÉME CLXIX. 

i^^^SS^Un corps semblable d un cytindre est un cylindre ; de plus les axes de 
deux cylindres semblables ont méme inclinaison sur leurs bases^ et sont 
entr^eux , comme les rayons de ees bases. 

ABCDEF (fig. 264), est un cylíndre , quí a pour base ABC ci pour toít 
DEF ; son axe VL est incline de facón qnelconquc sur ABC ; le diamelre 
AC d'ABC, est parallcle au diamelre DF de DEF; par conséquent le quadri- 
lalere ADFC, est un parallclogramme , partage en deux ¿galemenl par Taxe 
VLj de sorte que si Ton tire la diagonale AF , elle coupc VL par son niilicu 
O, atlcndu que les triangles AOV, FOL sont equianglcs et que leurs bases 
AV, FL sont égales. — Par une raison semblable , la diagonale DC, passe 
aussi par le milieu de Taxe VL , et partant , les diagonales AF, DC se coupent 
par le point O. 

J'obser^e á present , que lorsqne A\m point O JABCDEF (X) , Ton tire 
á sa surface toutes les droites qu'il est possiblé d^y tirer, etqu^on reiranclie 
de cliacune d'elles une partie qui fui est proportiónnee , les pañíes retranclices 
aboutiíisent a la surface d'un corps Y , semblable á X ; que par conserjuent , 
a ne s'agit plus quede savoir, si ce corps Y a eflectiveraent au corps X , les 
rapports que le thearéme propose spéciGc. Mais j'avertis qii'en cherchant la- 
repensé á cette questioir, j'enienjrai par les mois sUrface du cylindre X, 
íiou-seulemenl" sa surface' *coÜrbe i mais áiissi sa'base et so/i^'toít. 

« ». •..«.« «v. •'iiV>,^ «vi .'.. w4 

• 4 I 
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Cela pose , soit OD : Od le rapport qul doit exisler , entre chaqué lígne tiree 
du poiiil O á la surface d'X, el la partle de celle lígne qu'on se propose d*en 
rciranclier : soit aussi OC : Oc dans le meme rapport , ensorte que OC : Oc 
= OD : Od. 

Mainlenant , si par le polnt d, Pon fait passer un plan def, parallcle á DEF, 
il coupera le cóne ÜDEF , de maniere que la section sera un cercle , el que 
toutes les droites aboulissant á DEF, seront une-á-une aux droites aboutis- 
sant a def , dans le rapport d'OD : Od; d'oü il resulte que def {ixil paitie 
de la surface d'Y, corps semblable á X , et qu'il en esl de méme d'aéc, sec- 
tion hIu cóne OABC, par un plan niené par le point c, parallélement á ABC. 

Ainsi le rapport OA : Oa, éiant ogal a celui d'OC : Oc, est egal aussi au 
rapport d'OD : Oc? ; d'oü U suit que , si Ton tire h ügne adj les cotes des 
tríangles OAD, Oac/, aulour de Tangle O , sont proportionnels ; leurs bases 
adf AD, sont paralleles; toutes les ligues tirees du point O , au traversd'rtc?, 
jusques a AD, sont coupées par arf, dans'le rapport d'OD : Orf; et la ligne 
ad est á la surface d'Y, corps semblable a X. De sortc qu^en géne'ral, si á AD, 
cote d'X, re'pond ala surface d'Y, une parallcle ad , telle que le rapport AD: 
ad soit égal au rapport OD : Ofl; de mcmc , á lout autre cote d'X , repond, 
á la surface d'Y , une paralléle de grandeur lellc , que le rapport de ce cote 
a cette paralléle , est e'gal á celui d'OD : Od; que par conséquent Y est un 
cylindre , que son axe pl^ est incline a sa base abe , comme l'axe VL d'X est 
incline á la sienne ABC , et qu'enfin , ees axes sont entr'eux , conimc les 
rayons ve, VC, descéreles abe, ABCj couformemcnt á Piñoneé du tbeo- 
reme propose'. 

THÉORÉME CLXX. 

ii.*456. ^^^ pyramides semblables sont en raison triplée de leurs haiiteiirs , on de 
leurs cóiés correspondans y ou des cótés correspondans de leurs bases. 

Les pyramides quelconques sont en raison compose'e de leurs hauteurs et de 
leurs bases. Mais les hauteurs des pyramides semblables sont comme les cotes 
correspondans de leurs bases , et leurs bases sont semblables ; done les p} ra- 
mides semblables sont en raison comj)Osec de leurs hauteurs et des carre's des 
cóte's correspondans de leurs bases ; done elles sont en raison triplée de leurs 
hauteurs, ou des cóte's correspondans de leurs bases, ou de leurs propres 
cote&fc 
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THÉORÉME CLXXL 

n«*457.Z/«« cónes semblables sont en raison triplée de leurs hauieurs, ou de leurs 
axes y ou de leurs cóiés correapondans y ou des rayons de leurs bases. 

Les cónes quelconques sont en raison composée de leurs hauteurs et de 
leurs bases. Mais les rayons des bases des cónes semblables sont comme les 
hauteurs de ees cónes; done les cónes semblables sont en raison compose'e de 
leurs hauteurs et des carres des rayons de Ieiu*s bases , done ils sont en raison 
triple'e de leurs hauteurs , ou de leurs axes, ou de leurs cotes corrcspondans , 
ou des rayons de leurs bases. 

T H É O R É M E CLXXII. 

n.* 458. Ltes prismés semblables sont en raison triplée de leurs hauteurs , ou de 

leurs cótés y ou des cótés correspondans de leurs bases. 

Les prismes quelconcpies sont en raison composee de leurs hauteurs et de 
leurs bases. Mais les hauteurs des prismes semblables s<Hit córame les cotes 
correspondans de leurs bases, ev leurs b^es sont semblables ; done les prismes 
semblables sont en raison composee de leurs hauteurs et des carres des cotes 
correspondans de leurs bases; done ils sont en raison triplée de leurs hauteurs^ 
ou des cótés correspondans de leurs bases , ou de leurs propres cótés. 

THÉORÉME CLXXIIL 

n^^Sg^Les cylindres semblables sont en raison triplée de leurs hauteurs, ou des 

rayons de leurs bases y ou de leurs axes. 

> 

Les cylindres quelconques sont en raison compose'e de leurs hauteurs et de 
leurs bases. Mais les hauteurs des cylindres semblables sont comme les rayons 
de leurs bases ; done les cylindres semblables sont en raison composee de leurs 
hautem*s et des carres des rayons de leurs bases , ou en raisonti-iplee de leurs 
hauteurs , ou en raison triplée des rayons de leurs bases, ou en raison triplée 
de leurs axes» 
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THÉORÉME CLXXIV. 

Tí.*^6o.Deux corps reguliers de mente nom, sont en raison triplée de leurs coles. 

Ces corps sont composés d^autant de pyramides l'un que Pautrc, cellos qni 
forment le premier peuvenl convenir enir'elles; cellcs qui formcnt le second 
peuvent convenir enlr'ellcs ; les premieres sonl semblables aux secondes ; par 
consequent ees deux corps sont enlr'eux , comme une pyramide compo- 
sante de I'un , esl á une pyramide composante de I'autre. M ais les pyraraidcs 
semblables sont en raison triplée des cotes correspondans de leurs bases , et les 
cotes des bases des pyramides en quesüon , sont autant de cotes des deux 
corps reguliers que Ton compare 3 done ces corp^ sont en raison triplée de 
leurs cotes. 

THÉORÉME CLXXV. 

a,» 4gi. Ites sphéres sont en raison triplée dé leurs rayons. 

Les cylindres circonscrits á dlBerentes sphéres sont semblables , atienda 
qu'ils sont droits , et que leurs axes sont doubles des rayons de leurs bases, 
Mais les cylindres semblables sont en raison triplée des rayons de leurs bases; 
done les cylindres circonscrits a deux sphcres différentes , sont en raison triplée 
des rayons de ces sphéres; done les f de ces cylindres, c*est-á-dire , les 
sphéres inscrites, sont en raison triplée de leurs rayons, 
B*.462. Auire démonstration de la méme proposition. Gupposé que deux sphéres s, 
S soient reunios autour d'an centre commun O , et que le rayón r de la pre- 
miére solt plus petit que le rayón R de la scconde : Si sur la superficie do s , 
on décrit un triangle sphérique abe ^ et que , du point O , par a y b y c ^ soni- 
mets des angles de ce tríangle, on tire des droites á troispoínts A , B, C do 
la.surface de S : Si ensuite., on fait passer nñ plan par les points « ^ 6, c; puls 
un autre plan, par les ppints A, B, C; les pyramides triangulaires Oahc y 
OABC seront semblables , atlendn que le plan abc^ coupant les cotes de la 
pyramide OABC, proportionnellement a ces cótés-mémes , sera paralléle au 
- plan ABC. Ces pyramides seront '(k>nC en raison triplée de leurs coles corres- 
• pondans , c*esi-ar-dire comme r^ : R^. 

Si au líen de décrire un seul tríangle sphérique sur la superficie de «, Y)n en 
décríl td nombre, que cette superficie «n soit tome coroposée , et que , par 
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les sniiiincts des angles de tous ees tríungles , on tire du point O á la surface 
de S des droites , doat les exlrémites y marquent les isonmieis d'autam de 
iriajigles qu'U s'en trpuve a la surface de ^ : Si ensuite^ par les sommels des 
angles de chaeun des triangles decrii3 sur s , comme par les soniniets des 
angles de cbacim des tríangles iiidiqucs sur S, on fait passer des plans ; 1/ ü 
se trouvera dans s , un nombre de pyramides triapgulaires , qui reuoies £brm&* 
roni uo polyedre , á faces triangulaires : 2.^ il se trouvera daos S , pareil nombre 
de pyramides triaqgulaires , qui rc'unies formerpnt up poly^i e a faces triaogu- 
laires : 3«^ les pyramides composantes de X seront une-á-une aux -pyramides 
composantes d'Y, comme r^ : RS : 4.^ enfin, Xsera ás Y , comme r^ : K^ ^ 
altendu que lorsqua plusieurs ra^sons sont égales , la ^omme ^e leurs ante- 
cedens ^ est á la somme de leurs coiisequens ^ comoK^ un aptecédem e^t á son 
consequeiit^ 

Observez ¿ prés^nt , que l'ou peut rapprocher de plus en plus , et sans fin , 
les trois points qui determinent la base de chacune des pyramides composaptes^ 
soii de X, soit d'Y ; que par copsequent les distances de ees points, «ur les 
sphéres ^ , S , sopt reductil)Ies á des ares de cercle y plus petits qu'aucun are 
de cercle donpé ; que la corde d'un are plus petit qu'aucun are dopae , colín- 
cide avec cet are ; que lea surfaces des sphéres s^S^ viennent cnRn it colncider 
avec les surfaces des pplyedres X', Y ; que ees sphéres eonviennent alors javec 
ees polyédres^ que la sphére Sj est le demier terme de 1^ suit^ des polyédres 
^ 3 que la spliére S , est le demier terme de la suite des polyédres Y j que 
ce qui est vrai en general des termes correspondans de deux suitea , est Trai 
en paiiieuliar de l^urs derniers jLerm.es ; et yous cpnyieiidrez fipal^ment | que 

B.** i£3. Application de la démonstration precedente aux corps semblahlea queU* 
conques. ««— Soiept z^ Z deux corps semblables quelcopques ^ qui ayent s , 
S pour surf^pes , iBt r, R pour rayops corrélatifs de déscription : Suppóse x .* 
qu^op fasse coVncider en O , un centre de déscription de z , idyec le centre 
Gorrélatif de despripiiop de Z : 2 .^ qu'on dispose ees corps autour d'O , ensorte 
qiie les rayops de descriptiop du premier , suiyept 1^ mémp direetion que Ids 
rayons corrélatifs de descriptiop du second : 5.^ que p^r jLrois poipts a ^ ^ 9 C9 
de la surface s , op tir^ du eenlre O, /Si la surface S, trois ligpes droites OA, 
OB, OC : 4'^ enfip , suppose que par les points a^ by c ^ Ton fasse passer 
np plan , et p^r les points A , B ^ C , un autre plan ; les izóles áp la pyramidiO 
triangulaire Oabe , etaut propoctio^nels aux cotes d^ la pyr^midp triangulaire 
O ABC ; les bases abe , A3C de ees pyramides seront paralléles ; ees pyramideti 
menees $.eropl semblables^ ^t Ipur rappprt sera celui de r^ : fi?.. 
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Mais {)remicremeiit , de la méme maniere que denx spliéres conccntiiqucs , 
peuveni se partager en un nombre indefini de pyramides triangulaíres , tellcs, . 
que celles de la peiile sphére soient une-á-une á celles de la grande , comme 
rs : R3 ; de la méme maniere , deux corps semblables z, Zy peuvenl se par 
tager en un nombre indefini de ppamides tiiangulaires, lelles , que celles de z 
•oient á celles de Z , comme /^ : R^ : Secondement , ainsi qu'on a conclu 
de lá , que les sphéres concentriqnes etoient entre elles comme /3 R5 ; on 
conclura de ]¿ méme, que les corps semblables quel conques ic , Z, soni en- 
ir'eux comme r3: R3, c'est-á*dire , en raison tripjée de l^urs rayons correlalifs 
de desciiption, 

.•4€4 Conséquence. Les bases abcj ABC des pyramkles semblables Oabc , OABC 
sonl entr'elles ; comme r" : R^ j en general , Tes bases des pyramides eompo- 
santes der sont une a une aux bases des pyramides composantes de Z , comme 
r^ ; R* j pdr consequent , ^toute la surface de r , est k toute la surface de 
Z, comme r^ : R^ j et partant, les surfacea des solides semblables, soni en 
raison doublée des rayons corrélaiifs de description de ees solides. 

JDigression. Dans la section V de ees Ele'mens, je suis passé des polygone^ 
féguliers aux nombres polygones : Dans la section présente y je passerai des 
pyramides regulféres au nombres pyramidaux* 

Qu'on se represente des pyramides re'gufiéres y les unes triangulaíres , les 
autres tétragones y pentagones y hexagones , ele* toutes de hauteur indéfinie. 
Si Fon divise le cote' d'une quelconque de ees pyramides y en un nombre 
inde'fim de parties egales y et que par chaqué point de división on fasse 
passer un plan paralléle á la base de cette pyramide ; ees pláns couperont la 
pyramide-méme de maniere que ses sections seront une suite de polygones 
réguliers , dont les cotes suivront la progression des nombres naturels y \ yíiy 
3,4,5 n. 

Mab les triangles equilateVaux dont les cotes stúvent la progression des 
nombres naturels , portent diactm á sa sui*face un terme de la progression des, 
nombres triangulaires , il ne manqup á cette progression que son premier terme!^ 
qui est Tunité y laquelle se trouve au soii^met de la pyramide. Les carrés dqnt 
les cótés suivent la progresión des nombres naturels, pdrtent chacim i sa sur- 
face im terme de la progression des nombres carrés ^ il ne manque a cette 
progression que. son premier terme,' qui est Punite', laquelle se trouve an 
sommet de la pyromide quadrilat^re. En géneríJ , les polygones réguliers de 
Tordrc m y dont les cótés suivent la progression des nombres naturels , por- 
tent clincnn á sa snrface un terme de la progression des Hambres polygones 
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^ de rordi c ^Ti-a , il nc manque a cclie progression que son premier lerme , 
qiii csl rnnilc, laquelle se irouve au sommel de la pyramide de m cotes. 
^ D'oíi il snil 1.* qn'en joignant aux points porte's par les surfaces des scciions 

d'unc pyramide rcguliére de m cotes , le point du sommel de ceiie pyramide ; 
ce point et ceux de ees secllons, ajoutés successivement les nns aux autres , 
formeui la suite somnialiice de cellc des nombres polygones de l'ordre do 
7/Z-2 : 2.*^ que c'est la raison pour laquelle on a qualifie de nombres pyrami- 
daux les termes de cette suile : 5.^ que cliaquc suite de nombres polygones, 
ayaiit pour sommatrice une suilc de noriibres pyramidaux ; il y a aulant d'or- 
dres de nombres pyramidaux , que d'orures de nombres polygones. 

On peut ranger des boulctsdc memc diámetro en pyramldes triangulaires et 
et regulicres : on pose un boulct sur trois boulcls ; cette pyramide de quatre 
boulets se pose sur un triangle de six boulets, et ainsi de suile. On range de 
méme en pyramides re'gulieres et quadrilateres des boulets de méme diamétre, 
en posant un boulet sur quatre boulets; cette pjTamide de cinq boulets, sur 
un carre' de neuf boulets , ot ainsi de suite ; mais on ue peut pas construiré 
avec des boulets de méme diamétre des pyramides régulicrc:>, d'ordre supcrieur 
á celui des pyramid-es quadrilateres, parce que les poinls qui rcpre&cptent les 
boulets , ne peuvent se poser sur des pentagones, liexagones , lieptagones, etc. 
comme Texigeroil la construction de pyramides s^mblables ; il suflit pour s'ea 
coiivaincrc de jeter les yeux sur la figure gg, 

Rappelons a présent á notre mémolre , que le terme geneVal de la suile des 

1 i 1 1? j {m'ü)nn''{m'4)n, 
nombres polygones de lordre m - a , est ^ " ^ en taní que n 

est Tindice des termes de cette suite , el observons , que les premiers termes des 
suites de diflerences premieres et secondes de la serie qui a pour terme general 

' sont respectiv.ement (m-i; ', (m-a;; que par consequent^ 

«I 

le premier lerme de cette serie étont i , son terme, sommatoire est n -f- 

n{n'\) n(n''i)(n'2) . . , . , 
(/n-i;-+- — (m-2;, et partan t, que c est aussi le terme 

general ^^ toul&s les suilcs de nombres pyramidaux, 

FIN, 
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blance des figures planes. 55 

Section IV. Circonslances de posilion des lignes circulaires , soii par 
rapporl á des lignes droiies , soii parrapport a d'aulres lignes 
circulaires , quand ees lignes sonl iracees sur le méme plan. 
Helation de lels angles et ares de cercle , que les premiers 
insisient sur les seconds , sans avoir cependanl leur sommei au 
ceñiré du cercle. Spécificalion des rapporls qui onl lieu enlrc 
diverses lignes droites-, qui partenl de poinls donnés , sur le 
plan d'un cercle el se lerminenl a sa circonference. 49 

Section V. Solulion de divers problémes, au moyen des proposiiions • 

qui onl été démonlrées dans les seclions précédenies. 6a 

Section VI. De Finscripiion el circonscripiion des polygones, el de la 

reclificalion du cercle. 7^ 

Section VII. De la courbure des lignes courbes en géne'ral, el de la 

courbure du cercle en parliculier. : li3 



Seconde Partie de IíA Gj&ométrie Élémentaire. 

De la mesure des surfaces planes, lerminées par des lignes droilcs 
ou circulaires. 12D 

Section I." Mesure des surfaces planes et reclilignes. id^ 

Section II. De la surface du cercle. i38 
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Troxsiéme Partie de la Gkométrie Élémentaire. i46 

Section I." De la rencontre des lignes droiles ei des plans. i46 

Section II. Des solides en general , et en parliculier, de la sphére et 

des corps reguliers. ^^^ 

Sectioe 111, Desfrismes^ Pyramides, Cónes et Cylindres^j ?5j. 



3a6 TABLEDESSECTIONS. 

Section IV. Mesuie des surfaces du cylindre droil , du cune droit , de 

la sphére, et des tríangles sphéñques. Pag. 1269 

Section y. Dclasolidite' des Prismes, des Fjramides^ des Cylindres, 

des Cóues et de la Spliére. a85 

Premiere suite de ProblÉmes. Mesurer xxn Fñsme , une Pyramide 
tronquee , un cylíndre , un cóne , un cóne tronqué, une spbére, 
un segment de spfaére , un segment de sphere tronque' y et un 
secteur de spkére. * 3o5 

Seconbe suite de FROBLjSiMEd. Les 5 corps regulíers etant 
inscrits a une splicre , dont on suppose le rayón eg¿d á l'unité ; 
on dem¿uide la valeur nuniérique , tant de la sarface que de la 
solidité de chacun de ees corps. 3o5 

Section YI* D^ la simílitude ou ressemblance des solides. ^oq 



Fin de la Table. 
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